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TARTALOMJEGYZEK



El6sz6

Ezen differencidlegyenletek jegyzet tobb éves oktatoi tapasztalat alapjan els§dlegesen Matematika
BSc szakos hallgatok szaméra késziilt, de a Gazdasagi Informatikus, Fizika BSc, Programtervezd
Informatikus BSc képzések Kalkulus oraihoz is hasznos segitséget kivan nyujtani.

A jegyzet elkészitése soran kiemelt figyelmet kapott, hogy a differencidlegyenletek témakor
bevezetése gyakorlat-orientaltan lehet eredményes, ezért a jegyzet felvaltva tartalmazza az elmé-
leti anyagrészeket, az elméleti anyagrészhez tartoz6 kidolgozott mintapéldakat, illetve az elmélet
elsajatitasat segits gyakorlo feladatokat. A jegyzet végén megtalalhato a gyakorlo feladatok meg-
oldasat segits ttmutatas, illetve a feladatok megoldasa.

A jegyzet magyar nyelven kivanja segiteni a hallgatok differencidlegyenletekkel kapcsolatos
ismeretszerzését, akar onallo tanulasat.

A jegyzet témakorében az idegen nyelvii szakirodalom mellett sok magyar nyelvi konyv is ren-
delkezésre all, melyek igen kivalo minGségt, jo felépitési, a differencidlegyenletek témakor feldolgo-
zasara alkalmas szakkonyvek. A béséges nyomtatott szakirodalom mellett viszont az elektronikus
szakirodalmi ellatottsag alacsony szintii. Ez a jegyzet ezt az (irt kivanja cstkkenteni.

Eziton mondok koszonetet Schipp Ferenc egyetemi tanérnak, az ELTE IK professor emeritu-
sanak és Simon Péter egyetemi tanarnak, az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszék vezetjének
a jegyzet alapos, minden részletre kiterjedd lektoralasaért, és a lektoralds soran tett kiegészité-
sekért, észrevételekért. Koszonetet mondok Kirdly Bal4dzsnak is a PTE Matematika Tanszékének
tanarsegédjének a szemléltet§ abrak elkészitéséért.

A differencialegyenletek jegyzet a TAMOP-4.1.2-08/1/A Tananyagfejlesztés cimt palyazat
keretében késziilt.
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1. fejezet

A differenciadlegyenlet fogalma

A differencialegyenlet fogalmanak bevezetése el6tt tekintsiink néhany fizikai probléma matematikai
modelljét.

1.0.1. Példa. Egy m tomeqgi rakétdt vy kezddsebesséqgel figgdlegesen felloviink. Teqyiik fel, hogy
a mozgds sordn a rakétdira mindiossze két erd hat: a nehézségi erd (jeloljik o -val a nehézségi gyor-
suldst) és a pillanatnyi sebesséq négyzetével ardnyos surléddsi erd (az ezzel kapcsolatos ardnyossdgi
tényezd legyen ). Mennyi ideig emelkedik a rakéta ?

A példa matematikai modellje. Ha v € R — R jelenti a sebesség-idé fiiggvényt, akkor - feltéte-
lezve, hogy v nyilt intervallumon értelmezett differencialhato fiiggvény, tovabba 0 € D, - a feladat
matematikai modellje a kovetkezs (1d. a fizika Newton-féle mozgastorvényeit): adott m, «, 5 pozi-
tiv szamok mellett olyan v fiiggvényt keresiink, amelyre

mv = —ma— v’
{ o(0) —u (1.0.1)
Keressiik azt a T' € D, ,pillanatot”, amelyre v(T) = 0.
[

1.0.2. Példa. Valamely anyag két anyagra bomlik. A bomldsi sebességek egyenesen ardnyosak a
még fel nem bomlott anyag mennyiségével. A bomlds kezdetétdl szdmitva mennyi 1dd alatt ,felezddik
meg” az anyag (azaz bomlik el a fele)?

A példa matematikai modellje. Jeloljik m-mel (m € RY) az anyag eredeti mennyiségét, ¢(t)
-vel, illetve 1 (t) -vel a t (t € R) id6 alatt képz6dott anyagok mennyiségét. A ¢, ¢ : R — R fiigg-
vényekrdl tegyiik fel, hogy differencialhatok. Ekkor a bomlasi sebességek ¢, ¢’. A fenti egyenes
aranyossagokkal kapcsolatos ardnyosségi tényezéket jeloljiik a-val és S-val (a, B€R™). Azt kaptuk
tehat, hogy

¢ =a(m—9—1)
V' =p(m—¢—1) (1.0.2)
$(0) =(0) =0

Vezessiik be a ¢ := (¢,¢)T : R — R, b:= (am, fm)T € R?

A= [ —a _Q]GRQXQ

-6 =B
jeloléseket!, amikor is (1.0.2) a kovetkezd, vele ekvivalens formaban frhato:
¢ = Ap+b
1.0.3
oo 2o (109

LA fels6 indexben szerepls T az adott vektor transzponaltjat jelenti.
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8 1. FEJEZET. A DIFFERENCIALECGYENLET FOGALMA

Vilagos, hogy (1.0.3) is (1.0.1)-szert, csak a keresett ¢ fiiggvény nem R-b&l R-be képezs, hanem
R — R? tipusi. O

1.0.3. Példa. Tegyiik fel, hogy eqy egyenes mentén mozgd m tomegd tomegpontra az aldbbi erdk
hatnak :

a) az egyenes valamely pontjihoz viszonyitott elmozduldssal ardnyos, az illetd pontba mutald wissza-
téritd” erd (az ardnyossdgi tényezd legyen o € RY);

b) a pillanatnyi sebességgel ardnyos ,fékezd” erd (az ezzel kapesolatos ardnyossdagi tényezd legyen
BER] );
c) az elébbiektdl figgetlen (de az id6tdl nem feltétlendl) kilsé” F erd (F € R — R).

Irjuk le a témegpont mozgdsdt, ha ismerjik, a megfigyelés kezdetekor elfoglalt helyzetét és az akkori
sebességét!

A példa matematikai modellje. Jeloljiik s-sel az a)-beli elmozdulas-idé fiiggvényt. Feltessziik,
hogy Dr és Dy C Dp nyilt intervallumok, 0 € D, s kétszer differenciadlhato fiiggvény és sq:= s(0),
sp = §'(0) a megfigyelés kezdetekor észlelt helyzet, illetve sebesség. Ismét csak a Newton-féle
mozgastorvényeket alkalmazva az aldbbi matematikai modell adodik:

"o A
{ms =F—as—[fs (1.0.4)

s(0) = s0,5(0) = sp.

Alakitsuk at (1.0.4)-et a kovetkezGképpen: legyen elGszor is 2 := (s, s')” (tehat 2 : D, — R?),
illetve

F
0, —)":D, -~ R?
m

A::{ Oa 15]€R2X2, b:=(

Ekkor z differencidlhato, és

{ z =Az+b (1.0.5)

2(0) = (s0, 50)-

Nyilvanvalo, hogy (1.0.5) ugyanolyan "szerkezet", mint (1.0.3) (azaz végiil is, mint (1.0.1)),
dacara annak, hogy a fenti transzforméacio el6tt a (1.0.4) feladatrdl ez egyaltalan nem latszott. OJ

Mi a kozos a fenti feladatokban ?

— Egyrészt mindegyikben az ,ismeretlen” egy differencidlhatéd egyvaltozos fiiggvény ;

a szoban forgo feladatban (,egyenletben”) a keresett fiiggvény els derivaltja szerepel;
— mind a harom feladat ,explicit” az emlitett derivaltfiiggvényre nézve;

— olyan fiiggvényt keresiink mindegyik esetben, amely az emlitetteken til bizonyos kezdeti
feltételnek eleget tesz.

Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, f: 1 x J — R fliggvény folytonos és tiizziik ki az alabbi
feladat megoldasat: hatarozzunk meg olyan ¢ € I — J fiiggvényt, amelyre igazak a kovetkezd
allitasok:

i) D, nyilt intervallum és D, C I;



ii) ¢ differencialhato fiiggvény és ¢'(x) = f(x, p(x)) (x € D,,).

A most megfogalmazott feladatot explicit elsérendii k6zénséges differencidlegyenletnek
(vagy roviden differencidlegyenletnek) fogjuk nevezni, és a d.e. roviditéssel idézni. Ha adottak
aTel, e J elemek, akkor a fenti ¢ fiiggvény i) és ii) mellett tegyen eleget a

iii) 7€ D, és (1) =¢

kikotésnek is. Az igy ,kib6vitett” feladatot kezdeti érték problémaéanak (vagy roviden Cauchy-
feladatnak) nevezziik, és a tovabbiakban minderre a k.é.p. roviditést fogjuk hasznalni. Az i), ii)-
nek (illetve 1)), ii), iii)-nek eleget tevs barmely ¢ fiiggvényt a d.e. (illetve a k.é.p.) megoldasanak
nevezziik. Az f fiiggvény a differencidlegyenlet tigynevezett jobb oldala.

A feladatgytjteményekben az o0ldjuk meg az alabbi differencidlegyenleteket” cimszd utan al-
talaban csak az altalunk adott definicio ii)-beli egyenlGségét (k.6.p. esetén ezt és iii)-at) szoktak
megadni. Mi is alkalmazni fogjuk ezt a roviditést (gondolatban ,kerekké” téve a feladatot, megadva
a ,hianyz6” paramétereket gy, hogy a definicionk szerinti ii), illetve ii), iii) egyenlGségek a feladat
szerintiekkel azonosak legyenek.

A definicioban szerepld explicit sz6 arra utal, hogy a ii)-beli egyenldség egyik oldalan egyediil
a keresett ¢ fliggvény D, > z-beli derivaltja all. Ha a differencidlegyenlet &ltalunk adott megha-
tarozasaban f helyett pl. egy F': [ x J xR — R folytonos fiiggvénybdl indulnank ki, és a keresett
differencialhato ¢-t6l (p € R — R) i mellett ii)-ben az

F(z,p(z),¢(x)) =0  (z€D,)

egyenldség teljesiilését kivannank meg, akkor egy tgynevezett implicit elsérendid kézonséges
differencialegyenlethez jutnank.

Nyilvanvald, hogy a differencidlegyenlet barmely megoldasanak lesziikitései is megoldasok. Ezt
figyelembe véve célszerti a megoldas egyértelmtiségét a kovetkezs értelemben hasznalni: Akkor
mondjuk, hogy a iii) k.é.p. egyértelmiien oldhaté meg, ha k.é.p barmely két megoldasa kozos értel-
mezési tartoméanyukon megegyezik. Kezdeti értek problémak egyértelmi megoldésara vonatkozik
az alabbi tétel:

1.0.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f:IxJ—R figguény folytonos és mdsodik viltozdja szerint foly-
tonosan differencidlhatd (f, f, € Crx). Ekkor bdrmely (1,£)€1x.J esetén a iii) k.¢.p. egyértelmiien
megoldhato.

Bebizonyithato, hogy ebben az esetben a iii) k.é.p-nak létezik egy leghdvebb értelmezési tarto-
mannyal rendelkezd megoldasa. Ez a legbGvebb értelmezési tartoméany kezdeti feltételtsl fiiggden
valtozhat. Ezt szokas a k.é.p. teljes megolddsdnak nevezni. (A bizonyitasok megtalalhatok a
[3], [6], [8] konyvekben.)
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2. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek

Ebben a fejezetben a kozonséges differencidlegyenletek egy csoportjanak megoldasi modszerét
targyaljuk.

2.1. Els6rendi differencidlegyenletek

2.1.1. Szétvalaszthato valtozdju és szétvalaszthatd valtozdjira visszave-
zethetd differencidlegyenletek

2.1.1.1. Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek

2.1.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy I és J egyardnt egy-egy nyilt intervallum, g: I - R, h:J— R
pedig folytonos fiigguények. A h figguényrdl feltessziik tovdbbd azt is, hogy 0 ¢ Ry,. Tekintsik ezek
utdn az

flz,y) =g(x)h(y) ((z,y) € IxJ)

fliggvény, mint jobb oldal dltal meghatdrozott d.e.-et, amelyet szepardbilis (vagy szétvdlasztha-
t6 vdltozdji) differencidlegyenletnek neveziink. Ekkor tehdt olyan ¢ € I — J differencidlhatd
fligguényt keresiink, amelyre D, C I nyilt intervallum és

¢'(x) = g(x)h(p(x))  (zE€D,). (2.1.1)

Mivel 0 ¢ Ry, ezért a (2.1.1) egyenléség igy is irhato:

AL) @) (weD,). (2.1.2)

A feltételeink szerint g, 1/h nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények, ezért 1éteznek
olyan G: I —R, H:J—R differencidlhaté fiiggvények, amelyekre G' =g és H'=1/h. Vegyiik észre,
hogy az Gsszetett fiiggvény derivalasaval kapcsolatos tétel szerint (2.1.2) a kovetkezot jelenti:

(Hop)(z)=G'(x) (z€D,),

azZaz

(Hop—G)'(x)=0 (zeD,),

Ha tehat ¢ megoldasa a szoban forgé szeparabilis d.e.-nek, akkor (1évén D, nyilt intervallum) van
olyan c € R, hogy
H(p(z))—G(x)=c (xeD,). (2.1.3)

11



12 2. FEJEZET. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Az 1/h fiiggvény nyilvan nem vesz fel 0 -t a J intervallum egyetlen pontjaban sem, igy ugyanez
igaz a H' fiiggvényre is. A derivaltfiiggvény Darboux-tulajdonsaga miatt igy H' allando elGjeld.
Ezért H egy szigortian monoton fiiggvény, kovetkezésképpen invertalhato. A H~! inverzfiiggvény
segitségével (2.1.3)-bol azt kapjuk, hogy

o(z) = H(Glx)+¢) (z€D,).
Ha 7€, £ € J és a v megoldas eleget tesz a (1) = & k.é.p.-nak is, akkor 2.1.3 -b6l
c=H()—G(7).
Valasszuk G-t és H -t ugy, hogy H({) = G(7) =0, ekkor ¢ =0 ¢és
p(r)=H ' (G(x)) (z€D,y).

Megjegyezziik, hogy a H ! inverzfiiggvény ,kiszamitasa” nem mindig egyszer( feladat, gyakran
Jneg kell elégedniink” a H(p(x)) = G(z) (x € D,,) egyenlGséggel.
Ezzel bebizonyitottuk a kévetkezd tételt.

2.1.1. Tétel. A (2.1.1) szétvdalaszthatd vdltozdji d.e.-nek mindig létezik megolddsa.
2.1.1. Példa. Keressiik meg a 1.0.1. Példaban megfogalmazott k.€.p. megolddsdt.

Megoldas. A matematikai modellben megfogalmazott feladat nyilvan szétvalaszthato valtozéju
differencialegyenlet, ahol I := J :=R és

I
g(x) == —a, h(y).—l—l—ma (x,y € R).

Legyen 7:=0, £ := vy, ekkor a

e =, 10 (s () oo (o)) v

fiiggvények eleget tesznek a megoldas soran mondottaknak. A H(¢(z))=G(z) (x€D,) egyenldség
tehat most a kovetkezd (a ¢ szimbolum helyett v-t {rva):

Ha T ideig emelkedik a rakéta, akkor v(7T") =0, azaz

azaz

O

Ez a példa is azt mutatja, hogy esetenként a differencidlegyenlet ,explicit” megoldasanak az

ismerete nélkiil is valaszolni tudunk a (most éppen szeparabilis) differencidlegyenletként megfo-
galmazott matematikai modellben felvetett kérdésre.
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2.1.2. Példa. Keressiik meg a

k.€.p. eqy nem trividlis megolddsdt.

Megoldas. A differencidlegyenlet formailag szeparabilis az I := J := R intervallumokkal és a

g@)=1 h(y)=Vlyl (z.yeR)

fiiggvényekkel, ugyanakkor h-ra nem teljesiil a 0 ¢ R, feltétel, ezért a szeparabilis differencial-
egyenlet megoldasanal szerepld eljards nem alkalmazhato. Raadéasul a feltétel szerint pont olyan
megoldast keresiink, ahol hoy nulla értéket vesz fel.

Megjegyezziik, hogy ebben az esetben az 1.0.1. tétel masodik feltétele (a h folytonos diffe-
rencidlhatosaga) az y = 0 pontban nem teljesiil, ezért ez az altalanosabb tétel sem alkalmazhato.
A h fiiggvényt leszikitve a (—o00,0), ill. a (0,00) intervallumokra, a 2.1.1. és az 1.0.1. tétel is
alkalmazhat6. Az utébbi alapjan ilyenkor minden k.é.p. egyértelmtien oldhat6 meg.

Az nyilvanvaléan latszik, hogy =0 a differencidlegyenlet megoldasa. Keressiink az egyenletnek
nem trivialis megoldasat.

Szikitsiik le h értelmezési tartoményat a pozitiv valés szamok halmazara. Keressiik azt az
intervallumon értelmezett ¢ € R — RT fliggvényt, amelyre

¢'(z) = Vlp(x)| (z€D, CR)

teljesiil. Ekkor mar alkalmazhato a szeparabilis d.e. megoldési modszere. A fenti jeldlésrendszert
alkalmazva kapjuk, hogy

G(r) =z H(y) =2y,
melybdl p-re a

1
() =H ' (G(x)+c) = Z(x+c)2 (x €Dy, ={r€eR : > —c})
fiiggvények adodnak, ahol ¢ € R tetszéleges valos szam.! Konnyen ellendrizhets, hogy € > 0 esetén
a iil) k.é.p. teljes megoldéasai ¢, alaktak.
Amennyiben h értelmezési tartomanyat a negativ szamok halmazara szikitjiik le, gy a

gpd(x):—i(x—i—df (xeDy,={rxeR : z<—d})

fiiggvények ad6dnak, ahol d € R tetsz6leges valos szam.
A fenti harom tipusu fiiggvényt megfeleléen megvalasztva és ,Osszeragasztva” a 2.1.2. példa-
ban megfogalmazott k.é.p. nemtrivialis megoldésait kaphatjuk meg. Legyenek ugyanis a <0< j3

tetszéleges valos szamok. A c:= —f, d := —« valasztésaval
v (z<a), —i(z—oz)2 (r < a),
p@)={ 0 (a<z<p), — 0 (a<a<h),
pe (z>P) @=0)? (z>p)

valos szamok halmazan értelmezett megoldasok adodnak.? Specilisan, ha o = 3 =0, akkor olyan
fiiggvényt kapunk, ami egyetlen pontban nulla. A k.é.p. egy nemtrivialis megoldasat szemlélteti a
2.3. abra.

U

LA o fiiggvény értelmezési tartomanyét gy kell megvalasztanunk, hogy hoy ne vegye fel a nulla értéket.
2Egyszeriien ellenérizhetd, hogy a ,ragasztasi” pontokban is differencialhaté a ¢ fiiggvény.
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/

/

2.1. abra. A ¢' = \/|p|, ©(0) =0 k.é.p. egy nemtrividlis megoldasa.

2.1.1. Megjegyzés. A (2.1.2) formailag (2.1.1) alaki, ugyanakkor nem teljesil a 0 ¢ Ry, feltétel.
Az ilyen feladatokndl dltaldban nem eqyszerd a d.e. dsszes meqgolddsdt meghatdrozni.

Ebben az esetben, ha a feladat szévege mdsképp nem szol, azon megolddsokat keressiik csak,
melyekre h(p(x)) #0 (x € D), vagy p(x) =0 (x € D,,) teljesiil.

2.1.3. Példa. Oldjuk meg az aldbbi szétvdlaszthato vdltozoji differencidlegyenletet:
Ox)=z-e*® (zeR). (2.1.4)
Megoldas. A 2.1.1. definiciéban bevezetett jeloléseket hasznalva
glx)=x é h(y)=e? (r,yeR).

Itt teljesiil a 0 ¢ Ry, feltétel. A g és 1/h fiiggvények primitiv fiiggvényei:

A H(p(x))—G(x) = c egyenletbdl ¢ meghatarozhato:

@@qu%+@ (c€R).

A p fiiggvény értelmezési tartomanya a valoés szamok halmaza, ha ¢ > 0. Ha ¢ < 0, akkor az
értelmezési tartomany a (—oo, v/—2c¢) vagy a (v/—2c¢, 00) intervallum. A differencidlegyenlet meg-
oldasainak halmazat szemlélteti a 2.2. dbra. Negativ ¢ értékek esetén adodo fiiggvényeket kék
szinnel szemléltettiik.

2.2. abra. A ¢/(z) = z-e %@ differencidlegyenlet megoldésai.
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2.1.2. Megjegyzés. 1. A tovdbbiakban mi is gyakran alkalmazzuk azt az eqyszerdbb, matemati-
kailag nem teljesen korrekt irdsmddot, hogy (2.1.2)-ben, illetve mds d.e.-ekben is p(x) helyett
roviden @-t irunk. Képzeletben azonban mindig hozzdgondoljuk, hogy itt ¢ nem egy vdltozo, egy
valds szdm, hanem x-nek fligguénye.

2. A szétvdlaszthato vdltozdji d.e. megolddsaihoz a kévetkezd formdlis szamoldssal juthatunk el.

. P ¢ for s . © Jespees d 1 -
Az egyenletben a ¢ és ©'-nek az x-t6l valo fiiggését nem jeloljiik, ©' = 52 dtirdst alkalmazzuk,
majd a wdltozok” szétvdlasztdsa utdan integralunk :
d
e = 9(x)de /f

fﬁdgp = [g(x)dz+c (ceR).

3. Az integrdcids konstanst dltaldban az x vdltozd oldaldn szokds feltintetni. (Felesleges lenne az
egyenlet mindkét oldaldhoz kiirni.)

4. A differencidlegyenletek megaddsa tobbféleképpen torténhet. Néha a ' = fl—‘ﬁ datirast alkalmazva
és dx-szel beszorozva, a differencidlegyenletet igynevezett differencidl alakban irjuk fel.

A megjegyzés 1. és 2. pontjaban leirt irdsmédot a tovabbiakban ,,tolvajnyelvnek” fogjuk
nevezni. Megmutatjuk a (2.1.4) differencidlegyenlet megoldasanak menetét tolvajnyelven is.
Megoldas. Keressiik tehat azt a nyilt intervallumon értelmezett ¢ € R — R fiiggvényt, melyre

o=x-e¥ (2.1.5)
teljesiil. Mivel e~% sehol sem nulla, ezért leoszthatunk vele. Beirva a ¢’ = ‘;—f formulat kapjuk, hogy

dy
dz
efdp = xdr /[

/e“”dgo = /xdx

¢ z?
e? = ?—i-c (ceR),

= z-e” [ dw /e

Véve mindkét oldal természetes alapi logaritmusat kapjuk, hogy

2

e(z)=In(S+c) (c€R),

ahol a ¢ fiiggvény értelmezési tartomanya a valés szamok halmaza, ha ¢ > 0. Ha ¢ <0, akkor az
értelmezési tartomany a (—oo, v/ —2¢) vagy a (v/—2¢, 00) intervallum.
O
A tovabbi példakban, illetve a gyakorlo feladatok megoldasanal is a most bemutatott eljarast
fogjuk alkalmazni.

2.1.4. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :

¢ =plne. (2.1.6)
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Megoldas. Nyilvan szétvalaszthato valtozoju a differencidlegyenlet, ahol g(z) =1, h(y) = yIny.
Mivel a h fiiggvény értelmezési tartomanya (0,00) és h(1) =0, ezért célszeri az értelmezési tarto-
manyt felbontani a (0,1) éa (1,00) intervallumokra. Ebben az esetben kiilon-kiilon alkalmazhato
a bemutatott megoldasi modszer.

Ekkor hoy sehol sem nulla, mindkét oldalt leoszthatjuk ¢ In p-vel. A valtozok szétvalasztasaval
és integralasaval a differencidlegyenletet megoldhatjuk.

d
T = plp  [de/:(pIng)
de
= d
ng x /I
d
/ LA /daz
prlng
u=In ¢
du:idcp
d
Zu = x+c (c; €R),
Inlul = z+4¢ (c1 €R)
In|lnyp| = z4+¢ (c1 €R)

Tegyiik fel el6szor, hogy Ing > 0. A differencidlegyenlet megoldaséat explicit alakban is kénnyen
megadhatjuk. Mindkét oldalt e-ad alapra emeljiik:

Inp=e"" =¢e"e"=:ce® (ceRM).
Mindkét oldalt ajra e-ad alapra emelve a megoldasok explicit alakjahoz jutunk, azaz
o(z) = e (ceRT,z €R).

Konnyen ellendrizhets, hogy a o(z)=e“¢" (z €R) fiiggvények tetszdleges c € R mellett megoldasok.
Mivel ¢-In ¢ zérushelye o =1, ezért o =1 megoldas. A differencidlegyenlet megoldasait szem-
lélteti a 2.3. abra.

¥

/

2.3. dbra. A ¢’ = p-In g differencidlegyenlet megoldasai.

2.1.5. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :
2(wo(z)+z—p(x)—1) = (2> —22)¢ () (x> 2). (2.1.7)



2.1. ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 17

Megoldas. Ennél a példanal nem latszik elsG ranézésre, hogy szétvilaszthatod valtozojiu. A bal
oldal els6 két tagjabol x-et, a masodik két tagjabol —1-et kiemelve a bal oldalt szorzatta tudjuk
alakitani, melyben a valtozok mar szétvalasztva szerepelnek.

2(z(p+1)—(p+1))dx (2 —2x)dy
20w —1)(p+1)dr = (z°—2z)dyp
A ¢ = —1 konstans fiiggvény a differencidlegyenletnek nyilvan megoldésa.

Tegyiik fel, hogy ¢ > —1, akkor mindkét oldalt leosztva (¢ + 1)-gyel, illetve (x2 — 2x)-szel,
integralva kapjuk, hogy

2 —1)(p+1)dr = (2°—22)dyp /:(p41) (@2 —2z)

2(x—1) 1
—dx = ——=dp
—2z v p+1 /I

2(x—1

/ (z )dx = /—dgp /(22 —22)' =20—2=2(2—1)
2 —2x

In|2?—2 =1 1 eR

n|gz Ox,HCl n|p-+1| (c1 €R),
> >0

amivel a megoldast implicit alakban megkaptuk. Explicit alakhoz emeljiik mindkét oldalt e-ad
alapra.

(22 —2x)e” = p+1
c-(2?=22)—1 = () (ceRt z>2).

p<0 esetben p-re ugyanez a képlet adodik, csak ceR™ feltétellel. A differencidlegyenlet megoldasait
szemlélteti a 2.4. abra.

x
g ® 0

2.4. abra. A (2.1.7) differencidlegyenlet megoldésai.

2.1.1.2. Szétvalaszthatd valtozojiura visszavezethets differencidlegyenletek

Ebben az alfejezetben olyan differencidlegyenlet-tipusokkal ismerkediink meg, amelyek bar nem
szétvalaszthato valtozojuak, de egy egyszerd triikkel szétvalaszthatd valtozoja differencidlegyen-
letté alakithatok.
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2.1.1.2.1. Valtozéban homogén differencidlegyenletek

2.1.2. Definici6. Tegyiik fel, hogy a g: (0,00) = R fiigguény folytonos. Az

fay)=g(2)  ((y) € (0,50)x(0,00))

fliggvény, mint jobb oldal dltal meghatdrozott d.e.-et vdltozéban homogén (vagy homogén fok-
szdma) differencidlegyenletnek nevezink. Ekkor tehdt olyan ¢ € (0,00) — (0,00) differencidl-
hato fiigguényt kerestink, amelyre D, C (0,00) nyilt intervallum és

¢'(z)=g <@) (z €D,). (2.1.8)

T

Megjegyezziik, hogy mivel a (2.1.8) differencialegyenlet jobb oldalan folytonos fiiggvény szere-
pel, ezért ha létezik megoldés, akkor az folytonosan differencidlhaté fiiggvény lesz.

Megmutatjuk, hogy a széban forgé d.e. visszavezethets szeparabilis egyenletre.

Tegyiik ugyanis, hogy ¢(z) (x € D, C (0, 00)) megoldasa a (2.1.8) egyeneletnek. Ekkor a ¢ (z):
= p(z)/x (v € D,) fiiggvényre egyrészt

() =a/(x) +o(x) (zE€Dy),
masrészt
() =glp(x)/z) =g(¥(x)) (x€Dy).
Innen kovetkezik, hogy a v fiiggvény megoldasa a

V() z (@) =g(¥(z) < @b'(ﬂf):i(g(qﬂ(ﬂf))—fﬂ(ﬂf)) (x € (0,00))

szeparabilis egyenletnek.

2.1.6. Példa. Oldjuk meg az aldbbi homogén fokszdmau differencidlegyenletet :

z¢'(x) = p(z) cosIn @ (x> 0).

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat x-szel leosztva latjuk, hogy valoban valtozoban homogén
az egyenletiink. Végrehajtva a p(z) =1 (x)-x helyettesitést, ¢’ () =v'(z)-z+1(r) alkalmazésaval,
az x-t6l valo fliggés jelolésének elhagyasaval kapjuk, hogy

P+ =1pcosin,
melyb6l atrendezéssel és ¢ = % jelolést hasznalva

dy _ P(coslny —1)

dx T

egyenlet adodik. A logaritmus értelmezése alapjan a jobb oldal pontosan akkor lesz nulla, ha
coslny—1=0 & Iny=2kr (k€Z) < ¢=*" (keZ).
Egyszertien ellenérizhetd, hogy a

Y(x)=e*" (keZ) & op)=z-e*" (kcZ) (zeR")
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megoldéasai az egyenletnek.
Keressiik azon megoldasokat, melyre ¢(coslny —1) # 0 a Dy, intervallumon. Az egyenletet
rendezve és integralva a differencidlegyenlet

dy
Coslnw 1)
u=In u=L1
hy dumgdy / /w coslnw 1)
l—COSu:ZsinQ% /Cosu—l
du
w) __ 1 - -
(ctg2)— QSinz% / /—2-81n2%
ct Y
89
In
t -
ctg 5
. ln§
ctg 5

d_:z:
T
dx

T

In|z|+c
Inx+c
Inx+c
Inx+c

Inz+c

19

(ceR,z>0)

(ceR,z>0)

implicit megoldasdhoz jutunk.®> A megoldas explicit alakban is megadhat6, melyet az olvasora

bizunk.

0

2.1.7. Példa. Oldjuk meg az aldbbi homogén fokszdmu differencidlegyenletet :

(o+Vap) =29
Megoldas. Csak az x> 0 és ¢ > 0 feltételt kielégité megoldéasokkal foglalkozunk. Az x <0, ¢ <

< 0 eset hasonloan targyalhato. Az egyenlet mindkét oldalat x-szel elosztva latjuk, hogy val6ban
valtozoban homogén az egyenletiink, hiszen

alakd. Végrehajtva a ¢(x)

hogy

melyb6l atrendezéssel és a ' =

f_i_ f:(pl

=1(x) - x helyettesitést, ¢'(z) =¢'(z)-x+1(z) alkalmazasaval kapjuk,

Y+ =Y+,

egyenlet adodik.

A bal oldal pontosan akkor lesz nulla, ha ¢ = 0, tehat ¢ (x)

% jelolést hasznélva a

_
\/E xdx

P(r) = @, ezért ¢-re szintén a ¢ = 0 megoldas adodik.
Keressiik azon megoldasokat, melyekre 1 # 0 teljesiil a D, intervallumon. A véltozokat szét-

valasztjuk, integralunk és a d.e. megoldasahoz jutunk.

dyp

NG

(ceR).

=0 (x > 0) megoldas. Mivel

2w

3Az integralas soran kihasznaltuk, hogy a négyzetes és a duplaszdges Osszefiiggés alapjan, 1 —cosu = sin® % 4

+ cos? 5=

de dy
R
dx
- =
In|z|+c¢ = 2%
(cos? % —sin® %) =2-sin® %

2
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Visszahelyettesitve p(z) =1 (z)-x -et, a differenciadlegyenlet megoldasat implicit alakban kapjuk:

1n]a:\+c:2,/£ (ceR).
T

A megoldas explicit alakban is megadhato:

(ln]x\—l—c)2 =

SRS

A S| =

(In|z|+¢)® = p(z) (ceR,zeRY).
Egyszertien igazolhato, hogy x < 0, ¢ < 0 esetben az

(=In|z|+e¢)’ =p(z) (ceR,z€R")

=8

megoldésok adodnak.
Mivel lir% z-In|z| =0, a pozitiv, illetve negativ tengelyen kapott megoldasok dsszeilleszthetdk,
z—

azonban a 0 pontban a kapott fliggvény nem lesz differencialhato, csak folytonos. A megoldasokat
a 2.5. dbra szemlélteti.

2.5. abra. A (¢+ . /T@)dx = xdp differencidlegyenlet megoldasai.

2.1.1.2.2. ¢/ =g(ax+bp+c) tipusu differencidlegyenletek

2.1.3. Definici6. Tegyiik fel, hogy a,b, c€R valos szamok, g:R—R folytonos figgvény. Tekintsik

f(z,y) :=glaz+by+c) ((z,y) €eR?)

fiigguény, mint jobb oldal dltal meghatdrozott d.e.-et, azaz olyan peR—R differencidlhato figguényt
keresiink, melyre D, C R nyilt intervallum és

¢'(x) = glax+bp(x)+c) (x € D,) (2.1.9)

teljesiil.
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Megmutatjuk, hogy a szoban forgé d.e. visszavezethetd szeparabilis egyenletre.

Ha b =0, akkor egy specialis szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletrdl van sz, és igy a
jobb oldal integralédsaval kaphaté meg a megoldas:

gp(x):/g(a:)s+c)d:)s+d (deR,zeR).

Tegyiik fel, hogy b # 0, tovabb4, hogy a ¢(x) (x € D, C R) megoldasa a (2.1.9) egyenletnek.
Ekkora¢y e R—R
Y(z) =ax+bp(z)+c (v e€D,)

fliggvényre egyrészt

o - (H5EY YO o,

masraszt (2.1.9) egyenlet alapjan
¢'(x) =g((z)) (z€Dy)
teljesiil. A két egyenletet Osszevetve kapjuk, hogy v-re a

PO @) & v =bgw@)ta (z€D,)

szeparabilis egyenlet teljesiil.
2.1.8. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet a valos szdmok halmazan:
¢ =3x+4p+5.

Megoldds. Az egyenlet (2.1.9) alaki, ahol g=y (y€R). Bevezetve a ¢)(z)=3z+4p(x)+5 (r€D,)
jelolést, derivalassal

Py =10 (weD,)
adodik. Végrehajtva a helyettesitést, ¢-nek az z-t6l valo fiiggését nem jeldlve kapjuk, hogy
/
-3
¢4 =y & Y=4+3
melybdl ¢’ = 2 jelélést hasznalva
d
i =49 +3
dx

egyenlet adodik.
A jobb oldal pontosan akkor lesz nulla, ha 1) = —2. Konnyen ellenrizhets, hogy ¢ = —32
megoldéas. Ebbd6l ¢-re a
3 2312

Jr+dp(x)+5=— & @(x)—T (x e R)

megoldés adodik.
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A megoldasokat elGszor 1 > —%

megoldésahoz juthatunk.
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esetben keressiik. Formélisan rendezve és integralva a d.e.

dip
T =4
1013 v
dip
= d
/4w+3 /9”
2
In |4y +3
—n’ ,ﬁ—i_ | = T+ (CleR)/'4, e~
dip+3 = et (c; €R)
4z 461_3
P(x) = < 64 (cp eR,z €R)

Visszahelyettesitve ¢ (x) = 3z + 4p(x) + 5-6t, a differencidlegyenlet megoldasat implicit alakban

kapjuk:

%

. 6401

3r+4p(z)+5= 1 (¢ R,z €R).
A megoldas explicit alakban is megadhato:
c et —23—12x

ahol c = ¢t € RT (¢; €R).
Ay < —% esetben -re ugyanez a képlet adodik, azzal a kiilonbséggel, hogy ¢ € R™. A diffe-
rencidlegyenlet megoldasait szemlélteti a 2.6. abra.

-04

-5+

2.6. abra. A ¢’ =3x+4¢+5 differencidlegyenlet megoldasai.

2.1.9. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :
¢ = 3sin®(z+ ).

Megoldas. Az egyenlet (2.1.9) alaki, ahol g=3sin?. Bevezetve a ¢(z)=xz+p(1)
derivalassal

(xeD,) jelolést,

¢'(z) =¢'(x)=1 (z€D,)
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adodik. Végrehajtva a helyettesitést, ¢-nek az z-t6l valo fiiggését nem jeldlve kapjuk, hogy
Y —1=3sin’¢y < ' =143sin’y
melybél a ¢ = % jelolést hasznalva

@:1+381n21p
dx

egyenlet adodik.
A jobb oldal soha sem nulla, ezért leoszthatunk vele. Egytttal dz-szel atszorozva és integralva
a differencialegyenlet megoldaséahoz jutunk.*

_d
1+3sin?e

/%:/d

A bal oldalon 1év§ integrélt helyettesitéses modszerrel tudjuk kiszamitani:

/ dyp smzw—lﬁg”’w/ dw / 1+tg2ey 2 — / 1+v* 1 J
_ _ v —
1+3sin?9 1+4+3-t 1+4tg2 1+40v2 1402

1+t 21!)
v=tgy Ye(-3,5)
Y=arctanv

dyp=1—"—dv

:/ 1 o :/ 1 o — arctan(2v) _ arctan(2 tg 1/1).
1+ 402 1+ (20)2 2 2

Ezzel a 1-re vonatkoz6 d.e. megoldasat implicit alakban kapjuk:

arctan(2tgy)) (ceR)

tgy = %tg(Zx—l—Qc) (c eR).

Visszahelyettesitve 1(z) = x + p(x)-et, a differencidlegyenlet megoldéasa az alabbi implicit fiigg-
vényegyenlettel adhatd meg:

tg(z+¢) = %tg (2z+2c) (c eR).

A fiiggvényegyenlet megoldasat az olvasora bizzuk. 0J
_ a1 x+bip+c 2 . . [
2.1.1.2.3. ' =g (Cém+b—;;+c;> tipusu differencidlegyenletek

1A Ry C (—m/2,m/2) esetben keresiink megoldast. A periodicitds miatt a kapott fiiggvények 7 egész szami
tObbszordsével vald eltoltjai is megoldésai lesznek a feladatnak.



24 2. FEJEZET. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

2.1.4. Definici6. Tegyiik fel, hogy ay, by, c1, as, by, o €R valds szdmok, melyekre a?+b?+c?#£0 (i €
€{1,2}), tovabba I és J egyardnt egy-eqy nyilt intervallum, melyekre asx+boy+ca#0 (x €l y€J),
g:R —= R folytonos fiigguény. Tekintsik az

a1 +by+cy
Ao+ boy+co

e ) (wwer<a)

fugguény, mint jobb oldal dltal meghatdrozott d.e.-et, azaz olyan pel—J differencidlhato figgvényt
keresiink, melyre D, C I nyilt intervallum és

/ . a1z +b1p(x)+ ¢
7) =g (azx—%bz@(x) +02> (xeD,) (2.1.10)

teljesiil.

Megmutatjuk, hogy a szoban forgé d.e. visszavezethetd szeparabilis egyenletre.

Ha b =0, akkor egy specidlis szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletrsl van sz, és igy a
jobb oldal integralédsaval kaphat6é meg a megoldas:

<p(:p):/g(ax—l—c)dx+d (deR,xel).

Ha a?+a3 = 0, vagy b? + b2 = 0, akkor szeparabilis, mig ha ¢f +c3 = 0, akkor a valtozoban
homogén d.e.-re vezetddik a feladat.
Tegyiik fel, hogy a2+ a3 # 0, b2+ b3 # 0, tovabba ¢} +c3 # 0. Ekkor tekintsiik az

amr+biy+c, = 0
a2x+b2y+02 = 0

linearis egyenletrendszert. Mindkét egyenlet egy egyenest hataroz meg a sikon. Az egyenletrendszer
megoldasanak geometriai jelentése: a két egyenes metszéspontja. Harom eset lehetséges.

1. eset. A két egyenes egybeesik. Ekkor végtelen sok metszéspont van. A (2.1.10) differencial-
egyenlet jobb oldala konstans (¢’ = g(1)), igy a differencidlegyenlet megoldasa trivialis:

o) =9g(1) z+c (ceR,xzel).

2. eset. A két egyenes parhuzamos, de nem esik egybe. Ekkor nincs a két egyenesnek metszéspont-
ja. A linearis egyenletrendszer nem oldhaté meg. A nem egybees§ parhuzamossag algebrai
feltétele:

a1 by

bl'a/Q_bQ'al:O? a‘17b17a27b27£0

a2 B b_2
Tegyiik fel, hogy ¢(z) (x € D, C I) megoldasa a (2.1.10) egyenletnek. Ekkor a ¢ € I = R
(@) =amz+bip(z) (zel)

fiiggvényre egyrészt
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masraszt (2.1.10) egyenlet alapjan

! o ¢(x>+cl x
@(w)—g<—z_?w(x)+02> (zel)

teljesiil. A két egyenletet Osszevetve kapjuk, hogy ¥-re a

z//(g;)—(h:g( w<x>+61> & Y(z)=b g (M)+al (xel)

b1 Z-?lﬂ(l')‘i‘CQ Z—iw(l')—i-CQ
szeparabilis egyenlet teljesiil. ®

3. eset. A két egyenes metszi egymast. Ekkor az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa
van. Jeloljik ezt Py(xo,yo)-lal. Az egy pontban valé metszés algebrai feltétele:

bl~a2—b2-a1 # 0.
Mivel Fy mindkét egyenesnek pontja, ezért érvényes az

a1(z—20) +01(y—vo) = ax+biy+c =0
ag(x—x0)+b2(y—y0) = a2I+b2y+02:0

atalakitas. A (2.1.10) differencialegyenletben g argumentuméban osszuk le a szamlalot és a
nevezst is x — xg-lal:
amr+bip(r)+cr  a(r—x0)+bi(0(T) —y0) al—l—bl% (e I\ {ao))
- - 0s)>
ax+bap(z)+e ax(z—a0)+ba((7) —Yo)  ag+ by LW

T—x0

jS

tovabba tegyiik fel, hogy a ¢(z) (x € D, C I) megoldasa a (2.1.10) egyenletnek. Ekkor a
el -R
e(x) —yo
b(r)=—""—"= (

z € Dy C D,y \{z0}, Dy intervallum).
T — Xy

fiiggvényre egyrészt
¢'(x) = ((z—20)(2) +y0) = 9(2) +(x—20)¢'(x) (v € Dy),

masrészt (2.1.10) alapjan

=g (250 weny)

teljesiil. A két egyenletet Osszevetve kapjuk, hogy -re a

w<x>+<w—xo>w'<x>=g(w) O p— .(9<M)_¢<x>>

as +botp(x) T —To as +botp(x)

(x € D) szeparabilis egyenlet teljesiil.

A d.e. szeparébilisra visszavezethet$ a ¥(x) = agz +bap(z) (x € I)-s helyettesitéssel is.
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2.1.10. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
(22 —4p+6)+ (z+p—3)¢' =0. (2.1.11)
Megoldas. Az egyenlet egyszerd atrendezéssel (2.1.10) alakra hozhato:

,_ 2x—4p+6

= 2.1.12
@ To 3 ( )

ahol g = —1, feltételezve, hogy x+¢—3#0 (v € D,,). Keressiik meg az

r + y — 3 =0
2v — 4y + 6 = 0

egyenletrendszer megoldasat. Az els6 egyenletbdl y = 3 —x adodik, melyet a masodikba behelyet-
tesitve kapjuk, hogy

20—4(3—2)+6=0 < 220—-12+42+6=0 < 62—-6=0 & zx=1 = y=2

Tehét az egyenletrendszer megoldasa az (1;2) szampar. Ez alapjan atirjuk (2.1.11)-ben a lineéris
kifejezéseket,:

2(x—1)—4(p—2)) +((z—1)+(p—2))¢ =0
Olyan megoldasokat keresiink, melyre 1 ¢ D,,. Mindkét oldalt elosztjuk (x—1)-gyel:

—2 —2
0 47 ) 4 (1422 ) =0
r—1 rz—1
_ p@)—2

Bevezetve a ¢(v) = £=7= (v € D) jelolést, rendezve, derivalassal

(o(z)=2) =((z—Dyp(x)) & ¢@)=v@)+@@-1)¢ (=) (reDy)

adodik. Végrehajtva a d.e.-ben a fenti helyettesitést, a 1)-nek z-t6l valé fiiggését nem jeldlve kapjuk,
hogy

2=4)+(1+) W+ (e -1¢) =0 &  (2-3¢+¢*)+(1+¢)(a -1y =0
melyb6l 2 — 31 4 1)? kifejezés szorzatta alakitasaval és a 1)’ = Z—f jelolést hasznélva a
(V=1 =2)dr = —(1+¢)(x—1)di

egyenlet adodik.
A bal oldal pontosan akkor nulla, ha v =1 vagy ¢ = 2. Ezért ¢ =1 és b = 2 megoldésok,
melyeket visszahelyettesitve a 1 = % kifejezést, p-re

plr)=x+1 és o(x) =2z (xeR)

fiigevények adodnak. ©

5Ha behelyettesitjiik az adott fiiggvényeket a (2.1.12) egyenletbe, akkor

20 —4(z+1)+6
r+(x+1)-3

P(@) = (@+1) = #a) = (oay = - 2O

adodik, ami valoban teljestil.
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Keressiik azon 1 fiiggvényeket, melyre v fliggvény sehol sem 1 és sehol sem 2, azaz R, rész-
halmaza a (—oo,1) vagy (1,2) vagy (2, +oo) intervallumoknak. Ekkor az egyenletet rendezve és
integrélva a differencidlegyenletiink megoldasahoz juthatunk.

1 -t
=17 (W-1)(-2)

1 ——1
Q/Eiiwjz /faj%%gj5d¢ (2.1.13)
A jobb oldalon egy racionalis tortfiiggvény integralja szerepel. Ennek kiszamitédsadhoz az integran-
dust elemi tortekre bontjuk. Keressiik azokat az A, B valés szamokat, melyekre
—p—1 A B
W-D-2) o1 §-2

teljesiil. Mindkét oldalt beszorozva a bal oldal nevezgjével,

—p—1=AW—-2)+B(¢—1)=¢(A+B)+(—24A—B)

dy [/

adodik. Mindkét oldalon polinom all. Két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha egyiitthatoik
megegyeznek. Egyilitthato-egyeztetés modszerével kapjuk, hogy

A+B = -1
—2A-B = -1

A két egyenletet Gsszeadva A és B kiszamolhato:
—-A=-2 = A=2 = B=-3

Ezek alapjan kiszamitjuk a primitiv fiiggvényt:

/kw'_w ! ¢ /}b 1+———dt 2In | — 1] —31n | —2|.

Az itt kapott eredményt visszahelyettesitve (2.1.13)-be a t-re vonatkozé differencialegyenlet meg-
oldasat implicit alakban kapjuk.

1 -1
dr = —d
e = e
Injz—1|4+¢ = 2Inlyp—1]-3In|yp—2| (c1 €R).

Alkalmazva a logaritmus azonossagait, a megoldast egyszertibb alakban is megadhatjuk:

Injz—1|+¢ = IZ_;Iz (c1 €R) Je~
etle—1] = :Z—;}j (1 €R)
cle—1 = (|Z:2|)§ (c:=e" eRY).
AY(z)= % helyettesitést visszairva (2.1.11) megoldasat implicit alakban kapjuk:
c|$—1|:% (ceR™).

r—1
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Ha D, C (1,400), Ry C (2,400), akkor az implicit egyenlet
(p—1—2) =clp—22)*(ce R,z > 1)

ha pedig D, C (—o0,1), Ry C (2, 400), akkor
(p—1—2)=clp—22)3(ce R,z < 1)

alakba irhat6. A t6bbi esetben az implicit fliggvényegyenlet felirasat az olvasora bizzuk. A megoldas
explicit alakban is megadhato lenne, ugyanakkor egy harmadfoka polinom gyokeit kellene hozzéa
megkeresni, ezért annak meghatarozasatol eltekintiink. 0

2.1.11. Példa. Oldjuk meg az aldabbi differencidlegyenletet :
20 —2p—3+(p—x+4)¢ =0. (2.1.14)

Megoldas. Az egyenlet egyszerii atrendezéssel (2.1.10) alakra hozhato:

, 20 —2¢p—3
=i
p—z+4

Y

ahol g = —1, feltételezve, hogy p—x+4#0 (z € D,,). Keressiik meg a

2c — 2y — 3 =0
-r + y + 4 =0

egyenletrendszer megoldasat. A masodik egyenletet —2-vel beszorozva latszik, hogy nincs megolda-
sa az egyenletrendszernek, az egyenletek altal meghatarozott egyenesek parhuzamosak. Bevezetve
a () =p(x)—z (x € Dy :=D,) jelolést, derivalassal

V@) =¢'(x)-1 & ¢(z)=¢(2)+1

adodik. Végrehajtva a fenti helyettesitést (2.1.14)-ben, 1-nek z-t6l valo fiiggését nem jeldlve kap-
juk, hogy

20 =3+ +4)W'+1)=0 & —P+1+@Q+Y' =0 & @+ =91

A jobb oldal pontosan akkor nulla, ha ) =1. Az 1) =1-b6l (2.1.14) egyenletre p(z) =z+1 (x €R)
megoldés adodik.

Olyan tovabbi 1) megoldasokat keresiink, melyekre R, C (—00, 1), vagy Ry C (1, +00) teljesiil.
Beirva az ¢’ = % jelolést, az az egyenletet rendezve és integralva a i-re vonatkozo differencial-
egyenlet megoldasahoz jutunk:

%dw — A
%CM _ /dx
/%dw — z4c  (ceR)
/1+%d¢ = z+c (ceR)

Y+5lnv—1 = z+c (ceR).
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Visszairva az (x) = ¢(z) —x (x € Dy) helyettesitést, Ry C (—00, 1) esetben a (2.1.14) differenci-
alegyenlet megoldasara a

p—r+5In(l+x—p)=a+c (ceR),
mig Ry C (1,+00) esetben a
e—z+bln|lp—x—1|=z+c (ceR)

implicit fliggvényegyenletet kapjuk.
A (2.1.14) differencialegyenlet megoldéasait szemlélteti a 2.7. dbra.

2.7. abra. A 20 —2p—3+ (p—x+4)-¢' =0 linearis differencialegyenlet megoldéasai.

2.1.1.2.4. ¢g;(zp)dr+xge(zp)dp =0 tipust differencidlegyenletek

2.1.5. Definicid. Tegyiik fel, hogy g1, g2 : (0,00) = R, go(t) #0 (t € (0,00)) folytonos fiigguények.
Tekintsik az ()
Y911y
flz,y) = —=—"—"—"= x,y) € (0,00) x (0,00
(@)= =2 (0,3 € (0,00) X (0,00))
figgvény, mint jobb oldal dltal meghatdrozott d.e.-et. Azaz olyan p&(0,00)—(0, 00) differencidlhato
fliggvényt kerestink, amelyre D, C (0,00) nyilt intervallum és

o(z) = —gpfg)j(;(;’z‘;(;)) (z€D,) (2.1.15)

teljesiil.

Megmutatjuk, hogy a széban forgé d.e. visszavezethetd szeparabilis egyenletre.
Tegyiik fel, hogy ¢(z) (z €D, C (0,00)) megoldasa a (2.1.15) d.e.-nek. Ekkor a ¢ € (0,00) = R

U(x) =zp(x) (r€Dy=Dy)

fliggvényre egyrészt
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mivel 0 ¢ D, tovabba (2.1.15) egyenlet alapjan

teljesiil. A két egyenletet Osszevetve 1)-re a

V(e —v@) “a(()) oy @) (g
ey ¢ v@=" (- 00) e

szeparabilis egyenlet adodik.
2.1.3. Megjegyzés. A (2.1.15) d.e.-et illetden gyakran taldlkozhatunk az aldbbi jeloléssel is:

wg1(zp)dr+xge(zp)de = 0. (2.1.16)

Allapodjunk meg abban, hogy a fenti szimbélum ugyanazt fogja jelenteni, mint a (2.1.15) egyenldséy.
(A dolog hdtterében az dll, hogy (2.1.15)-ben ¢'(x) helyett Z—i—et irva, p-nek x-tdl vald fiiggését
nem jelolve ,rendezziik” a (2.1.15) egyenldséget. Természetesen pusztdn formai ,manipuldciorol”
van szd.)

2.1.12. Példa. Oldjuk meg az aldabbi differencidlegyenletet :
e(1+In(zp))+z(1—In(zp))’ =0 (x> 0). (2.1.17)

Megoldas. Az egyenlet (2.1.15) alakra hozhato. Bevezetjiik a ¢(x) =z¢(z) (x € D,,) jelolést, majd
derivalassal .
o (x)x —p(x)

o (x €D, C (0,4+00))

¢'(r) =

adodik. Végrehajtva a (2.1.17) differencidlegyenletben a fenti helyettesitést, -nek z-t6l valo fiig-
gését nem jelolve kapjuk, hogy
v (1n 1)
x
A bal oldal pontosan akkor nulla, ha ¢ = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy ) =1 a fenti d.e.-nek, mig
p(z) =1 (x € R") a (2.1.17) egy megoldasa.”
Olyan tovabbi 1) megoldasokat keresiink, melyekre R, C (—o00, 1), vagy Ry C (1, +00) teljesiil.
Beirva az ¢’ = % formulat, az az egyenletet rendezve és integralva a i-re vonatkozo differencial-
egyenlet megoldasahoz jutunk:

w’x—@bzo 2@/11n1/):

22 x

(1+Invy)+z(1—-1Inv)

1 ~ Iny—1
2= yme®

Jar = [ wne

v=Ilny = dv:idw

—1
In|z|4+c¢ = /U dv (ceR)

2v
1
Injz|+c = g—ilnh}\ (ceR)
1 1
In|z|+c = nTw—§ln|lnw] (ceR)

"o(z) = L-et behelyettesitve (2.1.17) egyenletbe, (1) = —%; adodik, amivel az egyenlet valoban teljesiil.

x
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Visszairva az ¢(z) = xp(x) (z € Dy) helyettesitést, Ry, C (—oo, 1) esetben a (2.1.17) differencial-
egyenlet megoldaséara az

Inz+c= ln(ggo) - % In(In(zp)) (ceR,z eRY),
mig R, C (1,+00) esetben az
Inx+c= In(wp) _ % In(—In(zyp)) (ceR,z eRY),
implicit fliggvényegyenletet kapjuk. U

2.1.13. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
(p+z0®)+ (P +2°* +2)' =0 (x> 0). (2.1.18)
Megoldés.Az egyenlet (2.1.15) alakra hozhato:
o(1+xp)+x(zo+a°p*+ 1) =0. (2.1.19)
Bevezetjiik a ¢(x) = zp(x) (v € D,) jelolést, majd derivalassal

O(x)r—p(x
Py = PO ep,c(0,400))
adodik. Végrehajtva a (2.1.19) differencidlegyenletben a fenti helyettesitést, 1-nek z-t6l valo fiig-
gését nem jelolve kapjuk, hogy
v v
— —(—¢*) =W +y+ 1)y
x x
A bal oldal pontosan akkor nulla, ha ¢ = 0. Ebbdl kivetkezik, hogy 1 = 0 megoldas, igy ¢ =0
(D, = (0,+00)) (2.1.18) egy megoldasa.®
Olyan tovabbi ¢ megoldasokat keresiink, melyekre R, C (—00,0), vagy R, C (0, 400) teljesiil.
Az egyenletet rendezve és integrilva az u-ra vonatkozé d.e. megoldasahoz jutunk:

1 2+ +1

=0

(1+¢)+x(¢+¢2+1)w/z—2—w

20T = wa /T
1 1 1 1
[t = [grmt e
1 1
In|z|+c = ln|w\—a—w (ceR).

Visszairva az ¢(x) = zp(x) (z € Dy) helyettesitést, R, C (—o0,0) esetben a (2.1.18) differencial-
egyenlet megoldaséara az

1 1

1 =In(—zp)— ———— eR,z eRT).
nz+c=In(—xzyp) T (c x )
mig Ry C (0, +00) esetben az
1 1
1 =1 - eR,z € R").
nz+c=In(xyp) o 2y (c x )

implicit fliggvényegyenletet kapjuk.

8 = 0-t behelyettesitve (2.1.18) egyenletbe, ¢’ =0’ =0 ad6dik, amivel az egyenlet valoban teljesiil.
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2.1.1.3. Feladatok

2.1.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi szétvdlaszthatd valtozoju vagy arra visszavezethetd differen-
cidlegyenleteket :

i) zp(1+22)¢ =1+¢?% Utmutatds Megoldds
i) 2’ —p=rtg?; Utmutatds Megoldds
iWi) t—p—1+(p—x+2)¢' =0; Utmutatds Megoldds
i) (x+4p)¢’ =2x+3p—b5; Utmutatds Megoldds
v) ¢ = —2(2x+3p)% Utmutatds Megoldds
vi) ¢ =¢*—3%; Utmutatds Megoldds
vit) ¢ =£— 3. Utmutatds Megoldds

2.1.2. ElsOrendii linearis és els6rendii linearisra visszavezethetd differen-
cidlegyenletek

2.1.2.1. Els6rendii linearis differenciidlegyenletek

2.1.6. Definici6. Legyen I CR nyilt intervallum, p,q: I — R pedig legyenek folytonos fligguények,
és tekintsik azt o d.e.-et, amelynek a jobb oldala az

f(z,y) :==q(z)—p@)y ((z,y) € I xR)

figguény. Az igy definidlt d.e.-et linedris differencidlegyenletnek nevezziik. Most tehdt olyan
differencidlhato o € I — R fiigguényt keresiink, amelyre D, C I nyilt intervallum és

¢'(x) = q(z) —p(x)p(z) (z€Dy). (2.1.20)
—~ Ha q=0, akkor homogén linedris differenciialegyenletrél,
~ ha ¢ #0, akkor inhomogén linearis differencialegyenletrél
beszéliink.

2.1.2. Tétel. Legyen P: 1 —R a 2.1.6. definicidban szerepld p fiigguény eqy primitiv figguénye’.
A homogén elsdrendid d.e. dsszes megolddsa elddll

x(z)=c-eP@ (zel) (2.1.21)

alakban, ahol c € R és I C I nydt intervallum, és minden ilyen x fiiggvény megolddsa az adott
homogén d.e.-nek.

Bizonyitas. A
xo(x) :=e @ (z el (2.1.22)

(csak pozitiv értékeket felvevs) fiiggvény megoldasa a

#'(x) = —p(z)p(x) (v €D,)

9Mivel p folytonos fiiggvény, igy létezik primitiv fiiggvénye.
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homogén linearis d.e.-nek. Errdl egyszerii behelyettesitéssel meggy6zGdhetiink:
e P (—P'(2)) = —p(x)-e " (zeT),

ami valoban teljesiil, hiszen P a p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye I-n.
Tegyiik fel, hogy a y fiiggvény is megoldasa ennek a homogén linearis d.e.-nek:

X'(z) =—p(z)x(z) (z€Dy)

Ekkor a differencidlhato % : D, — R fiiggvényre azt kapjuk, hogy barmely x € D, helyen

(1>/(9:) _ X'@xo(@) —x(@)xo(r) _ —p(@)x(@)xo0(z) +x(2)p(x)x0(7) _ .
X0 X5 () () ;

azaz - lévén D, C I nyilt intervallum - egy alkalmas ¢ € R szdmmal ;‘O(—(Z)) =c (z € D,).
Nyilvan minden ilyen x fiiggvény - kénnyen ellenérizheté médon - megoldasa az adott homogén
d.e.-nek.

O

2.1.3. Tétel. A (2.1.20) inhomogén linedris d.e. tetszdleges (mazimdlis értelmezési tartomdnnyal
rendelkezd, teljes) ¢ megolddsa egy alkalmas c€ER szammal és m:I—R differencidlhatd figgvénnyel

o(x) =cxolx)+m(z)xo(z) (x€D,=1) (2.1.23)

alakban irhato, ahol xo a (2.1.22) képletben adott. S6t, az itt szerepld c€R bdarmely megudlasztdsdval
megolddst kapunk.

Bizonyitas. Ha az (2.1.20) linearis d.e.-nek 1) is teljes megoldasa, akkor a ¢-re és 1-re vonatkozo
d.e.-et egyméasbdl kivonva kapjuk, hogy

(p=1)(x) = —p(x)(p(x) —¥(x)) (z€l),

azaz a x := p— 1 fliggvény megoldasa a homogén egyenletnek.
A 2.1.2. tétel szerint egy alkalmas ¢ € R szammal

p(z) = (@) = cxo(r) (zel)

Mutassuk meg, hogy van olyan differencialhato m: I — R fliggvény, hogy a ¢ :=my, fiiggvény
megoldasa az inhomogén linearis d.e.-nek. Ehhez azt kell ,biztositani”, hogy ' = q¢— py, azaz

m'Xo+mxo = m'xo —mpxo = ¢ —PMmxo-
Egyszertisités utan innen sziikséges feltételként az adodik m-re, hogy
m =2
X0
[lyen m fiiggvény valoban létezik, mivel a % : I — R folytonos leképezésnek van primitiv fiiggvénye.
Tovabba - az el6bbi rovid szamolas ,megforditasaval” - azt is belathatjuk, hogy a q/xo fiiggvény
barmely m primitiv fiiggvényét véve, myo megoldas.
Tehat a fenti inhomogén linearis d.e. tetszéleges ¢ megoldasa egy alkalmas ¢ €R valds szammal
(2.1.23) alakban irhato.
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Az itt szerepl§ ¢ € R barmely megvéalasztasaval (és az [ minden nyilt D, részintervalluméaval)
megoldéast kapunk. Ezt megint csak egy egyszer( behelyettesitéssel igazolhatjuk:

(,0’(1’) ga:cX0:+mXo (l’) X6=*p><07: m'=f1/Xo

exo(w) +m'(z)xo(w) +m(z)xq

q(x)

= —cp(z)xo(z) + Xo—(l‘)XO(x) —m(z)p(x)xo(7)

= q(v) —p(z) (exo(x) +m(z)x0(7)) = q(z) —p(z)p(z) (z €D,).

O
Legyen 7 € I, £ € R és az (2.1.20)-beli p-t6l a ¢(7) = £ egyenldséget is koveteljiik meg. Ekkor
(1) P(7) P(7)
= —m(7)=p(T)e V) —m(T) =Ee ) —m(T).
o) (1) = (1) (7) (7)

Ha P(7) =m(7) =0 (ami feltehets), akkor ¢ =&, igy a szoban forgéd k.é.p. megoldasa:
p(z) = (E+m(2)e "™ (zeD,).
A most mondott P, m fliggvényeket integralfiiggvényekként allitva el

T () [ alt) .
P(x) .—/p(t)dt, ( ).—T/Xo(t)dt (xel),
o(x) = £+/q(t)e[p(8)dsdt eiffp(t)dt (x €D,).

T

(A most kapott ,megoldoképletet” nem érdemes memorizalni, inkdbb a hozza vezet utat. Ez
utobbi barmely feladat esetén konnyen reprodukalhato.)

2.1.4. Megjegyzés. 1. Az eddigickhez hasonldan, a linedris d.e.-eknél is a ,tolvajnyelvet” fogjuk a

feladatok megaddsdndl kévetni. Az egyenletekben p-nek x-tdl vald fiiggést dltaldban nem jeldlyik.

2. A 2.1.6. definicidban szerepld p, q figguvényekkel a differencidlegyenlet dltaldnos alakja
¢'(x)+p@)e(x) =q(x)  (z€]) (2.1.24)

formdaban is megadhato.

3. A homogén linedris d.e. egy specidlis szétvdlaszthato vdltozoju d.e. A 2.1.2. tételben beldttuk,
hogy ennek dsszes megolddsa elddll (2.1.21) alakban. A tovdbbiakban a megolddsok dsszességét
a homogén egyenlet dltaldnos megolddsdinak nevezziik és pf szimbdlummal jeloljik. A szétvd-
laszthato vdltozoji d.e.-eknél tanult modszer szerint a homogén eqyenlet megolddsa, feltételezve,

hogy ¢ #0 I-n:

¢ = —pplx)  [ie#0
Ldp
E@ = —p(v) /-dx
édw = —plx)de /g

/édgp _ _/p(x)qu (c1 €R),

melybdl integrdlds és rendezés utdn, tovdbbd a ¢ =0 megolddst is hozzdvéve, differencidlegyenlet
megolddsdra a
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oi(x) = c-e” [ P@)de (ceR,zel)

képlet adodik. '° A 2.1.2. tételbél kovetkezik, hogy a homogén egqyenletnek nincs tébb megolddsa.

4. Az inhomogén egyenletnek eqy megolddsdt az egyenlet partikularis megoldasdnak nevezziik.
A 2.1.3. tétel szerint az inhomogén eqyenlet dsszes megolddsa elddll a homogén egyenlet dl-
taldnos megolddsdinak és az inhomogén egyenlet egqy partikuldris megolddsanak dsszegeként. A
partikuldris megolddsnak a bizonyitds sordn bemutatott elddllitisdt konstans varialas méd-
szerének nevezziik.'' A tovdbbiakban a megolddsok Osszességét az inhomogén egyenlet dlta-
ldnos megolddsdnak nevezzik és ¢f, az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsdt pedig @b,
szimbolummoal jel6lyiik.

A tételek bizonyitasa soran eljarast is kaptunk a linearis differencidlegyenletek megoldéasara.
Els6rendti inhomogén linearis differenciadlegyenlet megoldasanak menete:

1. 1épés. A homogén egyenlet dltalanos megoldaséanak (¢%) kiszamitasa.

2. lépés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak () keresése konstans varialas
modszerével. Itt a tételben szerepld m(x) helyett a ¢(x) (x€1) szimbolumot hasznéljuk.

3. lépés. Az inhomogén egyenlet altalanos (¢f, ) megoldasanak meghatarozisa a
Yin(x) = gh(x) + ¢ (x) (el
képlet alapjan.

2.1.14. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:

2p(x)
'(z) — = (z+1)% 2.1.25
P @) =22 = (1) (2:1.25)
Megoldas. A differencialegyenlet inhomogén linearis:
() = —— () = (z+1)?
p\r) = P q(r)=(x .

A d.e. megoldasat az [} = (—oo, —1) és [y = (—1, +00) intervallumon keressiik.
1. 1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasdnak meghatarozasa. A
2
ap'(x)—%:() (x €I vagy x € I,)
homogén egyenlet &ltaldnos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7@ (c€ R,z € I;,5 =1,2) alaku,
ahol P a p fiiggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

2
P(x):/_x+1dx:_21n|x+1|:_ln|$+1|2 (x € I vagy x € 1),

ezért a homogén egyenlet megoldasara

10Természetesen értelmezési tartomanynak I dsszes nyilt részintervalluma adhaté. A feladatok sordn a lehetd
legb&vebb értelmezési tartomanyt adjuk meg.
1A modszer J.L. Lagrange (1736-1813) francia matematikust6l szarmazik.
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O (x) = c et = (z41)2 (ceR,z el vagy x € L)

adodik.
2. 1épés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak keresése konstans
varialas modszerével. A partikularis megoldast

wo(z) == b (z) =c(z)-(x+1)* (z €1, vagy z € L)

alakban keressiik. Mivel ¢y az inhomogén egyenlet megoldésa, ezért

/ ($) _ 2(,00(1’)

0 o1 =(z+1)* (vl vagy v € L)

egyenlet teljesiil. Felhasznalva a
op(x) = (x)-(z+1)*+c(x)-2(x+1) (z €I vagy x € ),
azonossagot azt kapjuk, hogy

2c(x) - (z+1)?

c’(x)-(93+1)2+c(93)-2(x+1)—T = (v+1)?
d(x)-(z+1)* = (z+1) /i (x+1)
dz) =1
clr) = =

A cre vonatkozo differencidlegyenletnek csak egy megoldasara van sziikség, ezért az integracios
konstanstol eltekintiink. A partikularis megoldas tehat

() =z (v +1)? (x € I vagy = € I5).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az els6
két lépés eredményét Osszeadva az (2.1.25) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

o (x)=pi(x)+¢h (x)=c (z+1)*+x- (x+1)? (ceR,z € vagy = € ).

A (2.1.25) inhomogeén differencidlegyenlet altalanos megoldasat, a ¢ paramétertdl fiiggs gorbese-
reget szemlélteti a 2.8. 4bra. O

y

-

e
-

2.8. dbra. ¢/ — 12% = (z+1)? lineéris differencidlegyenlet altalanos megoldasa.
2.1.15. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:

¢ (z)sin?x —p(x) tgr = tgr —tg’ z. (2.1.26)
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Megoldas. A differencialegyenlet elsérendii inhomogén linearis. Az altalanos alakhoz sin® z-szel

val6 osztéassal jutunk:

1 1 sinx

,a’:_ :E pr— - .
(@) =l )Sinxcoszv sinzcosx cosdz

A definicioban hasznalt jelolésekkel:

1 1 sin

p@) = sinzcosa’ q(z) = sinrcosx cosdx’

A d.e.-ben szerepl§ fiiggvények értelmezési tartomanya nem intervallum. A megoldasokat az [, :=
= (km/2,7/24kn/2) (k € Z) intervallumokon keressiik.
1. l1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A

1
"(z)— —— =0 el keZ
@) —pla) (z € Iy )
homogén egyenlet altalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7 (x € I,k € Z,c € R) alaku,
ahol P a p fiiggvény primitiv fiiggvénye. A p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

1 1 1
S r COST —— COS“ X (%

Cos T

u=tg r=>du= 2 ads

ezért a homogén egyenlet megoldasara minden k € Z esetén a

Pi(x)=c-em®?=c-tgx  (c€R, z€I})

adodik.
2. lépés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak megkeresése kons-
tans varialas modszerével. A partikularis megoldéast

wo(z) == b () =c(z)-tgx (x€l}, keZ)
alakban keressiik. Mivel ¢y az inhomogén egyenlet megoldésa, ezért
op(x)sin®x —po(z)tgr =tgr—tg’r (v € I,k €7Z)

egyenlet teljesiil. Felhasznalva a

oo(z) = (x) tgx+c(z) Y (x ey, kel),

azonossagot, azt kapjuk, hogy

1
cos? x

(c’(x) tgx+c(z)

)Sin2iL‘—(C($) tgr)tgr = tgr—tg’w

d(x)tgrsines = tgr—tg’a /: (tgzsin®x)

1 1
/ f— —_——
c(z) = sinx  cos?zx
(z) / Lol s ctea—t
clx — — r = —2C xr— xT.
sin?z  cos?z & &

A partikularis megoldas tehat minden k € Z esetén
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pin(r) = (—ctgz—tga) tgr=—(1+tg’z) (v €I, k€L).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsé
két 1épés eredményét Gsszeadva az (2.1.26) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

e (z) =h(z)+ b (z) =ctgr—(1+tg’z)  (ceR, zel,kelZ).

A differencidlegyenlet megoldasait szemlélteti a 2.9. abra.

2.9. abra. A (2.1.26) differencialegyenlet megoldésai a (—m/2,7/2) intervallumon.

O
2.1.16. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
z¢' () +o(z)+e” -2 =0. (2.1.27)
Megoldas. A differencialegyenletet rendezve a
¢ (z)+ plo) —e” (2.1.28)

A p fiiggvény értelmezesi tartomanya R\ {0}. A megoldasokat ezért az I; :=R™ illetve az I : =R~
intervallumokon keressiik.
1. l1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A

P(x)+——==0 (ze€l vagy x € I5)

homogén egyenlet altalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7™ (c€ R,z € I;,j =1,2) alaku,
ahol P a p fiiggvény primitiv fiiggvénye. A p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye
1
P(z) = / —dz =In |z,
x

ezért a homogén egyenlet megoldasara
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Oh(x)=¢< (ceR, x el vagy = € I,)

adodik.
2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasdnak megkeresése konstans
varialas moédszerével. A partikularis megoldast

wo(z) ==l (z) = @ (x € I vagy = € I)

alakban keressiik. Mivel g az inhomogén egyenlet megoldéasa, ezért

T

20 (@) +po(x) = —€" -
egyenlet teljesiil. Felhasznalva a

d(z) - x—clx
dyla) = “IAD (e g vagy w ety

azonossagot, azt kapjuk, hogy

= —"x
x? x

c’(x)—@+c—x) = —e'x
T T

dx) = —e"x

clx) = /—e”"wdm :—ex-x—/—emdx:—e”"-x+ex-

fl@)=—c* gla)=c
f@)=—e  g'(a)=1

A partikularis megoldas tehat

@fh(fﬁ):%:—emﬂL%ex (z €l vagy x € Iy).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsé
két 1épés eredményét Osszeadva az (2.1.28) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésat
kapjuk:

o (x) = ph(x) + b (1) = £ —e" + Le” (ceR, ze€l vagy x € ).

A differencidlegyenlet megoldasait szemlélteti a 2.10. abra.

2.1.17. Példa. Oldjuk meg az aldabbi differencidlegyenletet :

(z+¢*(@)¢ (2) = p(). (2.1.29)

Megoldas. ElsG ranézésre megleps, hogy ez a d.e. a linearis egyenletekhez soroltuk be, hiszen a
képletbdl nyilvanvaloan latszik, hogy nem lineéris. Ezen a példan keresztiil szeretnénk egy triikkot
bemutatni, melynek segitségével bizonyos esetekben at tudjuk irni a d.e.-eket mas formaba.

Tegyiik fel, hogy a (2.1.29) differencialegyenletnek létezik olyan ¢ megolddsa, melynek van
differencialhat6 inverze. Ekkor az inverzfiiggvény differencilasi szabalya alapjan az inverzfiiggvény
derivaltja %.
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2.10. abra. A (2.1.27) differencialegyenlet megoldasai.

A (2.1.29) d.e-et atfogalmazzuk az ¢ (x) := p~'(z) (z € R,) fiiggvényre. Keresiink olyan ¢ €
€ J — R fiiggvényt, melyre teljesiil a

Y(x)+r? =2y (z) = (x2)—
differencidlegyenlet. Ez a d.e. 1)-re vonatkozoéan inhomogén linearis. ElGszor keressiink megoldést

a J :=R" intervallumon.
1. l1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A

M:O (xeJ)

X

() —

homogén egyenlet altalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7 (z € J,c € R) alaku, ahol P a
p(r) = —% fiiggvény primitiv fiiggvénye. A p fliggvény egy primitiv fliggvénye

1
P(:c):—/—dac:—lnm:—lnx (xelJ),
T

ezért a homogén egyenlet megoldésara

Yi(z)=ce"=cx  (ceR,zeR")

adodik.
2. lépés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak megkeresése kons-
tans varidlas moédszerével. A partikularis megoldéast

Yo(@) =V (x) = c(z)z (v €RY)

alakban keressiik. Mivel 1y az inhomogén egyenlet megoldasa, ezért

vyle) - — o @ ert)

i

egyenlet teljesiil. Felhasznalva az

Uha) =d(@)ete(e) (xeR)
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azonossagot, azt kapjuk, hogy

d(x)x+c(x)—c(p)) — c(z)x = x
dz)-x = x |z
d(x) =
clx) = .
A partikularis megoldas tehat
Px)=z-z=2* (zeR").

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsé
két lépés eredményét Osszeadva a (2.1.28) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

in(@) = Up(@) + 95, (x) =cx+a® (ceR,zeRY).

Egyszerii szdmolassal ellenGrizhetd, hogy az értelmezési tartoméany kiterjeszthet§ R-re.
A 9 fiiggvény megfelel6 lesziikitéseinek inverzének kiszamitasaval p-re a

B ) 2
QO(.I') = w (C S R? S <_CZ7 +OO)) ’
e 21 2
@(x):%” (CER, x € (—CZ,—i-oo))

fiiggvények adodnak. Behelyettesitve a fiiggvényeket (2.1.29) egyenletbe ellendrizhetjiik, hogy azok
a d.e.-nek valoban megoldasai, melynek elvégzését az olvasora bizzuk. 0

2.1.2.2. Elsérendii linearis differencidlegyenletekre visszavezethet6 egyenletek

A korabban vizsgélt egyenlet-tipusokhoz hasonléan bizonyos (nem linearis) differencidlegyenletek
megoldéasa visszavezethetd a linearis esetre. Példaként tekintsiik a Bernoulli-féle d.e.-et.

2.1.7. Definicid. Legyen I C R nyilt intervallum, p,q: I — R folytonos fligguények, o € R pedig
valos szdm, és tekintsik azt a d.e.-et, amelynek a jobb oldala az

f(z,y) =q(x)y* —p(x)y ((z,y) € I x(0,+00))

fliggvény. Mivel az o € {0,1} vagy a q(x) =0 (x € I) vdlasztdssal egy-egy linedris d.e.-et kapunk,
ezért feltehetjik, hogy « € R\{0, 1} és Ry, #{0}. Ekkor a szdban forgd d.e.-et Bernoulli-féle dif-
ferencidlegyenletnek'? nevezziik. Ha a o € R—R differencidlhato fiigguény ennek eqy megolddsa,
akkor D, C I nyilt intervallum, ¢(z) >0 (x € D) és

¢'(z) = q(z)(o(x))" —p(z)p(z) (z€Dy). (2.1.30)

12Ezt, a differencidlegyenletet elgszdr Jacob Bernoulli (1654-1705) allitotta fel 1695-ben, az egyenlet megoldésat
pedig Johann Bernoulli (1667-1748) adta meg 1697-ben.
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A (2.1.30) egyenlet nyilvan ekvivalens az (1 —a)(¢(x))~*-val valo beszorzas utan kapott
(1-a)¢'()(p(2)) ™ = (1 —a)g(z) — (1—a)p(z)(p(2)) " (2 € Dy) (2.1.31)
egyenlGséggel. Ha ¢ := o', G:= (1—a)q, p:= (1—a)p , akkor (2.1.31) a kivetkez6t jelenti:
V(@) = @) ~(2)0(z) (v €Dy =D,) (21.32)

A ¢ fiiggvény tehat megoldésa annak a linearis d.e.-nek, amelynek a jobb oldala az alabbi:

f(z,y):=q(z)—p(x)y ((z,y) € I xR).

Ez utobbi lineéris d.e.-nek barmely 7€ I, £ €R esetén van olyan 1; megoldésa, amelyre 1&(7’) =£.
Ha & > 0, akkor egy alkalmas 7-t tartalmazo J C I nyilt intervallumra ¢ (z) > 0 (x € J). Legyen

W(x) :=P(x) (z € J), ekkor 1 eleget tesz (2.1.32)-nak, a o := 7w fiiggvény pedig (2.1.31)-nak:

(1— )¢ ()(p(x) ™ = T Y/ (@)pe " = ¢/ (z) =
= G(z) — p(a)(x) = (1—a)q(z) — (1—a)p(z)(p(x)) ™ (z € J).

Ha tehat B jeloli a szoban forgo Bernoulli-féle d.e. megolddsainak a halmazat, £ pedig az f altal
meghatarozott linearis d.e. csak pozitiv értékeket felvevé megoldasainak a halmazat, akkor

B:{Lpﬁ G]R—HR:(pEE}.
Ezzel bebizonyitottuk, hogy a Bernoulli-féle d.e. visszavezethetd lionearis d.e.-re.

Bernoulli-féle linearis differencidlegyenlet megoldasanak menete:

1. lépés. Az egyenlet mindkét oldalat leosztjuk ¢®-nal, majd végrehajtjuk a v := '~ helyette-
sitést.

2. lépés. Megoldjuk a 1)-re vonatkozo linearis differenciilegyenletet.

3. lépés. 3 altalanos megolddasbol meghatérozzuk (2.1.30) altalanos megoldasat a ¢ = !
egyenlGség alapjan.

2.1.18. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
2o (z)+¢(x) = ?*(z) Inw. (2.1.33)
Megoldas. A differencidlegyenlet Bernoulli-tipusi, o = 2 > 0. Olyan megoldasokat keresiink, me-
lyekre R, C (0, +00) teljesiil.
1. 1épés. Differencidlegyenlet atalakitasa linearis egyenletté valtozocserével.
Osszuk le (2.1.33) mindkét oldalat p2-tel:
rp' o+t =Inx (2.1.34)

Bevezetjiik a
Y=t (2.1.35)
jelolést. Derivalassal kapjuk, hogy
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V=—¢T e =97
Végrehajtva a (2.1.35) helyettesitést a (2.1.34) egyenletben,
() Inz

(=Y (z))+¢(x)=Inz = Y'(z)— T (r eRY) (2.1.36)

inhomogén lineéris differencidlegyenlethez jutunk.
2. l1épés. Linearis differencidlegyenlet megoldasa.
Megkeressiik a (2.1.36) linearis differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

2.1. 1épés. A homogén egyenlet dltalanos megoldasianak meghatarozasa.

A
b(z)

T

P@)-T =0 (zeRY)

homogén egyenlet 4ltalinos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e @ (c€ R,z € RT) alaki,
ahol P a p(z)=—1 (z € RT) fiiggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p fiiggvény egy primitiv
fiiggvénye

1

a homogén egyenlet megoldasara

Yi(z)=ce"*=cx  (ceR,zeR")

adodik.
2.2. lépés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése kons-

tans varialas modszerével.
A partikularis megoldast

tho(w) == g, (x) = c()z
alakban keressiik. Mivel ¢y az (2.1.36) inhomogén egyenlet megoldasa, ezért
e(—h()) + o (x) = Ina
egyenlet teljesiil. Felhasznélva a
Yh) = (@) ate(r) (xeRY),
azonossagot kapjuk, hogy

z(—(d(x)-z+c(x)))+c(r)-z = Inz

~d(z)-2* = Inz  /:(—2%)
1
d(z) = —;-lnx
1 1 1 1 1
clx) = /——2-lnxdx ——-lnx—/—zdx—ﬂ—i——
T x T r o x

F@=2% @)=z
f@=t  g@=1

A c-re vonatkozé differencidlegyenletnek csak egy megoldasara van sziikség, ezért az in-
tegracios konstanstol eltekintiink. A partikularis megoldas tehat

L) =(224+1) . 2=nz+1 (ceR, z R,

T
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2.3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldisdnak meghatarozasa.

Az el6z6 két 1épés eredményét Osszeadva az (2.1.36) inhomogén differencidlegyenlet alta-
lanos megoldasat kapjuk:

i () = g (x) + 4, (x) = co+Inz+1 (ceR, zeRY).

3. 1épés. (2.1.33) differencialegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa.
(2.1.35) alapjan az eredeti, (2.1.33) differencidlegyenlet altalanos megoldésa:

1 1
plr) = Y(z) cxt+lna+1

(ceR, Dy={z€R" : ccx+Inz+1>0}).

Ellenérizhets, hogy D, minden ¢ € R esetén nyilt intervallum.
A differencidlegyenlet megoldasait szemlélteti a 2.11. abra.

Y
12+

1
10

9;

ERR SR S S - S -

1 2 3 4 5

2.11. abra. A (2.1.33) differencidlegyenlet megoldasai.

2.1.19. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:

() + () = (z)e”. (2.1.37)

Megoldas. A differencidlegyenlet Bernoulli-tipust, o = —1 < 0. Olyan megoldasokat keresiink,
melyekre R, C (0,400) teljesiil.
1. 1épés. Differencidlegyenlet atalakitasa linearis egyenletté valtozocserével.

Mivel ¢ # 0, leoszthatjuk (2.1.37) mindkét oldalat ¢~ '-gyel:

¢ (2)p(z) +¢*(z) =" (2.1.38)
Bevezetjiik a
Y= P (2.1.39)
jelolést. (2.1.39) mindkét oldalanak derivalasaval kapjuk, hogy
/

V=2 e Lopd

2
Végrehajtva a (2.1.39) helyettesitést (2.1.38) egyenletben,
1//(‘7;) _x / _ x
T—l—w(aﬁ) =" = Y(x)+2¢(x)=2¢" (z€R) (2.1.40)

inhomogén linearis differencidlegyenlethez jutunk.
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2. 1épés. Linearis differencidlegyenlet megoldasa.
Megkeressiik a (2.1.40) linearis differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

2.1. 1épés. A homogén egyenlet dltalanos megoldasianak meghatarozasa.

A
U(x)+20(x) =0 (z€R)

homogén egyenlet altalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e~ @ (c € R,z € R) alaki,
ahol P a p fiiggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p = 2 fliggvény egy primitiv fliiggvénye
P(z)=— /Qdac =2r (zeR"),

a homogén egyenlet megoldasara

Vi(x) =ce (ceR,z €R)

adodik.
2.2. lépés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése kons-
tans varialas moédszerével.

A partikularis megoldast

Yo(z) = p,(x) = c(x)e™ (z€R)
alakban keressiik. Mivel 1y az (2.1.40) inhomogén egyenlet megoldasa, ezért
Yo () 420 (x) = 26"
egyenlet teljesiil. Felhasznélva a
VYo(x) = (z)e > +c(x)(—2)e >

azonossagot, kapjuk, hogy

d(z)e 4 c(x)(=2)e ¥ +2c(x) -2 = 2"

d(z)-e? = 2" /-e*

d(x) = 2%

2 .
clx) = /263“”0[3::56“

A partikularis megoldas tehat

n(x) =2e%em2 = 2¢7 (ceR, z €R).

2.3. lépés. Az inhomogén egyenlet altalaAnos megoldasanak meghatarozasa.

Az el6z6 két 1épés eredményét Osszeadva az (2.1.40) inhomogén differencidlegyenlet alta-
lanos megoldasat kapjuk:

O (2) = Y () 49l (2) = co 4 Jem = S (ce R,z €R).

3.e27

3. 1épés. (2.1.33) differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa.
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(2.1.39) alapjan az eredeti, (2.1.37) differencidlegyenlet altalanos megoldésa:

<p>0 \/— 30+ 2e3 _V 3¢+ 2e3

5 7. (ceR, Dy={z€R : 3c+2¢* >0}).
-esr er

A a (2.1.37) differencidlegyenlet altalanos megoldéasat, a ¢ paramétertsl fliggs gorbesereget szem-
lélteti a 2.12. abra.

p
7/

z.
-1 -08 06 04 -02 02 04 06 08 1

2.12. abra. A ¢'+p = o~ le® differencialegyenlet altalanos megoldasa.

Mivel ¢! = i, ezért a ¢ < 0 esetben is értelmezhets lenne a feladat. Az altaldnos megol-

désra ebben az esetben a fenti fiiggvények (—1)-szeresei adodnanak, geometriailag a fiiggvények
grafikonjanak z-tengelyre vett tiikorképének felelnek meg.(Lasd a 2.13. abrat.)

¥

z

2 4 06 08 1 12 14 16 18

2.13. abra. A ¢+ =1/pe” differencidlegyenlet megoldasa. (¢ < 0 is megengedett.)

2.1.2.3. Feladatok

2.1.2. Feladat. Oldjuk meqg az aldbbi linedris vagy arra visszavezethetd differencidlegyenleteket :

i) (x4+1)*¢' +3(z+1)p=2; Utmutatds Megoldds
i) @'+ cosx =sinz cosx; Utmutatds Megoldds

iii) (29 —x) ¢ =1; Utmutatds Megoldds
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w) ¢ cosx+psine = —¢?; Utmutatds Megoldds

v) ¢’ —dp =—,/0p. Utmutatds Megoldds

2.1.3. Egzakt és egzaktra visszavezethetd differencidlegyenletek

Eddigi differencidlegyenleteink mind P(z, )+ Q(x, @)y’ = 0 alakiak, vagy ilyen alakra hozha-
toak voltak, ahol P, Q) kétvaltozos valos fliggvények. Specidlis P és () fiiggvények esetén eljarast
adtunk megoldhatésédgukra. Ebben a fejezetben megismerkediink egy olyan eljarassal, melyet szin-
tén ilyen tipusu differencialegyenletek megoldésara lehet alkalmazni, viszont az eddigieknél sokkal
altalanosabb P, illetve () fiiggvényekre.

2.1.3.1. Egzakt differencialegyenletek

2.1.8. Definicid. Legyen I és J eqy-eqy nyilt intervallum, a
P:IxJ—R, Q:IxJ—R
flgguényekrdl pedig tegyiik fel, hogy folytonosak és 0 ¢ Rg. Azt mondjuk, hogy az

P(z,y)
Q(z,y)

fiigguény (mint jobb oldal) dltal meghatdrozott d.e. egzakt, ha a
g:IxJ =R g(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))

leképezésnek van primitiv fiigguénye. Ez utobbt kovetelmény azt jelenti, hogy eqy alkalmas differen-
cidlhato G : I x J — R fiigguénnyel

f(x,y) = ((I,y)E[XJ)

G' =grad G=(P,Q).
Olyan ¢ € I — J differencidlhato figguényt keresiink tehdt, amelyre Dy, nyilt részintervalluma

I -nek és P ( ))
o Plae(x
2= o o)

A (2.1.41) egyenlsség 0 ¢ R, miatt azzal ekvivalens, hogy

Pz, p(x)) +Q(z, p(2))¢'(2) =0 (z €D,). (2.1.42)

Ha van ilyen ¢ fiiggvény, akkor az

(z €D,). (2.1.41)

S(x):=G(z,p(x))  (re€Dy)
egyvaltozos valos fiiggvény differencidlhato és barmely x € D, helyen

§'(x) = (gradG(z, (), (1, ¢'(x))) =
= G (z, () + G (z, p())¢ () = Pz, 0(x)) + Q(z, p(z))¢'(x)  (z€D,)=0.

Mivel Dg = D, egy nyilt intervallum és derivaltja nulla ezen az intervallumon, ezért S konstans-
fiiggvény, azaz létezik olyan ¢ € R, amellyel

S(x)=G(z,p(x))=c (xeD,). (2.1.43)
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Amennyiben p-t6l azt is megkoveteljiik, hogy adott 7€ I, £ € J mellett tegyen eleget a o(7)=¢
k.¢.p.-nak, akkor (2.1.43)-bdl
c=G(T,§)

kovetkezik. Mivel G-rdl feltehetjiik, hogy G(7,€&) = 0, ezért a szoban forgo k.é.p. (feltételezett) ¢
megoldésa eleget tesz a
G(z,p(x))=0 (ze€D,) (2.1.44)

egyenletnek.

Vegyiik észre, hogy (2.1.44) szerint ¢ nem més, mint egy, a G &altal meghatarozott impli-
cit fiiggvény. A feltételek alapjan G € C', azaz G folytonosan differencialhato, G(7,£) = 0 és
G (7,€) = Q(7,§) # 0, ezért G-re (a (7,&) helyen) teljesiilnek az implicit fiiggvény tételének fel-
tételei. Kovetkezésképpen van olyan differencidlhato ¢ € I — J fiiggvény, amelyre D, C I nyilt
intervallum,r € D, p(7) =¢, igaz a (2.1.44) egyenlGség és az implicit fliggvény derivalasi szabalya

szerint o .
3 j,:(ﬂc,sO(:lﬁ)) _ Pz, p(x)) (zeD,).
Gz, () Qx,p(x))
A széban forgo k.é.p. tehat megoldhato, és a megoldas(ok) a (2.1.44) implicit fiiggvényegyenlethdl
hatarozhato(k) meg.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd tételt:

@' (x) =

2.1.4. Tétel. A (2.1.41) egzakt d.e.-nek mindig létezik megolddsa. Tovdbbd valamely p € I — J
differencidlhatd fiigguény pontosan akkor megolddsa a (2.1.41) d.e.-nek, ha létezik olyan ¢ € Rg
szdm, hogy ¢ megolddsa a G(z,y) = c implicit egyenletnek, és G a (P, Q) fiigguény egy primitiv
fiigguénye.

2.1.5. Megjegyzés. 1. Ha a tételben szerepld ¢ #0, akkor a G —c primitiv fliigguvény mdr a bizo-
nyitds sordn alkalmazott fiiggvényegyenletet eredményezi.

2. A grad G=(P,Q) feltételbdl a G, = P, G}, =Q egyenldségek kivetkeznek. Ha P,Q € D differen-
cidlhatd figguények, akkor G € D?, igy a Young-tétel® miatt G, = P, =G, = Q,,, azaz ekkor
a P, = Q) feltétel teljesiilése sziikséges az ,egzaktsdghoz”.

3. Az egzakt differencidlegyenleteket illetden gyakran taldlkozhatunk az alabbi jeldléssel is:
P(x,y)dx+Q(z,y)dy = 0. (2.1.45)

Allapodjunk meg abban, hogy a fenti szimbélum ugyanazt fogja jelenteni, mint az (2.1.41) egyen-
l6ség. (A dolog hdtterében az dll, hogy (2.1.41)-ben a ¢ figguény helyett y-t, v/ (x) helyett fil—z—et
irva, y-nak x-tél valo figgését nem jeldlve ,rendezzik” a (2.1.41) egyenldséget. Természete-
sen pusztdin formai ,manipuldciorol” van szo. A feladatok megaddsa és megolddsa sordn ezt a
jelolésrendszert alkalmazzuk.)

4. A (2.1.44) implicit figguényegyenlettel kapcesolatban is elmondhatd ugyanaz, mint a szepardbilis
differencidlegyenleteknél: a (2.1.44)-nek eleget tevd ¢ fiigguény explicit megaddsa a gyakorlatban
sokszor nem lehetséges.

BLegyen az f: U — R (U C R? nyilt halmaz) fiiggvény kétszer differencidlhaté az a € U pontban. Ekkor

fiy(a) = fy.(a).
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Az egzakt d.e.-ek megoldasa szempontjabol fontos kérdés, hogy mikor tudjuk garantalni a
(P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvényének létezését, illetve ha tudjuk, hogy létezik, akkor hogyan
tudjuk meghatéarozni.

Primitiv fliggvény létezésére vonatkozik az alabbi tétel, melynek bizonyitasa megtalalhato [6]-
ben (152. oldal, 4. Tétel).

2.1.5. Tétel. Legyenek I,J C R nyilt intervallumok. Ha g: I xJ — R?, g=(P,Q) kétvdltozds,
vektorértékid, folytonosan differencidlhato figgvény (g € Drx ), és teljesil a

/ ey

Pz, y)=Qu(z,y)  ((z,y) €IxJ) (2.1.46)

eqyenldséq, akkor g-nek létezik primitiv fiiggvénye I X J-n. Nevezetesen g integrdlfiiggvénye primitiv
figguény is eqyben.

A P, Q fiiggvények értelmezési tartomanya geometriailag egy nyflt téglalap. Azt kaptuk tehat,
hogy ha a P, @ fiiggvények folytonosan differencidlhatok, akkor (2.1.46) feltétel nem csak sziikséges,
hanem elégséges feltétele is az egzaktsagnak. Az altalunk vizsgalt differencidlegyenletek esetén a
folytonosan differencidlhatosag feltétele minden esetben teljesiilni fog.

Kérdés az, hogyan hatarozzuk meg a (P, Q) fiiggvény primitiv fliggvényét? Erre két modszert
mutatunk:

1. médszer. Vonalintegral segitségével.

Ha a g-nek létezik primitiv fiiggvénye, akkor a vonalintegral értéke fiiggetlen az uttol, csak
a végpontoktol fiigg (Newton-Leibniz tétel kovetkezménye, lasd [6], 150. oldal, 2. tétel), és
minden integralfiiggvény primitiv fiiggvény is egyben (lasd [6], 151. oldal, 3. Tétel), azaz ha
a= (a1, as) € I xJ tetszGleges rogzitett pont, akkor

G(z,y) = /de—i—Qdy (x,y)eIxJ (2.1.47)
(4

integralfiiggvény egy alkalmas primitiv fiiggvény is, ahol ¥ : [, 5] — I x J tetszileges szaka-
szonként sima ut', mely az a pontot az (z,y) ponttal koti dssze.

Mivel 1) tetszllegesen valaszthato, ezért célszerd a lehetd legegyszertibb utat valasztani.
Szokas az utat a tengelyekkel parhuzamosan felvenni, azaz

=1 U,
ahol

1
Uy y(t)y=ay y'(t)=0

Yo 1o yt)=t y(t)=

14
e ¢:[a, ] — u fliggvény sima tt, ha ¢ € C[la’ﬁ] (folytonosan differencialhato), és ¢'(t) # (0,0), (¢ € [a, B]).
® ©:[a, ] = u fiiggvény szakaszonként sima it, ha 3 7€ Fl, 5, T={a =m0, 21,...,2, = [} felosztds, hogy

Ol(@i_1,2) simat (i=12,...n).
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paraméterezéstiek. A vonalintegrél kiszamitasi szabalya alapjan kapjuk, hogy:

G(%y)Z/Pdeery: / Pda:+Qdy=/de+Qdy+/de+Qdy:

P P1Utho 1 2
x Yy
:/P(t,aQ)-1+Q(t,a2)'Odt+/P(%t)'o"‘Q(xat)‘ldt: (2.1.48)
al az
x Yy

_ / P(t, a)di+ / Q. 1)dt.

al

2. médszer. Visszavezetés egyvaltozos primitiv fiiggvényre.

Keressiik azt a G fiiggvényt, melyre

Go(v,y)=P(z,y) & G (z,y)=Q(z,y) (2.1.49)

Az els6 feltételbdl integralassal kapjuk, hogy

G(r,y) = /P(wyy)dfﬁh(y),

ahol h csak y-tol fliggs fiiggvény. Ha sikeriil h-t kiszamolnunk, akkor megkapjuk G-t. (2.1.49)
méasodik feltétele alapjan

Gyt = g ([ Pleas) 41 = Q)

ami h-ra vonatkoztatva egy differencidlegyenlet. A paraméteres integralra vonatkozo tétel
(lasd |6], 114. oldal, 1. Tétel) miatt az egyenlet

/P;(x, y)dz+H(y) = Q(x,y)

alakba irhato. Ez a differencidlegyenlet egzakt, igy teljesiil (2.1.46), és igy érvényes a tovabbi
atalakités:

/Q;(fc,y)dx+h’(y) =Q(z,y)

Kiszamolva a hatarozatlan integralt kapjuk, hogy

Qz,y)+gy)+h(y) =Qx,y) < gly)+h(y) =0,

ahol g csak y-tol fiiggs fliggvény. h tehat megkaphato a

h(y) = / —g(y)dy

integrél kiszamitasaval.

Egzakt differencidlegyenlet megoldasanak menete:



2.1. ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 51

1. 1épés. Ellendrizziik, hogy differencidlegyenletiink valoban egzakt-e? Ez tulajdonképpen két
lényeges feltétel ellenGrzését jelenti:

— U :=DpNDg téglalap-tartomany-e?
— (2.1.46) teljesiil-e?

Ha (2.1.46) teljesiil, de U nem téglalap, akkor lesziikitjiik az értelmezési tartomanyt.
2. 1épés. Kiszamoljuk a definialt g = (P, Q) fliggvény egy primitiv fiiggvényét.

3. lépés. (2.1.43) alapjan megadjuk a differencialegyenlet megoldéasat implicit alakban. Ha tud-
juk, explicit alakban is kifejezziik.

Az alabbi példakban mindkét modszerrel kiszamoljuk a (P, Q) fiiggvény primitiv fiiggvényét.
A megoldasokbol is latszik, hogy vonalintegral segitségével hamarabb eredményre jutunk, tehat
ennek alkalmazasa a javallott.

2.1.20. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:

2

(ycos®z—sinz)dy —ycos z(ysinx+1)dx = 0. (2.1.50)

Megoldas. Célszeri a differencidlegyenletet az dltalanos alaknak megfelelGen atirni, nehogy dssze-
tévessziik a jeloléseket :

—ycosx(ysinz+1)dr+ (y cos® v —sin x)dy = 0.
Ebbdl az alakbol egyszertien leolvashato, hogy
P(z,y) = —ycosz(ysinz+1) és Q(z,y) =ycos’x—sinz.

1. lépés. Egzaktsag ellenSrzése. Mivel a trigonometrikus fliggvények értelmezési tartomé-
nya a valos szaimok halmaza, ezért P, (Q értelmezési tartomanya U = R?, ami egy nyilt téglalap. A
P, () fiiggvények folytonosan differencialhatok,

, , : : ,
P, (z,y) = (—1)-cosx(ysinx+1)+(—ycosz) -sinr = —2ycoszsinr—cosx ¢&s

Q.(z,y) =1y 2cosx(—sinz)—cosz,

azaz teljesiil a P, (z,y) = Q. (v, y) feltétel, ezért a (2.1.50) d.e. egzakt.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Mindkét modszer segitségével megmutatjuk a pri-
mitiv fliggvény keresését.

Vonalintegral segitségével. A g fiiggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk
meghatarozni R? tartomany barmelyik pontjabol nézve. Célszerii kezd6pontnak a lehets legegysze-
riibbet valasztani. Legyen példaul a:=(0,0). Ekkor (2.1.48) alapjan g= (P, Q) primitiv fliggvényére

x x Yy

Yy
G(z,y) :/P(t,ag)dt—i-/Q(x,t)dt:/(—0)‘cost(O-sinm+1)dt+/tcos2x—sinxdt:
az 0

0

ay
)

2 . o, : o 2 .2 :
= [ tcos” x—sinxdt = ECOS r—t-sinx :§y cos” x—ysinx

t=0
0

(2.1.51)
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adodik.
Két egymas utani primitiv fiiggvény szamitasaval. Keressiik azt a G fiiggvényt, melyre

G (x,y) = P(z,y) = —ycosz(ysinz+1) & G, (z,y) =Q(x,y) =ycos’z—sinz,

Az els6 feltételbdl integralassal kapjuk, hogy

G(a:,y):/—ycosx(ysina:+1)d:1:+h(y):/—y2 cos zsinx —y cos xdr+h(y) =

2 2 2
:/—% sin 22 — y cos zdz + h(y) = —%- (—COS; x)) —ysinz+h(y) = (2.1.52)
2
2

ahol h csak y-tol fiiggs fiiggvény. Célunk h meghatarozésa. A méasodik feltétel alapjan

0 2 2 2
G (x,y) = — y” cos(22) —ysinz+h(y) | = yeos(2z) —sinz+h'(y) = ycos® r —sinz,
Y dy 4 2
melyet rendezve kapjuk, hogy
2
%(I‘)_Fh/(y) = ycos2x /2
y(cos® x —sin®z)+2h' (y) = 2ycos’x / —y(cos® x —sin® x)
21 (y) = y(cos® x+sin®z) /2

)
h' = =
(v) 5

melybdl integralassal kapjuk, hogy

2
_ (Y, _Y
h(y)—/Qdy T

Egy megfelel6 primitiv fiiggvényt keresiink, ezért az integracios konstanstol eltekintiink. A-t behe-
lyettesitve (2.1.52) képletbe, g = (P, Q) primitiv fiiggvényét kapjuk:

2

2
2
M_ymﬁ%

Glz,y) ==

Els6 ranézésre nem ugyanazt az eredményt kaptuk, mint (2.1.51)-ban. Egyszeri trigonometriai
atalakitdsokkal a most kapott fliiggvényt mas alakra hozhatjuk:

y?(cos? x —sin® z) +y*(cos? x +sin” ) y? cos® x

G = — 1 =
(z,9) 1 ysinx 5

—ysinx,

ami mar megegyezik (2.1.51)-tal. 1°
3. 1épés. Differencidlegyenlet altalAnos megoldasanak meghatirozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.50) differencidlegyenlet megoldasa az alabbi implicit fiiggvényegyenlet megoldasa:

y? cos? &

5 —ysinz =c (ceR).

5 Megjegyezziik, hogy mivel a primitiv fiiggvények csak additiv konstans erejéig egyértelmiiek, ezért a két ered-
mény kozott additiv konstansbeli eltérés lehet.



2.1. ELSORENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 53

A megoldés jelen esetben explicit alakban is megadhat6: ¢ = 0 esetén

2sinx s T
¢=0 (D,=R) vagy gp(m):COSQx (x€D¢:(—§+k7r,§+k7r),kEZ),
¢ > 0 esetben
sinx + Vsin? z +2c cos? x T T
o(x) = Iy (x€D¢:(—§+k7r,§+k7r), keZ),

illetve

sinx —Vsin? x +2c cos?

p(z)

¢ < 0 esetén a hozzarendelési szabély a ¢ > 0 esettel megegyezik, az értelmezési tartomany megha-
tarozasat az olvasora bizzuk. U

= (xEDSD:(—g%—kW,gHm), ke,

2.1.21. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
2y(z—1)
In(y? +1)dr + ~—~—dy = 0. 2.1.53
n(y”+1)dz+ i W ( )

Megoldas. A differencialegyenlet 2.1.45 alaki, melyben

Ple,y) =In(+1) és Q(x,w:%.

1. 1épés. Egzaktsag ellenSrzése. Mivel y>+1>0 (y €R), ezért P, Q értelmezési tartomanya
U =R?, ami egy nyilt téglalap.
A P, @ fiiggvények megfelels parcialis derivaltjai:

1

P = 2
o (T:Y) A
2y
/
fry . ]_

azaz teljesiil a P, (7,y) = Q' (v, y) feltétel is, ezért a (2.1.53) d.e. egzakt.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Mindkét modszer segitségével megmutatjuk a pri-
mitiv fiiggvény keresését.

Vonalintegral segitségével. A g fiiggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk
meghatérozni R? tartomany barmelyik pontjabol nézve. Legyen példaul a := (0,0). Ekkor (2.1.48)
alapjan g = (P, Q) primitiv fiiggvényére

x T =0
/ ——— [ 2t(z—1)
G(z,y)= | P(t,a)dt+ | Q(z,t)dt = [ In(0°+1)dt+ Wdt:
al a2 0 0
v, (2.1.54)
t=
=(zx—1) / 2f2+1dt =(z—1) [In ]1—|—t2ﬂt:g = (r—1)-In(1+y?)
_
(1+2)'=2¢

adodik.
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Két egymas utani primitiv fiiggvény szamitasaval. Keressiik azt a G fiiggvényt, melyre

2y(x— 1).

G (z,y) = P(x,y) =In(y*+1) és G’y(m, y)=Q(x,y) = T

Az els6 feltételbdl integralassal kapjuk, hogy
G(z,y) = /ln(y2+1)da:+h(y) =In(y*+1)-2+h(y), (2.1.55)

ahol h csak y-tol fiiggs fiiggvény. Célunk h meghatarozasa. A masodik feltétel alapjan

_ 2y(x—1)
IRTE

-x+h'(y)

)

melyet rendezve kapjuk, hogy

melybdl integralassal kapjuk, hogy

2y
(y) / i n(y”+1)
Egy megfelel6 primitiv fiiggvényt keresiink, ezért az integracios konstanstol eltekintiink. A-t behe-
lyettesitve (2.1.55) képletbe, g = (P, Q) primitiv fiiggvényét kapjuk:

G(z,y)=In(y*+1)-2—In(y*+1) = (z—1)-In(y*+1).

Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint (2.1.54)-ban.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatirozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.53) differencidlegyenlet megoldasa az alabbi implicit fiiggvényegyenlettel adhato
meg:

(z—1)-In(y*+1) =c (ceR).

A megoldas jelen esetben explicit alakban is megadhato:

c

p12(z) = £Ver1-1 (c>0,2€(1,+00)),
p(x) = 0 (c=0,z€R),
p3a(x) = £Ver1-1 (<0, € (—00,1)).

O
2.1.6. Megjegyzés. A 2.1.21. példa eqy szétvdlaszthato vdltozoju differencidlegyenlet, hiszen
2y(x—1) 2y
In(y?+1)de = ——F=—2d = dr = — d
n(y"+1)de y?+1 V' ok 1™ In(y?+1)(y2+1) Y

alakra hozhato. Integrdldssal a megolddst implicit alakban kapjuk:

[t = - wr
-1 = In(y?+1)(y>+1) Y

-

(Iny?+1))'= 22
|

1+y2
Injz—1|+c = In|In(1+y?) Je”
elz—1] = |In(1+y*)| (c€R)
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Felmeriil a kérdés, hogy vajon az Gsszes szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet egzakt-
e?. Errél szol a

2.1.6. Tétel. A 2.1.1. definicioban értelmezett szétvdlaszthato vdltozoju differencidlegyenlet eg-
zakt.
Bizonyités. Mivel 0 € Ry, ezért a
1
h(y)

utasitassal értelmezett fiiggvények értelmezési tartoméanyanak metszete az I x J nyilt téglalap
(DpNDg =1xJ), és ezekkel a P, @ fiiggvényekkel a szeparabilis d.e. (2.1.41) alakba ifrhato.
Legyen a = (a1, az) € I x J rogzitett pont, és tekintsiik a

P(r,y)=g(z) & Qz,y)=—

T

Gz y) ;:/g(wdt—/%ds (z,9) € I x J)

al az

fiiggvényt. Mivel g és % egyvaltozos folytonos fliggvények, ezért integralfiiggvényiik egyben primitiv
fiiggvény is. Ezért a (P, Q) fiiggvénynek G primitiv fiiggvénye, tehat a szeparabilis d.e. valoban
egzakt.

O

2.1.3.2. Euler-féle multiplikator

A 2.1.6. tétel is sugallja, hogy ha egy differencidlegyenlet Pdx+ Qdy = 0 alakra hozhato6, és nem
ismerjiik fel, hogy szétvalaszthato valtozoja, akkor célszerti megnézni, hogy egzakt-e, és ha igen,
akkor érdemes egzakt differencidlegyenletként megoldani. A linearis és Bernoulli-féle differencial-
egyenletek altalaban nem egzaktak. Ezen kiviil sok olyan (2.1.45) tipusu differencialegyenlet van,
mely nem egzakt, illetve a differencidlegyenletek tobbféle médon hozhatok Pdzr+ Qdy = 0 alakra
és nem minden esetben teljesiil az egzaktsag.

Kérdés, hogy a szoban forgd d.e.-et alkalmas fiiggvénnyel szorozva egzaktta tehet6-e?

Mindkét oldalt beszorozva egy u € I x J — R differencialhato, sehol sem nulla fliggvénnyel
elérhetG-e, hogy a

w(z,y) Pz, y)de+p(z,y)Q(z,y)dy =0 ((z,y) € D,)

differencidlegyenlet egzakt legyen? ¢ Feltételezve, hogy a differencidlegyenletiinkben szerepls két-
valtozos fiiggvények értelmezési tartomanya nyilt téglalap marad, (2.1.46) alapjan p-nak a

0

B (w(z,y)P(x,y)) = % (12, y)Q(z, y))

parcialis differencidlegyenletnek kell, hogy eleget tegyen. A derivalast elvégezve kapjuk, hogy
sy (@, ) P, y) + (@, y) Py, y) = 1 (2, 9)Q(, y) + p(e, y)Qy (2, ),
ahonnan atrendezéssel,

w(x,y) (Py(x,y) — QL. ) = i (z, y)Q(x,y) — p, (x,y) P(x, )

16 Mivel u nemnulla fiiggvény, ezért ha a u-vel beszorzott differencislegyenletnek az ¢ fiiggvény megoldasa, akkor
az eredetinek is megoldésa.
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adodik. Feltételezve, hogy pu>0, az Osszetett fiiggvény differencialasi szabalya alapjan kapjuk, hogy
(In )y, = 4y, valamint (Ing); = i, amit felhasznalva a megoldandé differencilegyenletiink

P(z,y) = Q\(z,y) = (Inp), (2, y)Q(x,y) — (Inp)y, (x,y) P(z,y) (2.1.56)

alakba irhat6. Ha tehat talalunk a (2.1.56) parcialis differencidlegyenletnek egy partikularis meg-
oldésat, akkor a Pdx+ Qdy = 0 alaku differencidlegyenletet egzaktta tudjuk tenni, és igy meg
tudjuk oldani. Ezt a modszert Euler-féle multiplikdtoros médszernek'’, a yu fiiggvényt pedig
Euler-féle multiplikatornak, vagy integral6 tényezdének nevezzik. A (2.1.56) parcialis diffe-
rencidlegyenlet megoldasa altalaban bonyolult, de bizonyos specialis esetekben meg tudjuk adni a
megoldast. Ezek koziil néhanyat felsorolunk.

1. Csak z-t6l fiiggd multiplikator létezése. A p = pu(x) alaka multiplikitor esetén a (2.1.56) diffe-
rencidlegyenletre

adodik. Ez akkor oldhato meg, ha a
Q(z,y)
fiiggvény nem fiigg y-t6l. Ebben az esetben

P} (2.9)~ Q) (x.)

p(z) = e/ "o (xel)
a parcialis differencidlegyenlet egy partikularis megoldasa, azaz egy alkalmas multiplikator.

2. Csak y-tol fiiggé multiplikdtor létezése. A p = u(y) alakt multiplikator esetén a (2.1.56) diffe-
rencidlegyenletre

Py, y) = Qu(z,y) = —(Inp) (y) Pz, y)
adodik. Ez akkor oldhaté meg, ha a
P(z,y)

fiiggvény nem filigg x-t6l. Ebben az esetben

QL (z,y)— P} (z,y)
J mxiawyd

(yeJ)

a parcialis differencidlegyenlet egy partikuléris megoldasa, azaz egy alkalmas multiplikator.

wy) =e

3. x-y-tol fiiggd multiplikator létezése. A p(x,y) = u(xy) alaka multiplikitor esetén a (2.1.56)
differencidlegyenletre

1
By,9) = Qalwy) = 4 (wy) (yQ(, y) — 2P (2, y))
adodik, mivel (u(zy)), = p'(zy)y és (u(xy)); = 1/ (xy)x. Ez akkor megoldhato, ha ha a

Pz, y)—Qy(x,y)
yQ(x7 y) - ZL’P(I, y)

17Az &tlet Leonhard Euler (1707-1783) svijci matematikustol szarmazik. O volt a matematikatorténet egyik
legtermékenyebb és legjelent&sebb alakja.

= h(zy)
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fiiggvény xy fiiggvénye. Ebben az esetben a
u(t) _ ef h(t)dt

fiiggvénnyel a p(z,y) = p(xy) fliggvény a parcialis differencidlegyenlet egy partikularis megol-
désa, azaz egy alkalmas multiplikator.

4. p(z,y) =g(x)-h(y) alaki multiplikitor létezése. A u(x,y) = g(x)-h(y) alaka multiplikator ese-
tén a (2.1.56) differencidlegyenletre

Py(x,y) = Qy(x,y) = (Ing)' (x)Q(z,y) — (Inh) (y) P(z, y) (2.1.57)
adodik, mivel
(), (@.9) = =g/ (@)-hly) = L = (1 g) (@)
T g(a)h(y) 9(z) ’
/ _ 1 (xR :h/(y):n /
() (19) = s 0(e) () = 55 = () (1)
Tegyiik fel, hogy léteznek olyan H, G fiiggvények, melyekre
Pz, y) = Qy(x,y) = G(x)-Qz,y) — H(y) - Pz, y) (2.1.58)

teljesiil. Az azonossagot a (2.1.57) egyenletbe beirva és rendezve kapjuk, hogy
0=0Q(z,y) ((Ing)'(z) - G(x)) = Pz, y) (Inh)(y) — H(y))

Ennek az egyenletnek
gla) = el GO o p(y) = ef T

fiiggvények nyilvan megoldésai, és ekkor a u(x,y) = g(x)h(y) jo multiplikator.

2.1.7. Megjegyzés. Az FEuler-féle multiplikdtoros maodszer alkalmas arra, hogy bizonyos Pdx +
+Qdy =0 alaki differencidlegyenleteket megoldjunk. Eldfordul azonban, hogy a multiplikdtor se-
gitségével kapott eqzakt differencidlegyenlet megolddshalmaza szitkebb, mint az eredeti differencidl-
eqyenleté, azaz megolddsokat veszitink a modszer alkalmazdsdval.

2.1.22. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
(zy? +y)dx —zdy = 0. (2.1.59)
Megoldas. A differencidlegyenlet (2.1.45) alaki. Egyszertien leolvashato6, hogy
P(r,y)=ay’+y & Q(r,y)=—a.

1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, Q fiiggvények megfelel§ parcidlis derivaltjai:

Py(z,y) =22y +1
Q/z(xay) = _17

fgy a P,(7,y) = Q,(7,y) feltétel nem teljesiil, ezért alkalmas multiplikitort keresiink. Mivel

Qy(x,y)—Pyx.y)  —2—-2zy —2(1+wzy) 2

P(z,y) oay?+y yley+l) oy
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nem fligeg x-t6l, ezért 1étezik csak y-tol fiiggs multiplikdtor. Nevezetesen a
M(fl/) _ ef—%dy — 6721ny — elny_2 — y72
egy alkalmas multiplikitor.'® y-val beszorozva a (2.1.59) differencialegyenletet, a
(z+y ")dr —zy 2dy =0 (2.1.60)

egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol

Pl(xvy):*%—i_l és Ql(xay):_%'
Y Y
Vegyiik észre, hogy P, és ()1 értelmezési tartominya mar téglalap, mert nem tartalmazza az
x tengely pontjait. Primitiv fiiggvényt ezért csak értelmezési tartomanyanak egy lesziikitésén,
példaul a H :={(x,y) € R* : y >0} téglalapon keresiink.

2. 1épés. Primitiv fliggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. A g fliggvény primitiv fliggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni a H tar-
toméany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a kezdGpont a := (0,1). Ekkor (2.1.48) alapjan az
f= (P, Q1) primitiv fiiggvényére

T

Yy Yy
G(x,y):/Pl(t,ag)dt+/Q1(x,t)dt:/t+1dt+/—%dt:
az 0 1 (2.1.61)

2 77T raytey o a? x 1, =z
= |5+t —|—[—] =—+r+-——r=_-1"+—
2 =0 tli=1 2 Y 2 Y

T

al

adodik.
3. lépés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatirozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.60) differencialegyenlet altalanos megoldasa implicit alakban:

1
§x2+§:c (ceR).

A megoldas jelen esetben explicit alakban is megadhato:

2z _
QO(,ZE) = 92 — 12 (CER07 $€(—OO7O)),
2
o(r) = 20_:22 (ceRY, 2 €(0,v2c) vagy = € (—o0, —V/2c)).

Ellendrizhetd, hogy mas tartomany (y < 0) valasztasaval is ugyanez a képlet adodik. Az értel-
mezési tartomany vizsgalatat ebben az esetben az olvasora bizzuk. Ezek a fiiggvények a (2.1.59)
differencidlegyenletnek is megoldésai, tovabba ennek a differencidlegyenletnek y =0 is megoldésa.

O

2.1.23. Példa. Oldjuk meg az aldabbi differencidlegyenletet :

(xcosy—ysiny)dy+ (rsiny+y cosy)dx = 0. (2.1.62)

18 Az abszolutértéket azért nem irjuk ki, mert csak pozitiv multiplikitort keresiink.
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Megoldas. A differencidlegyenlet (2.1.45) alaku. Egyszertien leolvashato, hogy
P(z,y) =zsiny+ycosy ¢és Qx,y)=xcosy—ysiny.
1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, Q fiiggvények megfelel§ parcidlis derivaltjai:
P)(x,y) = xcosy+cosy—ysiny = Q(z,y)+ QL (x,y)
Q. (z,y) = cosy,
igy a Py(z,y) = Q,(z,y) feltétel nem teljesiil, ezért multiplikitort keresiink. Mivel
Py(x,y) - Q(z,y)
Q(z,y)

nem fiigg y-tol, ezért létezik csak x-t6l fiiggs multiplikdtor. Nevezetesen a

p(z)=el 1% =e* (1 €R)

=1

egy alkalmas multiplikitor. Ezért a (2.1.62) differencialegyenletbdl az
e(xcosy—ysiny)dy+e®(rsiny+ycosy)dr =0 (2.1.63)
egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol
Pi(z,y) =€e"(xsiny+ycosy) és  Qi(x,y) =e"(zcosy—ysiny).

P;,Q; értelmezési tartomanya tovabbra is R2.

2. 1épés. Primitiv fliggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. Az g fiiggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni az R? tar-
tomany barmelyik pontjabol nézve. Legyen példaul a := (0,0). Ekkor (2.1.48) alapjan g = (P, Q1)
primitiv fiiggvényére

T

Yy Yy
G(x,y)—/Pl(t,ag)dt—l—/Ql(:c,t)dt—/et(tsin0+0c050)dt+/ex(xcost—tsint)dt—
a2 0 0

ai

x

y y
= e”-x/costdt—ex /tsintdt =e” x[sint]_Y —
0 0
u =t v'=sint
w'=1 v=—cost
y
—e” [—tcost],f:g—i—/costdt =e"-x-siny+e’-y-cosy—e’-siny
0

adodik.

3. lépés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.63) differencialegyenlet altalanos megoldasa implicit alakban:

e’ x-siny+e’-y-cosy—e’-siny =c (c e R).

Ezek a fiiggvények a (2.1.62) differencidlegyenletnek is megoldasai.
A a (2.1.62) differencidlegyenlet altalanos megoldasat, a ¢ paramétertdl fiiggs gorbesereget

szemlélteti a 2.14. abra.
O
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.
-

e

2.14. abra. Az (zcosy—ysiny)dy+ (rsiny+ycosy)dr = 0 differencidlegyenlet altalanos
megoldésa.

5 20 25

2.1.24. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
22y +y+ (23y® — )y = 0. (2.1.64)

Megoldas. Az y' = Z—g azonossagot beirva, dz-szel beszorozva a differencidlegyenlet (2.1.45) alakra
hozhaté. Egyszertien leolvashato, hogy

P(z,y)=2*y"+y & Qz,y) =2y —u.

1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, (@ fiiggvények megfelel6 parcialis derivaltjai:

Pl(z,y) =3z%y*+1
Q. (x,y) = 32%y* -1,

azaz a P, (r,y) = Q) (z,y) feltétel nem teljesiil, ezért multiplikatort keresiink. Mivel

P;(l‘,y)—@lx(l',y) 2 1

yQ(z,y) —xP(z,y) a3y —zy— (2By3+ay)  ay

xy fiiggvénye, ezért 1étezik zy-tol fiiggs multiplikdtor. Nevezetesen a

h(t) _ ef—%dt — o~ Int _ elnt’1 _ 1
t
fiiggvény segitségével definialt
1
ney) =
egy alkalmas multiplikator. Ezért a (2.1.64) differencidlegyenletbdl a
2 1 o 1
xy"+—|de+|{xy—— ) dy=0 (2.1.65)
z Y

egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol

1 1
Pi(z,y) =rvy2+5 és Qi) =x2y—§-
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Py, @, értelmezési tartomanya megvaltozott, értelmezési tartoményuk metszete a tengelyek nélkiili
sik, ami nem téglalap tartomany, ezért valasztasunk alapjan csak az els§ siknegyedben (H :=
={(z,y) €eR? : x,y>0}) keressiik a primitiv fiiggvényt, ami mar geometriailag téglalap.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. Az g fliggvény primitiv fliggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni a H
tartomany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a kezdGpont a := (1,1). Ekkor (2.1.48) alapjan g =
= (P, Q1) primitiv fiiggvényére

T x

Yy )
1 1
Gz, ) :/Pl(t,az)dtJr/Ql(x,t)dt:/t12+¥dt+/x2t—¥dt=
a2 1 1

al

#2 = 27 _ 2.1.66
= [—+ln|t\] + 22 [—] —[In|t])2Y ( )

2 t=1 2 t=1

2 1 2 1 2,2 1
:%+ln]m\—§—ln1+x2%—x2§—ln|y’+lnl:ln §’+%_§

adodik. 19
3. 1épés. Differencidlegyenlet altalaAnos megoldasanak meghatirozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.65) differenciélegyenlet altalanos megoldésa implicit alakban:

In

=c (ceRzeRM).

Ezek a fiiggvények a (2.1.64) differencidlegyenletnek is megoldasai. Ellendrizhetd, hogy (2.1.64)
differencidlegyenletnek ¢ =0 D, = R is megoldasa. U

2.15. dbra. Az 22y +y+ (23y? —x)y’ = 0 differencidlegyenlet megoldasai.

A (2.1.64) differencidlegyenlet megoldéasat szemlélteti a 2.15. abra.
2.1.25. Példa. Oldjuk meg az alabbi differencidlegyenletet:
y- (2°+2y°)dx+z - (y* +22%)dy = 0. (2.1.67)
Megoldas. A differencidlegyenlet (2.1.45) alaka. Egyszeriien leolvashato, hogy

P(z,y)=y-(*+2°) 65 Q(z,y) =z (y*+227).

19 A logaritmus mdgott az abszolutértékjel elhagyhato lenne, de a tdbbi siknegyedre lesziikitve a problémét az
abszolutértékes képlet ad egységes eredményt.
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1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, (Q értelmezési tartomanya U = R?, ami téglalap.
A P, Q fiiggvények megfelel§ parcialis derivaltjai:

Py(x,y) = 2* +2y° +y- 4y = 2° 46y

Q(r,y) =y’ + 2% +o-da = y* + 627,

azaz a P, (r,y) = Q) (v,y) feltétel nem teljesiil, ezért multiplikatort keresiink. Mivel

P
Py(x,y) — Qu(x,y) =5y* —ba® =5- ( (z.y) Q. y))
Yy T
alakra hozhato (lasd (2.1.58)), ezért létezik p(z,y) = g(x)h(y) (> 0) tipust multiplikator. Neve-
zetesen a

_ —gQ(a:,y) — (—g)P(fc,y)

-3 -2 - - 1 zy>0 1
M(I,y)zef Idx,ef ydy:e 5ln\x|_€ 5inly| _ y>

Pyl
egy alkalmas multiplikator.? Ezért a (2.1.67) differencialegyenletbdl a
(z7%y 2270y A do+ (27 'y P+ 2y P H)dy =0 (2.1.68)
egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol
Pi(x,y) =23y 4227% 2 s Qi(z,y) =2ty P42y S22

Py, Q) értelmezési tartomanya megvaltozott, értelmezési tartoményuk metszete a tengelyek nélkiili
stk, ami nem nyilt téglalap, ezért csak az els6 stknegyedben (H:={(z,y)€R? : z,y>0}) keressiik
a primitiv fiiggvényt..

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. A ¢ fliggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni H tar-
toméany barmelyik pontjabol nézve. KezdGpontnak a lehetd legegyszertibbet valasztjuk. Legyen
példaul a := (1,1). Ekkor (2.1.48) alapjan g = (P, Q1) primitiv fiiggvényére

T

Yy z Y
G(z,y) :/Pl(t,ag)dt+/Q1(:p,t)dt:/t_31_4+2t_51_2dt+/x_4t_3—|—2t_5x_2dt:
as 1

ail 1

1 2 t:er » 1 t:y+ L 2 1Y
- 5 1 e —_— X _— —
22 Att|,_, 22 |,_, 444

¢ t=1
SR SRS DNV VU SRS N S W A O A DR 1
22 ot 2 27 gt 22 2 2 2yt 2 N 2rty? 22yt
adodik.

3. lépés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (2.1.68) differencialegyenlet altalanos megoldasa implicit alakban:

1 1 .
1—W—W:C (CER,.’EER )
Ezek a fliggvények a (2.1.67) differencidlegyenletnek is megoldasai.?! Ellenérizhets, hogy (2.1.67)

differencidlegyenletnek y = 0 is megoldasa.
O

20Mivel a multiplikator jelen esetben xy-nak is fiiggvénye, ezért a 3. médszerrel is meg lehetett volna taldlni a
multiplikatort.
21Ugyanezen fiiggvények adédnak, ha valamelyik méasik siknegyedre sziikitjiik le az értelmezési tartomanyt.
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2.1.3.3. Feladatok

2.1.3. Feladat. Oldjuk meqg az aldbbi egzakt vagy egzakttd tehetd differencidlegyenleteket :

i) eVdx+ (z-e¥—2y)dy = 0; Utmutatds Megoldds
.. T Lo Y . . . — 0 = . .
i) (\/W ~+cos x - sin y) dx + < Ty +sin x - cos y) dy = 0; Utmutatds Megoldas
i) (2?+vy)dr—xdy = 0; Utmutatds Megoldds
i) e¥(ydx —dy) = e*(xdy — dz); Utmutatds Megoldds
v) (3ry+2y*)dz + (3ry +22?)dy = 0. Utmutatds Megoldds

2.2. Masodrendii differencialegyenletek

Legyen G € R* — R folytonos fiiggvény, és keressiink olyan ¢ € R — R, ¢ € D? fiiggvényt, amelyre
D,, nyilt intervallum, barmely x € D, pontra az (z, (), ¢'(x), ¢"(x)) vektor Dg-beli és

Gz, p(x), o(z),¢"(x)) = 0. (2.2.1)

A most megfogalmazott feladatot implicit masodrendii kozonséges differencidlegyenlet-
nek nevezziik. A mésodrendi differencidlegyenletek megoldasara altalanos médszer nem ismert.
Bizonyos specialis alaku differencidlegyenletek esetén viszont tudunk megoldasi eljarast adni, ezek
koziil néhanyat ismertetiink ebben a fejezetben.

2.2.1. Hianyos masodrendi differencidlegyenletek

Hiadnyos masodrendi differencidlegyenletrsl akkor beszéliink, amikor (2.2.1) differencidlegyenlet-
ben szerepld G fiiggvény nem fiigg legalabb az egyik valtozotol. Ezekben az esetekben két elsérendi
differencidlegyenlet egymésutédni megoldasaval kapjuk a méasodrendd differencidlegyenlet megol-
dasat.

2.2.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy a (2.2.1) mdsodrendi d.e. hianyos, ha eqy alkalmas H €
€ R?® = R folytonos fiigguénnyel

G(z,y,z,v)=H(x,z,v) (yeR,(z,zv)€Dy),

vagy
G(l',y,Z,U)ZH(y,Z,’U) (Q}ER, (y727U>GDH)'

Az elsd esetben a @ megolddsra
H(z, ¢ (x),¢"(x)) =0 (z€D,), (2.2.2)

a mdasodik esetben
H(p(z),¢' (x),¢"(x)) =0 (xeD,), (2.2.3)

teljesiil.
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Bevezetve a ¢ := @ fiiggvényt, (2.2.2)-bdl ¢ fiiggvényre a
H(z, ¢(z),¢'(x)) =0 (z €Dy=D,)

implicit elsérendd kdzonséges d.e.-et kapjuk. A korabbi ismereteink alapjan ezt sok esetben meg
tudjuk oldani, amib6l ¢ mar meghatarozhato.

A (2.2.3) esetben tegyiik fel, hogy ¢'(x) #0 (z € D,,), ekkor ¢ invertalhato és o' € D. Legyen
1

Yi=¢lop™, igy 1
—1y/ -1 ¢ —1 -1
V= (oe ) =¢"op (¢ =¢"ep
azZaz
(p//OQO_l — wlsplogo—l
A (2.2.3)-bol az z := ¢~ 1(t) (t € Dy-1) helyettesitéssel a
H(t, (@), ¢ (8)e(t) =0 (L € Dymr), (2.2.4)

(implicit) els6rendi kozonséges d.e-et kapjuk. A megoldas ismeretében a ¢ fiiggvény a ¢’ = o
els6rendii explicit kézonséges d.e.-bél szamithato ki.

2.2.1. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :

" =1. (2.2.5)

Megoldas. A differencialegyenlet hidnyos, (2.2.3) tipusu. Tegyiik fel, hogy ¢'(z) # 0 (xz € D,,).
Ekkor ¢ folytonossaga miatt " allando elGjelii, igy ¢ szigorian monoton, és ezért ¢ invertalhato,
tovabba ¢! € D. Legyen ¢ := ¢/ o', és hajtsuk végre az z:= ¢ *(t) (t € D,-1) helyettesitést.
Ekkor (2.2.4) alapjan (2.2.5) d.e.

3y =1 (2.2.6)
alakba irhato, ahol ¥ > 0, vagy ¢ < 0. A megoldast ¢ > 0, illetve t <0 esetben keressiik. A (4.0.22)
egyenlet szeparabilis. Beirva a ¢/ = % jelolést, rendezve és integralva kapjuk, hogy

ydp=dt /s

/ww; —ﬁ

1

7:—2—t2+01 (ClER) /-2,\/
20112 —1 1 1
=1/ ——— eR",te(—o00, ————), vagy t € (——, .
Visszairva a 1) := @/ o1 x) helyettesitést kapjuk, hogy
20190 x) 2c19%(z)—1
! = ——— 2.2.7
it o do) =~ o (227)

azon I; CR, I, C R intervallumokon, melyekre

(xel;) é ox)e( ) (z€l) (¢ eR™).

o(z) € (—o0, —%ﬁ)
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A (2.2.7) differencidlegyenlet szintén szétvalaszthato valtozoji. Beirva a ¢ = ‘é—;’ jelolést, rendezve
kapjuk ¢’ > 0,¢ > 0 esetben, hogy

¥

V2e0%2—1

Mindkét oldalt integralva a d.e. megoldéasat kapjuk:

dp=dzx (c; €RT).

dgpz/dm Jt=2c10*—1, dt=4cipdp

v
/ \2c1p2—1

1 1
— | —dt= eR
401/\/% T+co (co )
1
—Nt=x+c,
461

1
. 20002 —1=x+cy (c1 ERY, ey €R),
&1

ahonnan rendezéssel ¢ meghatarozhato:

2 2 2+1
o1(x) = \/( Clx+2clc2) + (c1 ERY ey €R,x € (—03,00)).
C1

A ¢/ <0, p <0 esetben a

2 2 241
po() = —\/( Clx+26102> + (i eRY ey eR, z €x € (—C,0))
&1

megoldéas adodik. Még tovabbi két eset van vissza, melynek meggondolasat az olvaséra bizzuk.
Egyszerii szamoléssal ellen6rizhetd, hogy a megoldasok ,0sszeragaszthatok”, azaz a @1, o értel-
mezési tartomanya kiterjeszthet a valos szamok halmazara. 0

2.2.2. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :
1+ (¢)* =2¢p¢". (2.2.8)

Megoldas. A differencidlegyenlet hidnyos, (2.2.3) tipust. Tegyiik fel, hogy ¢'(x) # 0 (z € D).
Ekkor ¢ folytonossaga miatt " allando elGjelii, igy ¢ szigortian monoton, és ezért ¢ invertalhato,
tovabba ¢! € D. Legyen ¢ := ¢/ o', és hajtsuk végre az x:= o (t) (t € D,-1) helyettesitést.
Ekkor (2.2.4) alapjan (2.2.8) d.e.

LT+2(t) = 2t (1) (1) (2.2.9)

alakba irhato, ahol ¢ > 0, vagy ¥ < 0. A (2.2.9) egyenlet szeparabilis. Beirva a ¢/ = % jelolést,
rendezve és integralva kapjuk, hogy

At 2dy dt 20dy (142 =29 2 L= (=
TR = /7:/1+¢2 D=0 Wl =n1+¢? 4+ (o €R)

Mindkét oldalt e-ad alapra emelve kapjuk, hogy

t| = [1+9?*-e" (a1 €R) = t|=c1-(1+4%) (c; €RT),
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melybdl rendezéssel a

t
l(t)] = |c_|_ 1 (c; eRYt € (—o00,—c1) vagy t € (c1,00))
1

megoldés adodik.
Visszairva a 1) := @/ o1 x) helyettesitést kapjuk, hogy

o (o~ 1/“0 ()] :,/@—1 (c1 €RY) (2.2.10)

azon I; CR, I, C R intervallumokon, melyekre
o(r) € (=00, —c1) (zel) & p(x)€e(c,0)) (zrel) (¢ €RT).

A (2.2.10) differencialegyenlet szintén szétvalaszthato valtozoja. Beirva a ¢’ = fl—f jelolést, rendezve
kapjuk ¢’ > 0, ¢ > 0 esetben, hogy

dp=dzx (c; €eR™).

ahonnan rendezéssel ¢ meghatarozhato:

2
T+c
gol(x):%jtcl (c1 ERY ey €ER, z € (—9,0)).
A ¢/ <0, p <0 esetben a
2
+
902(33):—%—01 (cteRT cyeR,z €T E(—Cy,00))

megoldéas adodik. Még tovabbi két eset van vissza, melynek meggondolasat az olvaséra bizzuk.
Egyszeri szamoléssal ellenérizhetd, hogy a megoldasok ,0sszeragaszthatok”, azaz a @1, o értel-
mezési tartomanya kiterjesztheté a valés szamok halmazéra. U

2.2.3. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet:
(1—2*)¢"(2)+2'(x) =0 (z € (~1,1)). (2.2.11)

Megoldés. A differencidlegyenlet hidnyos, (2.2.2) tipust. Végrehajtjuk a ¢’ = ¢ helyettesitést:

(1-2%)¢/(z) +ad(z) =0 & ¢(z)+ ¢(x) =0 (ze(-11)).

(1—2?)
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Ez a differencidlegyenlet els6rend(i homogén, linearis. A 2.1.2. tétel alapjan altalanos megoldésa

dx

= 1
¢($):Cl.e f(l—acQ) :Cl.€§1n|1_x2|261\/1_1»2 (01€R,l‘€(—1,1))

Visszairva a ¢’ = ¢ helyettesitést, a

() =cav[1-22 (cteR,xze(—1,1))

szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenletet kapjuk. Integralassal a differencidlegyenletiink al-
talanos megoldasa adodik:

1 2t
o(x) = V1 —a2%dx —01/ /1 —sin tcostdt—cl cos tdt—cl/ oS —dt =
cost>0

r=sint dr=costdt

(te(—m/2,m/2))

1 1 1 1
= c1 (Et—i_ZSin%) =c (§arc sin x+§x\/1—x2>+02 (c1,c0 e R,z € (—1,1)).
t=arc sin z, sin2t=2sinty/1—sin?t¢
O
2.2.1.1. Feladatok
2.2.1. Feladat. Oldjuk meg az aldbbi hidnyos mdsodrendd differencidlegyenleteket:
i) ¢ = ﬁ (x e (—1,1)); Utmutatds Megoldds
i) 200"+ (") + () =0; Utmutatds Megoldds
iii) o+¢" =0; Utmutatds Megoldds
i) (x-lnz) " —¢" =0. Utmutatds Megoldds

2.2.2. Masodrendii linearis differenciadlegyenletek

2.2.2. Definicid. Legyenek p1,po,q: I —R (I CR) intervallumon értelmezett folytonos figguények.
Keressiink olyan ¢ : I — R, ¢ € D? fiiggvényeket, melyekre a

o' (@) +pr1(x)e () +po(z)p(x) = gq(z) (v el) (2.2.12)
teljesil. A (2.2.12) alaki egyenletet masodrendi linearis differencidlegyenletnek nevezziik.
— Ha q=0, akkor homogén linedris differencialegyenletrél,
— ha q#0, akkor inhomogén linearis differencidlegyenletrél

beszéliink.?

22Rovidebb frasmod: ¢ +p1’ +pow = ¢q



68 2. FEJEZET. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

A (2.2.12) egyenlettel kapcsolatban a

e(zo) =0, ¢ (w0) =y (2.2.13)

kezdeti feltételeket szokas kikotni, ahol zy € I, yp,y; € R adott szamok. Linearis egyenletekkel
kapcsolatban bebizonyithato az alabbi egzisztencia és unicitasi tétel, melynek bizonyitasa megta-
lalhato a [3] és [6] konyvekben:

2.2.1. Tétel. Barmely (2.2.13) kezdeti feltétel esetén egyetlen olyan ¢ : I — R fligguény létezik,
amely megolddsa a (2.2.12) d.e.-nek és eleget tesz a (2.2.13) kezdeti feltételnek.

Megjegyezziik, hogy az els6rendi linearis egyenlethez hasonl6éan minden teljes megoldas az [
intervallumon van értelmezve.
A homogén linearis differencidlegyenlet

Az els6rendi linearis homogén differencidlegyenlet egy specialis szétvalaszthato valtozoju diffe-
rencidlegyenlet, ezért konnyen meg tudjuk hatarozni altalanos megoldésat. Méasodrendd esethben
altaldban nem tudjuk visszavezetni korabban mar megoldott differencidlegyenlet-tipusra a homo-
gén egyenletet. Felmeriil tehat a kérdés, hogy van-e a differencidlegyenletnek megoldasa? Es ha
van, akkor hogyan tudjuk elGéallitani az altaldnos megoldast.

Ha talalunk két megoldast, akkor végtelen sok megoldést el tudunk &llitani. Igaz ugyanis a
kovetkezd tétel:

2.2.2. Tétel. Ha @1 és ps megolddsa a
¢"(@)+pi(z)¢ (@) +po(x)p(z) =0 (z€l) (2.2.14)
masodrendd homogén linedris differencidlegyenletnek, akkor minden ci,co € R wvalds szam esetén a
® = Ci1p1+C2p2
figgvény is megolddsa a (2.2.14) egyenletnek.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy ¢-re teljesiil (2.2.14). Mivel ¢4, @9 kétszer differencialhato fiiggve-
nyek, ezért linearis kombinécidjuk is az, és

¢ = (apitep) =apitap, @ = (v o)’ = ]+l
Tovabba felhasznélva, hogy 1 és s is a homogén egyenletnek megoldasa, kapjuk, hogy

" + D19’ +pop = c19] + oy + pi(c1p) + capy) +polcrr + caps) =
= ¢1 (¢] +p10] +Dow1) +¢2 (W + P14+ pows) =0,

Vv Vv
=0 =0

amivel az allitasunkat bebizonyitottuk.
O
Az el6z6 tétel felveti a kérdést, hogy vajon a differencidlegyenlet 6sszes megoldasa elGall-e ilyen
alakban? Ennek a kérdésnek a megvalaszolasa el6tt néhany j fogalmat és vele kapcsolatos néhany
tételt kell megfogalmaznunk.

2.2.3. Definicié. Az f,g: 1 — R (I C R intervallum) figgvények linedrisan fiiggék I-n, ha
léteznek ¢y, co €R, 2 +c% # 0 konstansok, melyekre

af(x)+cg(z)=0 (rxel).
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2.2.4. Definici6. Az f,g: 1 — R (I C R intervallum) fiigguények linedrisan fiiggetlenek [-n,
ha nem linedrisan fliggdk, azaz csak c1 = co =0 konstansok esetén teljesiil a

cif(x)+eag(x) =0 (zel)
G20M085Gg.

A valés szamok halmazéan linearisan fiiggetlen fliggvények példaul a kiilénboz6 kitevGjd hat-
vanyfiiggvények. Legyen példaul f(z) =z, g(z) = 2% A

cxter?=0 (reR)

feltétel bal oldala egy polinom, melynek fokszama maximum ketts, és végtelen sok megoldasa van.
Ez csak ugy lehetséges, ha a bal oldal a zéruspolinom.
A valos szamok halmazan linearisan fliggd fliggvények példaul az

f2) =4z g(x) =122,
ugyanis

3f(x)—g(x)=0
egyenldség teljesiil minden valos z esetén.

2.2.5. Definicié. A 1,2 : I — R (I C R intervallum) differencidlhato figgvények Wronski
determinansanak nevezziik a

W (1, p2) := det ( 90/1 (’0/2 ) = V195 — 2]
Y1 P2

fiiggvényt.
2.2.3. Tétel. Ha p1,p9: I — R (I CR intervallum) differencidlhatd figguények linedrisan figgdk

I-n, akkor a Wronski-determindansuk mindenditt nulla az I intervallumon.

Bizonyitas. Mivel ¢y, o linearisan fiiggok, ezért léteznek ci,co € R, ¢? +c2 # 0 konstansok,
melyekre
api(z)+eape(r) =0 (zel).
Mindkét oldalt derivalva kapjuk, hogy

1y (x) +eaph(x) =0 (z €1).
Az els6 egyenletet ¢, (z)-szel, a masodikat ¢o(x)-szel beszorozva, egyméasbol kivonva kapjuk, hogy

ci(p1(@)py(z) — 1 ()pa(2)) =0 = - W(pr,2)(2) =0 (z€l),
mig az elsé egyenletet ¢ (x)-szel, a méasodikat i (x)-szel beszorozva, egymasbol kivonva kapjuk,
hogy
a(p1(m)@y(2) = (2)pa(x)) =0 = 2 W(pr,2)(x) =0 (z€T),
ami a ¢+ c3 # 0 feltétel miatt csak gy teljesiilhet, ha W (1, p2) =0 I-n.
]
Felmeriil a kérdés, hogy a Wronski-determinans alkalmas-e lineéris fiiggetlenség vizsgalatara,

azaz, hogy a fenti tétel megfordithato-e? A vélasz &ltaldban nem. Ha ugyanis a két fliggvény
tartoja diszjunkt, azaz példaul (lasd a 2.16. abrat)

(2) 1= 2%, haxz<0; (2) 1= 0, haz<0;

P = Y0, haxz<0, 2T 22, haa <0,

akkor a két fiiggvény Wronski-determinansa nulla, holott linearisan fliggetlenek.
Ervényes azonban a kovetkezd
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2.16. abra. A két fiiggvény Wronski-determinénsa nulla és linedrisan fiiggetlenek.

2.2.4. Tétel. Ha a 1,02 : I — R (I C R intervallum) differencidlhato figgvények Wronski-
determindnsa nulla, azaz W (@1, ) =0 I-n, akkor létezik J C I J # 0 intervallum, melyen pq és
o linedrisan fliggd.

Bizonyitas. Ha ¢o =0 I-n, akkor az egész I intervallumon linearisan fiigg6 ;1 és ps.

Ha ¢y # 0 I-n, akkor létezik zo € I, melyre @o(xo) # 0. Mivel ¢, differencialhato zo-ban, ezért
ott folytonos is. Létezik tehat xg-nak egy egész kornyezete, ahol @, nem nulla. Jeloljiik ezt a
kornyezetet J-vel.

A o fiiggvény nem nulla J-n, ezért az % fiiggvény értelmezett és differencialhatd J-n. Deri-
valtja
(ﬂ)l _ Aoy W) 0
2 3 ¥
J-n. Ha egy intervallumon értelmezett fliiggvény derivaltja nulla, akkor a fiiggvény konstans, tehat

létezik ¢ € R szam, hogy
¥1

P2
J-n, azaz a két fiiggvény linearisan fiigg J-n.

=C = @1—0'902:0

O

Ezzel belattuk, hogy ha a tejes intervallumon nem is, de legalabb egy részintervallumon teljesiil

a fiiggsség. Tekintsiik a (2.2.14) homogén differencidlegyenlet két megoldasat. Kiszamoljuk a két
megoldas Wronski-determinansét:

2.2.5. Tétel (Liouville-tétele). Ha v, ps megolddsai a (2.2.14) differencidlegyenletnek, akkor
W(er, 2) () = Wy Fo O,
ahol xy € I tetszdleges és Wy =W (¢1(x0), @2(x0)).
Bizonyitas. Mivel ¢y és ¢y is megoldasa (2.2.14)-nak, ezért

O +p1¢i+popr =0
Oy +p1py+pows =0

teljesiil I-n. Az els6 egyenletet po-vel, a masodikat pi-gyel szorozva kapjuk, hogy

O 2+ 112+ poprp2 =0
16+ 116+ pors = 0.



2.2. MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 71

Az also egyenletbdl kivonva a felsét, a

P10 — P12+ D1 (P10 — Pp2) =0 (2.2.15)

egyenlethez jutunk. A zarojelben W (1, @) szerepel. Mivel ¢, o kétszer differencialhato fiiggve-
nyek, ezért W (1, o) is differencialhato, és

(W (p1,902))" = (0105 — P102) = @1y + 01905 — @2 — 195 = P19l — P pa.

Az eredményt Gsszevetve (2.2.15)-vel W-re elsérendii homogén linearis differencialegyenletet ka-
punk:

(W (1, 92)) +p1W(p1,92) =0.

Vezessiik be a révidebb W :=W (1, @) jelolést. A W-re vonatkozo egyenlet homogén linearis. Az
altalanos megoldas tehat 2.1.2. tétel alapjan, ha xy € I tetsz6leges pont,

- fp(t)dt
W (g1, p2)(x) =W(x)=c-e (ceR,zel)

alakba irhato. Behelyettesitéssel W (zg) = ¢ adodik, amivel az allitast bebizonyitottuk.
O
A fenti elgallitdsnak van egy nagyon fontos kovetkezménye. Nevezetesen,

2.2.1. Kovetkezmény. Ha i, megolddsai (2.2.14) differencidlegyenletnek, akkor a Wronski-
determindnsuk vagy azonosan nulla, vagy egy pontban sem nulla.

A (2.2.14) differencidlegyenlet megoldasainak linearis fiiggetlenségét a Wronski-determinanssal
vizsgalhatjuk, érvényes ugyanis a kovetkezé tétel:

2.2.6. Tétel. Ha ¢1,2 megolddsai a (2.2.14) differencidlegyenletnek, akkor
— 1, w9 pontosan akkor linedrisan figgd, ha W =0,
— @1, 2 pontosan akkor linedrisan figgetlen, ha létezik xo € I, melyre W (xq) # 0.

Bizonyitas. Ha a Wronski determinans valamely xy pontban nulla, akkor a 2.2.1. kévetkezmény
miatt az egész [ intervallumon nulla, tehat a tétel két allitasa egyméssal ekvivalens.

Azt mar belattuk, hogy ha linedrisan fliggé két tetszGleges differencialhaté fiiggvény, akkor
Wronski-determinansuk nulla.

Tegyiik fel, hogy W (p1, p2)(xo) =0 valamely xq € I pontra. Ekkor a

0 = C1¥1 (on) —|—62(102([L'0),
2.2.16
{ 0 = 1) (z0) 4 coph (o), ( )

c1, co-re vonatkozo linearis egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa, hiszen az egyenletrend-
szer determinansa a Wronski-féle determindns. Tehét léteznek ¢ 4 c3 # 0 konstansok, melyekre
(2.2.16) teljesiil. A 2.2.2. tétel alapjan a ¢, po fliggvények ezekkel a konstansokkal vett linearis
kombinécioja,

p(x) = crp1(z) +capa(z) (2 €1)
is megoldésa a (2.2.14) differencialegyenletnek. A (2.2.16) egyenletrendszer teljesiilése miatt p-re
a

p(0) = ¢'(w0) =0
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kezdetiérték-feltételek is teljesiilnek. A (2.2.14) differencidlegyenletnek ezeket a feltételeket is ki-
elégité megoldésa a ¢ = 0 megoldas. A 2.2.1. tétel alapjan a k.é.p-nak nincs tobb megoldéasa,
tehat

p(z) = crp1 () +capa(w) =0 (z 1),

azaz a fliggvények valoban linearisan fiiggék az I intervallumon.
O

2.2.6. Definicié. Ha 1,9 két linedrisan figgetlen megolddsa a (2.2.14) differencidlegyenletnek,
akkor az {¢1,pa} fligguényrendszert alaprendszernek nevezziik.

Alaprendszereket a 2.2.1. tétel alapjan szerkeszthetiink. Legyen ui. ¢; a homogén d.e.-nek a

e1(z0) =1,  ¢i(z0) =0

kezdeti feltételt kielégitd megoldésa, ¢, a homogén d.e.-nek a

802(950) =0, 90/2(%) =1

kezdeti feltételt kielégité megoldasa valamely xy € I pontra. Ekkor W (1, v2)(z0) = 1, kovetkezés-
képpen a szoban forgé megoldasok linearisan fiiggetlenek.

A késGbbiekben két specidlis esetbenkeresiink alaprendszert a 2.2.1. tétel alkalmazasa nélkiil
is.

Belatjuk, hogy az alaprendszer segitségével a homogén linearis differencidlegyenlet 6sszes meg-
oldasa elsallithato.??

2.2.7. Tétel. Ha {y1, v} alaprendszere (2.2.14)-nak, akkor az dsszes megoldds elddll

P =Cc1p1+Ccap2 (c1,c2 €R)
alakban.

1. Bizonyitas. Legyen ¢ a homogén egyenlet egy megoldasa és xg € I. A ¢y, co ismeretlenekre
vonatkozo

(2.2.17)

c1p1(w0) + cagpa (o) = o(w0)
10} (o) + capy (o) = @' (20)

linearis egyenletrendszer determinansa W (1, p2)(xo) # 0, kvetkezésképpen az egyenletrendszer-
nek van megoldasa. Ezekkel az egyiitthatokkal képezziik a

Y(x) = crpr(z) +capa(r) (v €T)

fiiggvényt. Ekkor a 1 is megoldasa a homogén egyenletnek és (2.2.17) alapjan eleget tesz a

Y(wo) = p(x0), ' (w0) = &' (20)

kezdeti feltételeknek. A k.é.p. megoldasanak egyértelmisége alapjan o(z) = ¢(z) (x € I).
O
2. Bizonyitas. Legyen ¢ a (2.2.14) differencialegyenlet egy tetszéleges megoldasa. Keresiink
olyan ¢y, co valos szadmokat, melyekre

P =Cc1p1+C2p2

23 A tételnek két bizonyitasat is bemutatjuk. A révidebbik bizonyitasban kihasznaljuk az altalunk nem bizonyitott
2.2.1. tételt, majd kozvetleniil is belatjuk az allitast.
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teljestl.
Legyenek zq, z5 : I — R fliggvények, melyek a kévetkez6 egyenletrendszer megoldasai:

/(q;) :Zl<$>.gp1<x)+22<$)-802(13) } (ZEGI)

p
¢(x) =2(r) ¢1(2)+2(r) - ¢h(x)

A fenti linearis egyenletrendszer egyiitthatématrixanak determindnsa a o1, 9 fiiggvények Wronski-
determinansa, ami nem nulla, hiszen linearisan fiiggetlenek, ezért a linearis egyenletrendszernek
létezik megoldésa. Mivel zq, 29 a 1,09 fliggvények és derivaltjainak linearis kombinacidja, ezért
mindkettd differencialhato.

Az els6 egyenlet derivalasabol

¢ (x) = 21(x) - pr(2) + 21(2) - ) (2) + 25(2) - pa(2) + 22(2) - (x) (2 €T)
adodik. Ezt 6sszevetve a masodik egyenlettel, a
0= 21 (z) 1 (2) +23(2) - a(2) (2.2.18)
feltételt kapjuk. A masodik egyenlet derivalasaval kapjuk, hogy

P(w) = 21(2) - 1(2) +21(2) - @ (2) + 25(7) - 05 () + 22(2) - 5 (x) (2 € 1),

Mivel ¢ a (2.2.14) differencidlegyenlet megoldasa, ezért **

0=21- @1 +21- @) +25ph+ 2205 +p1- (2191 + 227 05) +po- (21 P14+ 22 p2)

1

@ ¢’ ®

= 2101+ 25 Oy 4 21 (@] +p10) +por) +22- (95 + D1y + Do) =

(. 7/

vV '
=0 =0
o / / /
=211t 29 Py

Az itt kapott feltételt Gsszevetve a (2.2.18) feltétellel egy homogén linearis egyenletrendszert ka-
punk:

0
0

z
z

=N~

. / .
o A ) L e
(@) - ¢\ (z) +25(2) - 5 (),
melynek csak trivialis megoldasa van, azaz 2i(x) = z5(x) = 0 (z € I). Ebbdl kovetkezik, hogy
léteznek cq, co € R konstansok, melyre z; =c¢q, 20 =co I-n. Ezéltal -t elGallitottuk ; és o linearis
kombinécidjaként, amivel a tételiinket bebizonyitottuk.
O

Ezzel bebizonyitottuk, hogy elegend6 a homogén linearis differencidlegyenletnek két linearisan
fiiggetlen megoldasat megtalalni. Az alaprendszer el6allitasat két esetben fogjuk a késébbiekben
megmutatni. ElGtte modszert adunk az inhomogén egyenlet megoldasara.

Az inhomogén lineéaris differenciilegyenlet

Az els6renddi linearis inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasidt a homogén egyenlet
altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak osszegeként allitottuk
el6, a partikularis megoldast pedig a homogén egyenlet megoldasabol az tn. konstans varidlas
modszerével kaptuk. Masodrendt esetben is érvényben marad ez a modszer.

24 A tul hosszi formulak elkeriilése végett a fiiggvények argumentumanak leirdsatol eltekintiink.
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2.2.8. Tétel. A (2.2.12) inhomogén linedris differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa elddll a ho-
mogén egyenlet dltaldnos megolddsdnak és az inhomogén eqyenlet eqy partikuldris megolddasdanak
osszegeként :

pin(@) = ph(@) +eh(x)  (z€T). (2.2.19)
Bizonyitas. Belatjuk, hogy ha ¢y az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa (p} +
+p1(x) @y +po(T)po = q(x)), v a homogén egyenlet altalanos megoldasa (v” +p;(x)v'+po(x)v =0),
akkor a két megoldés Gsszege
pi=@otv

megoldasa az inhomogén egyenletnek:

"+ pi(x)e +po(x)e = (po+v)" +pi(x)(po+v) +po(z)(wo+v)
©o +0" 4+ p1(x)py +p1 ()" +po() o + po(x)v
= o +p1(@)en+po(x)ipg + (V' +pi ()0 +po(z)v) =q(z) (x €1)

(. J
~

q(2) 0

Ezzel belattuk, hogy ¢ valoban megoldasa az inhomogén egyenletnek.

Mar csak azt kell beladtni, hogy az inhomogén egyenlet minden megoldasa elgall-e ilyen alak-
ban. Ennek igazolasadhoz jeloljiik ¢-vel az inhomogén egyenlet altalanos, pg-lal egy partikularis
megoldasat:

o i) tpo(@)p=q(z) & gh+pi@)en+po(x)eo = q(x).
Legyen tovabba v := ¢ —py. Belatjuk, hogy v a homogén egyenlet megoldésa.
v+ pi(2)v +po(2)v = (9 —00)" +p1() (9 — o) +po()(p — o) =

=" — g +p1(2) —p1(2)e) +po(2) 0 —po(x) o =
= (" +p1(x)" +po(x)p — (pg +p1(z)es +po(z)po) =0,

. J 7

'

q(x) q(z)

amivel az allitasunkat bebizonyitottuk. 0

Tehat az els6rendii differencidlegyenlethez hasonldéan elegendé az inhomogén egyenletnek egy
partikularis megoldasat megkeresni. A partikularis megoldast ismét a konstans varialas modsze-
rével keressiik meg. Belatjuk, hogy az inhomogén egyenletnek l1étezik

po(x) == gy (x) = c1(x) - 1(2) +ea(x) - pa(x)  (w€T) (2.2.20)

alaki megoldésa, ahol ¢, ¢y : I — R differencialhato fliggvény, {¢1, p2} a (2.2.14) homogén egyen-
let alaprendszere. Keressiik tehat azokat a ¢, ¢y fliggvényeket, mellyel po-ra teljesiil (2.2.12). A
szorzatfiiggvény differencialasi szabalya alapjan kapjuk, hogy

QOE):C,1'301+Cl'80/1+cl2'§02+02'90/2 (2221)

I-n. A ¢y és ¢y ismeretlen fiiggvényekre azon kiviil, hogy ¢ kielégiti az inhomogén d.e.-et, egy
tovabbi feltételt is szabhatunk. Nevezetesen tegyiik fel, hogy

o1ty pa=0 (2.2.22)

teljesiil.??

25Elegendd egyetlen ¢, co fiiggvénypart meghataroznunk, tehat tehetiink megkdtéseket ¢y, ca-re.
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(2.2.21)- bol (2.2.22) felhasznalasaval és derivalassal kapjuk, hogy
0o =i Fer ]y pytca gy (2.2.23)

I-n.
Behelyettesitve a (2.2.20), (2.2.21), (2.2.22) és (2.2.23) egyenleteket (2.2.12)-be kapjuk, hogy

@i ter @i ey phtcarph+pi (e @)+ e @y) +po- (11 +cap2)
Pyt ter (0] Fp1 @i Fpo-g1) Fer (O Fpupl Fpo- 1) =

. / J

=0 =0
APty = g,
amely (2.2.22)-tel egyiitt ¢, ¢)-re egy linearis inhomogén egyenletrendszert ad eredményiil:
y gy 1 C2
1+ =0
LoiTerer = } . (2.2.24)
Grpr1tepy =q

Mivel (2.2.24) egyiitthato-matrixanak determinansa az alaprendszer nemnulla Wronski-determinénsa,
ezért létezik egyértelmii megoldasa, melybdl integraléssal c;, co meghatarozhato.

Tehét a (2.2.12) inhomogén linearis differencidlegyenletnek 1étezik (2.2.20) alaka partikularis
megoldasa.

Masodrendi inhomogén linearis differencidlegyenlet megoldasanak menete:

1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megolddsanak (o) kiszamitasa.

2. lépés. Azinhomogén egyenlet partikularis megoldasanak (¢, ) keresése konstans varialas mod-
szerével és a (2.2.24) egyenletrendszer megoldaséaval.

3. lépés. Az inhomogén egyenlet altalanos (¢ ) megoldasanak meghatarozésa.

Amennyiben ismerjiik tehat a homogén egyenlet két linearisan fliggetlen megoldésat, akkor az
inhomogén egyenlet altalanos megoldasat is meg tudjuk hatarozni. A kdvetkez&kben két specialis
esetben adunk eljarast erre.

2.2.2.1. Konstans egyiitthatos linearis differencidlegyenletek

2.2.7. Definici6. Legyen q: I — R (I CR) intervallumon értelmezett folytonos figguény, o, B € R
valos szamok. Az

P"(x)+ap (z)+ Bp(x) =q(x)  (zel) (2.2.25)

alaki egyenletet konstans egyiitthatés masodrendi linearis differencialegyenletnek ne-
vezziik. %0

26Ro6videbb frasmod: o +ap’ +ap = q
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Konstans egyiitthatés masodrendd homogén linearis differencidlegyenlet megoldéasa

A
O"(x)+ap (x)+ Be(x) =0 (x €R) (2.2.26)

homogén egyenlet megoldasait ¢(z) = e’ (X € C) alakban keressiik. -t kétszer derivalva és behe-
lyettesitve (2.2.26)-be kapjuk, hogy a

NN tare + e =0 < M (N+ar+8)=0

egyenletnek kell teljesiilnie. Mivel az exponencidlis fiiggvény nem veszi fel a nullat, ezért a fenti
egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha A\ a

M 4+al+ =0 (2.2.27)

masodfok, in. karakterisztikus egyenletnek gyoke. A masodfokt egyenlet diszkriminansa alap-
jdn harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Haa D =a*—48 >0, akkor a (2.2.27) karakterisztikus egyenletnek két kiilonboz6 valos gydke

val:
_ 2_4 v — 2_ 4
/\1 = at 205 B és )\2 = a 2a 6,

tehat a (2.2.26) differencidlegyenletnek két kiilonboz6 megoldasat kapjuk:

o1(z)=eM" e py(x) =M (z€R).
A homogén egyenlet 6sszes megoldasat akkor tudjuk ezen megoldasok linearis kombinéacidjaként
elgallitani, ha linedrisan fiiggetlenek. A 2.2.6. tétel alapjan ehhez elegendé a két fliggvény
Wronski-determinansit meghatarozni:

e)\lx e)\gw

R N B )

mert a két gyok kiilonbozo és az exponencialis fiiggvény sehol sem nulla. Tehéat a két megoldas
linearisan fiiggetlen és ezért a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

O (x) = c1eMT 4 cpe” (c1,020 € R,z € R).

2. Haa D=a?—43=0, akkor a (2.2.27) karakterisztikus egyenletnek két megegyezs valos gyoke

van:
(%

/\I:)\lz)\2:—§,

tehat a (2.2.26) differencidlegyenletnek egyelére csak egy megoldasat kapjuk:
or(z)=eN=e"3" (z€R).

Sziikségiink van egy ett6l a megoldastol linearisan fiiggetlen masodik megoldasra. Belatjuk,
hogy a
() == 2 (z) = 2e™  (z €R)

p1-t6l linearisan fiiggetlen megoldéas. A szorzatfiiggvény differencidlasi szabély alapjan

py(x) = 1 (z) +api(z) s @h(x) =) (x)+¢) () +2¢](x) = 2¢) () + 2] ()
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Ezt behelyettesitve (2.2.26)-be kapjuk, hogy

261 (2) + 2 () + a(p1(z) +2¢) (7)) + B(zpr (7)) = 26) () + 1 (x) + 2 (0] (7) + ) (2) + B (z))

J/

-

-0
= —api(x)+ap(z) =0,

teh&t ¢o valoban megoldés.

A homogén egyenlet 6sszes megoldasat akkor tudjuk ezen megoldasok linearis kombinéacidjaként
elgallitani, ha linearisan fiiggetlenek. A 2.2.6. tétel alapjan ehhez elegendd a két fliggvény
Wronski-determinansat meghatarozni:

e1(z) zp1 () / / 2
w x), po(x)):=det =p1(x x)+rp(r))—rPe (T x)=7(x)F£0,
(1(2), 2(7)) (90,1(3:) on(@) + 2 () )P @@t @)=z @) (z)=¢i(r)#
mert ¢ egy exponencidlis fliiggvény, ami sehol sem nulla. Teh4t a két megoldés linearisan
fliggetlen és ezért a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

Az

i (2) = c1e™ +cyme (c1,c0 e R,z €R).

3. Haa D =a?—483 <0, akkor a (2.2.27) karakterisztikus egyenletnek két kiilonb6z6 komplex
gyoke van:

\ —a+i\/40 —a? \ —a—i\/40 — a?
1-— 9 1=

5 =a+1b és 5 =a—1b,
ahol
/48 — o2
a:—% és bz%

valos szamok. Az Euler-0sszefiiggések alapjan a (2.2.26) differencilegyenletnek két kiilonbo6zo,
komplex értékid fliggvényekbdl allo megoldasat irhatjuk fel:

P1(x) = M = e®(cos(bx) +isin(br)) és  Po(x) = 2 = M = e (cos(bx) — i sin(bx)).
A valos valtozos komplex értékii fiiggvények esetén érvényben maradnak az el6z6 pontokban be-
bizonyitott tételek a linearis fiiggetlenséggel és a homogén egyenlet megoldéasaival kapcsolatban
is. Ervényes tehat, hogy a homogén egyenlet két megoldasanak barmely linearis kombinécidja
is megoldas. Tekintsiik a két fenti megoldéas alabbi linearis kombinécioit:

o1(z) +pa(7)

_ (@) —pa(x)
5 T e

5 =e"sin(br) (x €R)

o1(z) = =e"cos(br) és  @o(x):

Ezzel elGallitottuk a homogén egyenlet két valos értékd megoldasat. Mivel o1, 0o két linearisan
fliggetlen megoldés, és

1 - -
W(Spla%) = _Q_Z-W(@h%),

ezért ¢1, s is két linearisan fiiggetlen megoldas, és igy a homogén egyenlet altalanos megoldésa:

©(x) = c1 - €™ cos(bx) 4 ¢y - ™ sin(bx) (c1,c0 € R,z €R).

Ezzel belattuk az alabbi tételt:



78 2. FEJEZET. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

2.2.9. Tétel. Konstans eqyiitthatds mdsodrendd linedris differencidlegyenlet mindig megoldhato.

2.2.4. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :
¢"(x) =3¢ () —dp(x) =z +1. (2.2.28)

Megoldas. A differencidlegyenlet konstans egyiitthatdés masodrendd inhomogén linearis.
1. lépés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A homogén
egyenlet

"(x) =3¢/ (x) —4p(z) =0
megoldédsat o(x) = e* alakban keressiik. -t behelyettesitve, a
MeM 3NN 4 = M (NP -3A—4)=0 & N -3\—-4=0
#0
karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 valds gyoke van:
_3+v9+16 4 es o 3—v9+16
-—G = p= 5 =

Tehat a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen megoldésa:

A1 —1.

o1(z) = e 6 po(r)=€e"" (r€R),

melyb6l az altaldnos megoldasra

ph(x) =ci-pi(z)+er o) =cr-e+e-e™ (e, 00,2 €ER)

adodik.
2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varialas modszerével. A partikularis megoldast

po(x) 1= @, (x) = c1(x) - p1(x) +co(x) - o) = c1 () - €+ co() - €77

alakban keressiik. c1, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

c(z)-e®  + dy(x)-e® = 0
c(z)-4e* + dy(x)-(—e™®) = z+1
egyenletrendszer. Az elsé egyenletet beszorozva 4-gyel, és a fels6 egyenletbdl kivonva az alsot
kapjuk, hogy
1
cy(z)-be P =—x—-1 = dx)= —g(x—i-l)eg”,

majd visszahelyettesitve az els6be megkapjuk ¢|-t:

1 1
c’l(x)-e“—g(erl)ex-e_x:O = c’l(x):g(erl)e_“.

Ezekbdl az egyenletekbdl ¢y és ¢ parcialis integralassal meghatarozhato:

1 1 1 1
c(z) = /g(x—l—l)e”dx =z <—(x+1)164“+/ Ze“da:) =

f @) =z+1 g(z)=e*=
flx)=1 g (x):,ie—%
1 1 dz+5
- 1 an 74:5__ 741:_ —4x
(z+ )206 806 30 e
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Co(r) = —/%(m—l—l)exdm :—% ((x+1)ew_/ezd$> _

és

f@=at1 g@)=e

1) = g(@)=e
=—(x —e'4+—-e"=——e¢
5 5 5

A ¢y, co-re vonatkozo differencidlegyenleteknek csak egy megoldasara van sziikség, ezért az integ-
racios konstanstol eltekintiink. A partikuléris megoldas tehat

pin(r) = c1(z)- e tea(n) e = —Agflem e — e o7t = 2pS = AT (x €R).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalaAnos megoldiasanak meghatarozasa. Az elsé
két lépés eredményét Osszeadva az (2.2.28) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

oh (@) = Qi () + (@) =cr e Fepre =2 (¢ s eR,z€R).

2.2.5. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :
¢ (@) +2¢'(z) +p(x) = €. (2.2.29)

Megoldas. A differencidlegyenlet konstans egyiitthatdés masodrendid inhomogén linearis.
1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A homogén
egyenlet
"(x)+2¢(x) +p(x) =0

megoldasat ¢(r) = e’ alakban keressiik. Igy a
AN MM = M (N420+1) =0 & AP+20+1=0
#0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két azonos valdés gydke van: A= \; = Ay = —1. Tehét
a homogén egyenlet két linedrisan fiiggetlen megoldasa:

T

pr(z)=e"" & @a(z)=z-e" (zER),

melyb6l az altalanos megoldasra

() =cr-p1(x)+ea-po(r)=cr-e " +cy-xe” (c1,c2 € Rz €R)

adodik.
2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasdnak megkeresése konstans
varialas moédszerével. A partikularis megoldast

xT

wo(z) = b () = c1(z) - p1(z) +ea(x) - o) = c1(x) - €T+ co(z) -z €™

alakban keressiik. c1, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24), egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

d(x)-e® + dh(z)-x-e7" = 0 }
() (=) + &(x)- ) =
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egyenletrendszer. A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy
(r)- e =e" = dx)=e",
ezt visszahelyettesitve az els6be, megkapjuk ¢}-t:

A(x)=—z-dyx) = c(z)=—z-e

Ezekbél az egyenletekbdl ¢y és co parcidlis integralassal meghatarozhaté:

1 1 1 1
()= /—x-ezxdx = —§$-62“T+/ éeQxdx = —§$-62x—|—162x
@)= g)=c>
P =1 g@)=te

1
co(z) = /eZ”da: = 562I.

A partikularis megoldas tehat

Ph(z)=ci(z) e +oo(x) -z e = (—3z- e+ 1e*) e "+ (3e2) x0T = Le” (z €R).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az els6
két lépés eredményét Osszeadva az (2.2.29) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldéasat
kapjuk:

Pin(r) = i (2) + i, () = e '€_I+Cz'$'€_x+%6x (c1,c0 e R,z €R).

A differencidlegyenlet megoldasait szemlélteti a 2.17. abra.

Y
80

60
40

20+

20k

401

801

801

2.17. abra. A (2.2.29) differencidlegyenlet megoldasai.

2.2.6. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet:

o (2) + () = Coslzx (z € (=7 /4, 7/4)). (2.2.30)
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Megoldas. A differencidlegyenlet konstans egyiitthatés masodrendid inhomogén linearis.
1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A homogén
egyenlet

¢ (x) +4p(x) =0
megoldaséat p(r) = e’ alakban keressiik. -t behelyettesitve, a

MM pdet = M (N 44) =0 & AN44=0
#0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 komplex gyoke van:
M =20 és A= —2.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen megoldéasa:
o1(r) =e"%-cos2x =cos2r  és  @o(x) =€’ sin2x =sin2r (x €R),

melyb6l az altaldnos megoldasra

O (x) =c1-p1(x)+ca-pa(z) = ¢1 - c08 2T + ¢ - sin 27 (c1,c2, 2 €R)

adodik.
2. lépés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak megkeresése kons-
tans varidlas moédszerével. A partikularis megoldéast

wo(z) == () = c1(x) - @1(z) +c2(2) - pa(x) = c1(x) - cos 2 + co(z) - sin 2z

alakban keressiik. ¢;, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

i (x)-cos2x + dy(x)-sin2x = 0
A (z)-(—2sin2z) + dy(z)-2cos2z =

egyenletrendszer. Az elsG egyenletet 2sin2x-szel, a masodikat cos2z-szel megszorozva és a két
egyenletet Osszeadva,

1
dy(r)-2sin® 2z +ch(x)-2cos’ 20 =1 = dy(z)= 5
adodik. Ezt visszahelyettesitve az els6be, megkapjuk ¢}-t:
by g, \SIn2T pooy_  lsin2x
alz) =) cos 2 “alr) = 2 cos 2z’
Ezekbdl az egyenletekbdl ¢q és ¢y integralassal meghatarozhato:
1 [ sin2zx 1 1 1 1
= —— d =— | —du=-1 =-1 2
c1 () 2/0052x$ 4/uu 4n|u| 4n|cos x|
u=-cos2x du=—2sin2z

1
co(x) = 3 / ldx = %

A partikularis megoldés tehat 27

2T A logaritmus fiiggvény argumentumaban az abszolitértékjel most elhagyhaté lenne az adott intervallumon,
de maés intervallumokon is ezt az altalanos megoldast kapnank, és ott mar fontos lenne az abszolutértékjel.
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@b (x) = c1(x) - cos 2z + c(x) -sin 22 = § In | cos 2x|- cos 2z 4 32 - sin 2 (x € (—m/4,7/4)).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldiasanak meghatarozasa. Az els6
két lépés eredményét Osszeadva az (2.2.30) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

i (x) = (@) + ¢l (2) = ¢1-cos 22+ ¢y -sin 22+ 1 In | cos 2z - cos 2z + sx-sin 2z (z € (—7/4,7/4))

ahol ¢q,cy € R. O

2.2.2.2. Euler-féle differenciilegyenletek

2.2.8. Definici6. Legyen q: 1 —R (I CR™) intervallumon értelmezett folytonos figguény, o, BER
valds szdmok. Az

29" (1) + oz (x) + Pp(x) = q(x)  (zel) (2.2.31)
alaki egyenletet Euler-féle masodrendii linearis differencidlegyenletnek nevezzik. 28

Euler-féle masodrendid homogén linearis differenciadlegyenlet megoldasa
Az
229" () +axy (x)+ Bp(r) =0 (z eRY) (2.2.32)
homogén egyenlet megoldasait p(x) =2 () € C) alakban keressiik. -t kétszer derivalva és behe-
lyettesitve (2.2.32)-be kapjuk, hogy a
AN P tazdat 4820 =0=0 & 2} (N+(a—1)A+8)=0

egyenletnek kell teljesiilnie minden pozitiv = esetén. Mivel = > 0, ezért a fenti egyenlGség csak
akkor teljesiilhet, ha A\ a

M4 (a—1DA+=0 (2.2.33)
masodfok, un. karakterisztikus egyenletnek gyoke. A masodfoku egyenlet diszkriminansa alap-
jdn harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. Haa D= (a—1)*—48 > 0, akkor a (2.2.33) karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozs valos
gyoke van:

—a+1++/(a—1)2-45 —a+1—/(a—1)2—4p
)\1 = 9 )\2 =

és 5 :
tehat a (2.2.32) differencidlegyenletnek két kiilonb6z6é megoldasat kapjuk:
or(x) =2 & @o(x) =2 (xeRM).

A homogén egyenlet 6sszes megoldasat akkor tudjuk ezen megoldéasok linearis kombinaciojaként
elgallitani, ha linearisan fiiggetlenek. 2.2.6. tétel alapjan ehhez elegendé a két fiiggvény Wronski-
determinansat meghatarozni:

M 2 A Aa—1 Ao Ai—1
W(pi1(z), p2(x)) := det Azl Agztel = Aoz = Nt #£ 0,

mert a két gyok kiilonbozé és x > 0. Tehat a két megoldas linearisan fiiggetlen, és ezért a
homogén egyenlet altalanos megoldasa:

@) =c -2 dcp-x™ (2 €RY) (¢, 0 €R).

Z8Rovidebb frasmod: 22¢” +axg’+ap = q



2.2. MASODRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK 83

2. Hoa D= (a—1)>—48 =0, akkor a (2.2.33) karakterisztikus egyenletnek két megegyezs valos
gyoke van:

tehat a (2.2.32) differencidlegyenletnek egyeldre csak egy megoldasat kapjuk:
p1(x) =2 =22 (zeR),

Sziikségiink van egy ett6l a megoldastol linearisan fiiggetlen masodik megoldasra. Belatjuk,
hogy a
0a(z) =1 (z)lnz=2*Inz (z€RY)

fiiggvény ¢1-t6l linearisan fiiggetlen megoldas. A szorzatfiiggvény differencialési szabélya alap-
jan

Po(x) = @1 (x) Inz+p (7)

— &=

1 1 9 1
0y (x) = ¢ () lnw+<p’1(93)5 +90’1(93)5 —sol(iv); = ¢ () lnx+§so’1(x) - Fpl(w)-

Ezt behelyettesitve (2.2.32)-be kapjuk, hogy

SR

2 ()t 2610) - o)) +as (o) et ) + oo na) =

=2z¢)(x) —p1(x) +apr(x) + Inz (2] (z) + ozxﬁ’l () + Ber (7)) =

N

-0
= — 1 (2) + 220, () + gy () = =2 + 2202 +axt = —2? F 202 + (1—2)\)2* =0,

tehat p, valoban megoldas.

A homogén egyenlet 6sszes megoldasat akkor tudjuk ezen megoldasok linearis kombinéacidjaként
elgallitani, ha linedrisan fiiggetlenek. A 2.2.6. tétel alapjan ehhez elegends a két fiiggvény
Wronski-determinansat meghatarozni:

W(e1(x), pa(x)) := det ( :Z'igg g0/1($(>plln<i‘>j‘ngji($)% )

—1(0) (@) 2+ (0); ) = 1)t e = ) 20

mert, 1 egy valos kitevgji hatvanyfiiggvény, ami sehol sem nulla. Tehéat a két megoldas linea-
risan fliggetlen, és ezért a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

O (z) =t +cr*lne (z€RY) (e, €R).

3. Haa D= a?—4p8 <0, akkor a konstans egyiitthatos esethez hasonloan talalunk két linearisan
fliggetlen valos megoldast, melynek részletezésétdl eltekintiink.

2.2.1. Megjegyzés. Az Fuler-féle differencidlegyenlet alkalmas vdltozé-transzformdcioval kons-
tans egyitthatos differencidlegyenletté alakithato.
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Bevezetve ugyanis az x = ¢' (t € R) (¢t = Inx) jelolést, az Osszetett fiiggvény differencialasi
szabalya alapjan

gy = dp _de dt_do 1
AT T A de dt
do  d*o dt 1 d I\ o 1 do 1

Cde dt?2 dx x dt

22
adodik, amit behelyettesitve (2.2.32) egyenletbe, p-re, mint ¢ fliggvényére a
de dp dp
az ~dt ' Cdt
méasodrendi, konstans egyiitthatos linearis differencidlegyenletet kapjuk.

Tehéat az Euler-tipusu differencidlegyenletet valtozotranszformacioval valoban visszavezethet-
jiik konstans egyiitthatos lineéris differencidlegyenletté, és teljesiil a kovetkezs

+Bp=0

2.2.10. Tétel. Az Fuler-féle mdsodrendid linedris differencidlegyenletnek mindig létezik megolddsa.

2.2.7. Példa. Oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenletet :

22" (z) -z (z) +p(z) =lnx (v €RY). (2.2.34)

Megoldas. A differencidlegyenlet Euler-féle masodrendii inhomogén lineéris.
1. l1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A

2. N

v " (z) — 2 (2) +p(x) =0
homogén egyenlet megoldéasat ¢(z) = 2* alakban keressiik. ¢-t visszahelyettesitve, a
AA=Dat = xar+2r = 2* (A2=204+1)=0 < N -2)+1=0
#0
karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két azonos valos gyoke van:

2+A—4
e

Tehat a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen megoldéasa:

)\:)\1:>\2: 1.

oi(x)=x & @o(xr)=xlnz (xreR"),

melybdl az altalanos megoldasra

i (x) = crp1(x) +capa(x) = crz+corInw (c1,02 € Rz € RT)

adodik.
2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varialas moédszerével. A partikularis megoldast

o) = @i () = c1(2)@1(2) + Ca(@)pa () = 1 ()x+ () x In

alakban keressiik. ¢;, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

_l’_
d(x) + d(z)(Inz+zi) = Inz
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egyenletrendszer. Az els§ egyenletbdl ¢} () = —cy(x) Inz adédik, melyet a masodikba helyettesitve
kapjuk, hogy

—cy(x)Inz+dy(x)(Inx+1)=lnzr = dz)=Inz,

ezt visszahelyettesitve az els6be, megkapjuk ¢|-t:
d(z)=—cy(z)Inz = d(z)=—In*m

Ezekbdl az egyenletekbdl ¢ és ¢ parcidlis integralassal meghatarozhato:

1
ci(x) = In zdx :xlnx—/m—das:xlnx—az
T
F@ =1 g@=mz
f)=z g@)=4%
1
ca(x) = — /1n2xdx :—xln2x+/m21nx-—dm:
T

= —xln2x+2/lnxdx: —zIn®z+2xInz—2z.

A partikularis megoldas tehat

b () =(xhr—z)r+(—rIn®z+2rInr—2z)rInr =2?(— I’ 2+ 2’z —lnx—1) (v € RY).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsG
két lépés eredményét Osszeadva az (2.2.29) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésat
kapjuk:

o (1) = @i (z) + b (z) = izt crinar+ 22 (= In* 2+ 2’z —Inz — 1) (cr1co € R,z € RY).

0
2.2.2.3. Feladatok
2.2.2. Feladat. Oldjuk meqg az aldbbi mdsodrendd linedris differencidlegyenleteket:
i) ¢"—2¢ =3x+1; Utmutatds Megoldds
i) o"+p=tgr (xe(—n/2,7/2)); Utmutatds Megoldds
iii) ©"—4¢' +4p = x; Utmutatds Megoldds
w) 220" — 3wy +3p =x; Utmutatds Megoldds

v) (2x+1)%¢" —4(2x+1)¢'+8p = 0. Utmutatds Megoldds
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3. fejezet

Utmutatasok

Utmutatas a 2.1.1. feladat megoldasahoz.

i) A differencialegyenlet szétvalaszthato valtozoju.

Vissza a feladatokhoz

ii) A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozojura visszavezethets, valtozoban homogén.
Vissza a feladatokhoz
iii) A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozojira visszavezethetd, egyszert atrendezéssel (2.1.10)
alakra hozhato.
Vissza a feladatokhoz
iv) A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozojira visszavezethetd, egyszert atrendezéssel (2.1.10)
alakra hozhato.

Vissza a feladatokhoz

v) A differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozojura visszavezethetd, (2.1.9) alaku.

Vissza a feladatokhoz

vi) A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozojiura visszavezethetd, (2.1.15) alakra hozhato.

Vissza a feladatokhoz

vii) A differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozojira visszavezethetd, (2.1.15) alakra hozhato.

Vissza a feladatokhoz
Utmutatas a 2.1.2. feladat megoldasahoz.

i) A differencidlegyenlet inhomogén linearis.

Vissza a feladatokhoz

ii) A differencialegyenlet inhomogén linearis.

Vissza a feladatokhoz

iii) Terjiink at ¢ helyett az inverzére. A differencialegyenlet ¢ ~!-re vonatkozéan inhomogén line-
aris.

Vissza a feladatokhoz

87
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iv) A differencidlegyenlet elsérendi linearisra visszavezethetd, Bernoulli-tipusu.

Vissza a feladatokhoz

v) A differencidlegyenlet elsérendii linearisra visszavezethetd, Bernoulli-tipusi.

Vissza a feladatokhoz
Utmutatas a 2.1.3. feladat megoldasahoz.

i) A differencidlegyenlet egzakt.

Vissza a feladatokhoz

ii) A differencidlegyenlet egzakt a RT x R halmazon.

Vissza a feladatokhoz

iii) A differencialegyenlet egzakttéa tehets. Csak z-t6l fiiggd multiplikator talalhato.

Vissza a feladatokhoz

iv) A differencidlegyenlet egzakttéa tehetd. p(x, @) = g(z)h(p) tipust multiplikator talalhato.

Vissza a feladatokhoz

v) A differencidlegyenlet egzaktta tehets. pu(z, p) = u(xyp) tipust multiplikdtor talalhato.

Vissza a feladatokhoz

Utmutatas a 2.2.1. feladat megoldasahoz.

i) A differencialegyenlet hidnyos, (2.2.2) alak. Vissza a feladatokhoz
ii) A differencialegyenlet hianyos, (2.2.3) alak. Vissza a feladatokhoz
iii) A differencidlegyenlet hianyos, (2.2.3) alak. Vissza a feladatokhoz
iv) A differencidlegyenlet hidnyos, (2.2.2) alakd. Vissza a feladatokhoz

Utmutatas a 2.2.2. feladat megoldasahoz.

i) A differencidlegyenlet masodrendd konstans egyiitthatos inhomogén lineéris.

Vissza a feladatokhoz

ii) A differencialegyenlet masodrendi konstans egyiitthatos inhomogén linearis.

Vissza a feladatokhoz

iii) A differencialegyenlet masodrendii konstans egyiitthatés inhomogén linearis.

Vissza a feladatokhoz

iv) A differencidlegyenlet méasodrendii inhomogén linearis, Euler-tipust.

Vissza a feladatokhoz

v) A differencidlegyenlet masodrendii inhomogén lineéris. ¢ = (2x+1)* alakban keressiik a meg-
oldést.

Vissza a feladatokhoz



4. fejezet
Megoldasok

2.1.1. feladat megoldasa

i) A differencialegyenlet szétvalaszthato valtozoja. Az 1+¢? sehol sem nulla, tovabba feltételez-
ve, hogy 0 ¢ D, az egyenletet rendezve és integralva kapjuk, hogy

zo(l+z )Zi = 1+4¢? [ -dw:z(14+22) (1442)
1
/1f¢2dgo - x( 1+$2)d:v
% / 1_2:02 . % / 1—|—:172 Ju=z?  du=20da
%ln|1+502| - %/ u+1
In(1+¢%) = /%du
In(14+¢?%) = /%_%ﬂduzln\ul—ln]u—i—l]—l—cl (c1 €R)
n(1+¢* = In |u|j-|1|+cl (p eR) Je~
1+¢° = e uL—i—l‘ (t€R) Je:=e2

2 z? +
1 = c—— eR™).
Ty 2 +1 (c )
Ezzel a feladat megoldasat implicit fiiggvényegyenlet formajéban megkaptuk. Jelen esetben a
differencislegyenlet megoldéasat explicit alakban is konnyen megadhatjuk!:

2 1 1
o)==+ Cmf——l—l_l (e>1l,zeRz> VY T <~/

)

Vissza a feladatokhoz

LA képletben szereplé =+ jel nem fiigg z-t61, azaz a megoldésok p(z) = W/ngi; —1, vagy p(z) = _W/ngiil -1

(c>1,zeR,z> /- vagy x < —,/-L;) alakuak.

89
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ii) A differencidlegyenlet az x = 0 pontban nem értelmezhetd. Keressiink megoldast a (0, 400)
intervallumon. Az egyenlet mindkét oldalit x-szel leosztva lathatjuk, hogy véltozoban ho-
mogén. Végrehajtva a p(x) = ¢(z) -z x € D, helyettesitést (¢'(z) =¢'(z)x+¢(z)) kapjuk,
hogy

Y'r+ip—p=tg,
melybdl atrendezéssel és ¢ = % jelolést hasznalva
dy _ tgy
dx x

szétvalaszthato valtozoju differencialegyenlet adodik.
— Hasiny =0, akkor ¢y =kw (k€Z) a d.e.-nek megoldésa, tehat a p(v)=knx (k€Z,2>0)
fiiggvénysereg az eredeti differencidlegyenletnek megoldésa.

— Olyan megoldéasokat keresiink, ahol sint # 0 a Dy, intervallumon. Rendezés utan a

09swdw: @
sin ¢ x

egyenlethez jutunk. Integralassal kapjuk, hogy

/ Z?szdw = d?x (sin’ 9h=cos 1)
Injcosyy| = Inlz|+ec; (a1 €R) Je~
lcosy| = |z|- et (1 €R) Je:=e2
|cosy| = clz| (ceRT).

Mivel a | cos| fliggvény csak 0 és 1 kozotti értékeket vehet fel, ezért x sziikségképpen a
(0,1) intervallumba esik. A cos fiiggvény periodikus, ezért a fenti fiiggvényegyenletnek
végtelen sok megoldasa van. Egy ezek koziil:

1
() = arccos(cr) (ceRT,0<z<-),
c

melybdl a

o(z) = warccos(cz) (ceRT,0<z< %)
fiiggvény adodik.
Vissza a feladatokhoz
iii) Az egyenlet egyszerd atrendezéssel (2.1.10) alakra hozhato:

p oot
p—x+2
ahol g(y) =y (y € R), feltételezve, hogy ¢(z)—2+2#0 (x € D). Az

y—z+1 = 0
y—r+2 = 0
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egyenletrendszernek nincs megoldésa, a két egyenlet altal meghatarozott egyenesek parhuza-
mosak. Bevezetve az (z) = p(z) —z (v € D,,) jelolést, derivalassal

V(@) =¢'(z)-1 & @@)=¢()+1 (reD,)
adodik. Végrehajtva a helyettesitést 2.1.1/iii)-ben kapjuk, hogy
—p—1+W+2)W'+1)=0 = 1+@W+2Y'=0 < (Y+2)¢' =-1.

Beirjuk az ¢’ = % jelolést, beszorzunk dz-szel és integralunk. Ezzel az i-re vonatkozé diffe-
rencidlegyenletiink megoldasahoz jutunk:

(Y+2)dp = —dz [/ |
Vv+2du = — [ dx
froam -]

7—1—21/1 = —x+c (ceR),

melybdl ¢ kifejezhetd:
(r)=—-244-2(x—c) illetve Y(z)=-2—+/4—2(x—c) ((ceR,zeRx<c+2).

Visszairva az ¢ (z)=¢(x)—x helyettesitést, a 2.1.1/4i7) differencialegyenlet megoldésait kapjuk
meg explicit alakban:

plr)=x—24+\/4-2(x—c) illetve p(x)=2x—2—/4—2(x—c) (ceR,xz Rz <c+2).
Vissza a feladatokhoz

Az egyenlet egyszerd atrendezéssel (2.1.10) alakra hozhato:

P 20+3p—5

4.0.1
T +4p ( )

ahol g(y) =y (y € R), feltéve, hogy z+4p(x) #0 (z € D,,). Keressiikk meg a

20+3x—5H =
r+4x =

egyenletrendszer megoldasat. A méasodik egyenletbdl © = —4y adédik, melyet az els6be behe-
lyettesitve kapjuk, hogy

2(—4y)+3y—5=0 < —=8y+3y—5=0 & y=-1 = z=4.

Tehét az egyenletrendszer megoldasa az (4; —1) szampér. Ez alapjan atirjuk 2.1.1/iv)-ben a
lineéris kifejezéseket :

(z—4)+4(p+1))¢ =2(x—4)+3(p+1) =0

A megoldésokat a (—o0,4), illetve a (4, 00) intervallumokon keressiik. Ebben az esetben mind-
két oldalt leosztjuk x —4-gyel:

p+1

p+1
1+4— go/ =243
( a:’—4)

=0
r—4
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Bevezetve a ¢(x) = % (z € D,) jelolést, x —4-gyel beszorozva, derivalassal

(e+1)(x) =((z=¢(x)) <« ¢'@)=¢@)+@-1)¢(x) (zeD,)

adodik. Végrehajtva a helyettesitést kapjuk, hogy
1
(1+4)(p+(z=1)Y") =243 <& (1+4¢xx—1mw:—4¢2+2¢+2=rﬂq¢—1x¢+§y

A jobb oldal pontosan akkor nulla, ha ¢=1 vagy ¢»=—1/2. Ezért ¢»=1 és y=—1/2 megoldasok.
Visszahelyettesitve a ¢ = ff—i kifejezést, p-re két megoldast, nevezetesen
2—x

o(x)=x-5 és o(x) = 5 (x € (—00,4) vagy z € (4, +00))

kapunk.?
A tovabbiakban olyan megoldast keresiink, melyre ¢ # 1 és ¢ # —1/2 a D, intervallumon és®
D, C (—o0,1) =:I; vagy Dy, C (1,00) =: I5. Az egyenletet rendezve, integralva a differencial-
egyenletiink megoldasdhoz juthatunk.
1+4 1
W gy &/ g
-4 -=1)(¥+3)

r—1
1449 B 1 .
/—4(¢—1)(¢+%)dw = /x—ld (4.0.2)

A bal oldalon egy racionalis tortfiiggvény integralja szerepel. Ennek kiszamitasihoz az integ-
randust elemi tortekre bontjuk. Keressiik azokat az A, B valds szamokat, melyekre

bt A B er\{1,-1/2))

—4(t—-1)(t+3) t—1 t+3

teljesiil. Mindkét oldalt beszorozva a bal oldal nevezgjével,
1
144t =—4A(t+ 5) —4B(t—1) =t(—4A—4B)+(—-2A+4B)

adodik. Mindkét oldalon polinom all. Két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha egyiittha-
tojuk megegyeznek. Egyiitthato-egyeztetés modszerével kapjuk tehét, hogy

—4A—4B = 4
—2A+4B = 1.
A két egyenletet Osszeadva A és B kiszamolhato:

1 1
—6A=3 = A=-——- = B=-—-.
2 2

2Ha behelyettesitjiik az adott fiiggvényeket (4.0.1) egyenletbe, akkor

, 2x+4+3(x—5)—5 , 204+3(1-2/2)-5 1
=5 =—im=ps U=/ =— i)~ 2

adodik, ami valéban teljesiil nem csak az adott intervallumokon, hanem R-en is.

3Az x = 4 pontot egyelére megengedjiik, mert a v-re vonatkozé d.e. igy is értelmezett.
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Ezek alapjan az integral mar kiszamolhato:

1+4v 1 1 1 1 B _
/—4(w—1)(¢+%)d¢_ 2/¢—1+¢+1/2dw_ g (Inly=1l+Infy+1/2)
1

V- Dw12)

Visszahelyettesitve (4.0.2)-be a 1)-re vonatkozé differencidlegyenlet megoldasat implicit alak-
ban kapjuk.

\/| w+1/2)|:ln|x—1|+cl (ClER)

Mindkét oldalt e-ad alapra emelve kapjuk, hogy

¢r w+umr: =™l ek)

Kw—walﬂN = (eml)yen
—2c1 1 2
(=1 +1/2)| = e Go1e Jei=c¢
s 1 L c
|9 —§¢—§| = o1y (ceRY),

melybd6l ¢ > 1 esetben

1/4 <1 <1 esetben

P(x) = v 1 =D (ceR", z € (—o00,1—4v/c) vagy z € (1+4+/c, +00),

—1/2 <) < 1/4 esetben

P(z) = _ P (ceRY 2 € (—o0,1—44/c) vagy = € (1+4+/c, +00),

() = 1 (ceR*,x €l vagy x € L)
fﬁggvények adédnak
A ¢Y(z) = +1 helyettesitést visszairva 2.1.1/iv) megoldasait kapjuk, melynek felirasatol

most eltekmtunk 4

Vissza a feladatokhoz

4Ellendrizhets, hogy a ¢ fiiggvény értelmezési tartoméanya kiterjeszthetd a v fiiggvény értelmezési tartoméanyara.
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v) Az egyenlet (2.1.9) alaki. Bevezetve a ¢(z) =22+ 3p(x) (z € D,,) jelélést, derivalassal

P'() =2
3

) =243¢(x) & @(x) = (z €Dy =Dy)

adodik. Végrehajtva a helyettesitést, kapjuk, hogy

Y-
3

2:—2’¢2 = w/:2_6¢2

A ) = £1//3 fiiggvények nyilvan megoldasai a differencidlegyenletnek, melybél a 2.1.1/v)
differencidlegyenlet két partikularis megoldéasa:

Yot Zop) wemw)

20+ 3p(x) = j:L & px) = 3£ 5

V3

A tovébbiakban olyan megolddsokat keresiink, melyekre ¢ # +1/v/3 (x € D). Ekkor a yal-
tozokat” szétvalasztjuk és integralunk:

e o [

A bal oldalon egy racionalis tortfliggvény szerepel. Ennek kiszamitasahoz az integrandust
elemi tortekre bontjuk. Keressiik azokat az A, B valos szamokat, melyekre

A B

1
= + ueR\{£1/V3
2u—1/vV3)(u+1/V3) u—1/v/3 u+1/V3 ( VE/VEY
teljesiil. Mindkét oldalt beszorozva a bal oldal nevez§jével,
2A—-2B

1=2A(u+1/v3)+2B(u—1/v3) = u(2A+2B) + 75

adodik. Mindkét oldalon polinom all. Két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha egyiittha-
tojuk megegyeznek. Egyiitthato-egyeztetés modszerével kapjuk tehéat, hogy

2A+2B = 0
2A—2B = /3.

A két egyenletet Gsszeadva A és B kiszamolhato:

4A=V3 = A:\/Tg = B:—\/Tg.

Ezek alapjan az integral mar kiszamolhato:

/2d2¢2 f/w 1/\f f/wﬂ/f

_ V3 f =13 1/V/3]
- (- 1/vV3|—In[y+1/V3|) = T TV
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Visszahelyettesitve kapjuk, hogy

V3, [-1/V3|

e W—H/\/_] = z+c (ceR)
VY T I
"osve - et
W 1/\/_| _ 67(96-1-6) (c€R),

[¥+1/V3|
melybél 1 > 1/y/3 esetben

@D(m)—% Ew +1 (ceR,z € (—¢,+00))
—1/V3 < < 1/4/3 esetben
1 1—eval@t
W(r) = ﬁe%(“’—“u—l (ceR,z € (—o0,+00)),

mig ¢ < —1/\/5 esetben

1 e%(x-{—c) +1
\/g e%(x—i—c) 1

fiiggvények adodnak. Visszahelyettesitve a ¢(z) = 2z +3p(x) (v € Dy) kifejezést, a 2.1.1/v)
differencidlegyenlet megoldasat kapjuk, melynek elvégzését az olvasora bizzuk.

W(x) = (ceR,x € (—00,—c))

Vissza a feladatokhoz

A differencidlegyenlet értelmezési tartomanyanak a pozitiv vagy a negativ valos szamok hal-
maza valaszthato. Egyszeri atalakitasok utan a differencidlegyenlet (2.1.15) alakra hozzuk:
2 /x2e

P=¢—— = ey = el(ep) -2). (4.0.3)

Bevezetjiik az ¢(z) = z¢(z) (x € D,,) jelolést, derivalassal

¥(x) vy (x) —y(x)

V() = p(x) + e (x) = o (z €Dy =Dy)

trg'(z) & ¢(r)=
adodik. Végrehajtva az ¢(x) =x¢(z) (v € D,) helyettesitést (4.0.3) egyenletben kapjuk, hogy

2P0 sy =g 1)@ +2).

A jobb oldal pontosan akkor nulla, ha ¢ =0 vagy v = 1 vagy ¢ = —2. Ebbdl kovetkezik,
hogy ¥ =0, ¢ =1 és ¢ = —2 megoldasa a 1-re vonatkozé differencidlegyenletnek mindkét
intervallumon. Ebb6l ¢ =0, o =1/z és o = —2/x (x € RT vagy x € R7) fliggvények adodnak
2.1.1/vi)feladat partikularis megoldasaként. Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy ¢ = 0 nem, mig
o =1/z és p=—2/x megoldas.®

’Ez a ,hamis” gyck azért keletkezett, mert a differencidlegyenlet atalakitasa sordn -vel beszoroztunk.
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A tovabbiakban olyan megoldasokat keresiink, melyekre 10, ¥ #1, 1 #—2 teljesiil a D, inter-
vallumon. Ekkor rendezziik az egyenletet és integralassal a ¢-re vonatkozé d.e. megoldasdhoz
jutunk:

1 1
G Dwi® = 2

%MW - /3
/e = [

1 1
i)t - [

1
g(ln|¢—1|—lnw+2|) = In|z|+¢ (c1 €R)
:Z%—Q; = 3n|z|+3c; JeT c:=e
-1 c
T e*z]* (ceRT),
ahonnan ¥ > 1 esetben
2ca3+1 " 1
Qﬁ(I)—m (ceR ,$€(07%)),
—2cr3+1 1
S R*,z € (———.0
Vo) =—r 5 (ceRTze( 7 ),
—2 <1 < 1 esetben
1—2¢x3
lﬁ(w)zm (ceR",z € (0,00)),
14 2ca?
Y(x) = T (ceRT, z € (—00,0)),
mig 1 < —2 esetben
2cx® +1 n 1
@D(l"):l_—cmg (ceR ,ﬂfé(%ﬂroo)),
—2cx3+1 n 1
WFW (ceR 7336(—00,—%))

fliggvények adodnak.

A o fiiggvényeket z-szel elosztva, a 2.1.1/vi) differencidlegyenlet megoldésait kapjuk, melynek
elvégzését és a d.e. teljesiilésének ellendrzését az olvasora bizzuk.

Vissza a feladatokhoz

vii) A differencidlegyenlet értelmezési tartomanyanak a pozitiv vagy a negativ valos szamok hal-
maza valaszthato. Egyszeri atalakitasok utan a differencidlegyenlet (2.1.15) alakra hozzuk:

©® 2 /-x?
o=T— 1B alap)d = plep—2). (4.04)
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Bevezetjiik az ¢(z) = z¢(z) (x € D,,) jelolést, derivalassal

@ng@’(x) & ¢r)= ) ~$lo) (r €Dy =D,)

V(@) = pla) a0 (z) = -

adodik. Végrehajtva az ¢(x) =x¢(z) (v € D,) helyettesitést (4.0.4) egyenletben kapjuk, hogy

/
O I L Y

x x x
A jobb oldal pontosan akkor nulla, ha @ = 0 vagy ¢ = 1. Ebb6l kiévetkezik, hogy ¢ = 0
és ¢ = 1 megoldasa a -re vonatkoz6 differencidlegyenletnek a pozitiv és a negativ valos
szamok halmazan is. Ebbdl ¢=0 és =1/ fiiggvények adoédnak 2.1.1/vii)feladat partikularis
megoldasaként. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy ¢ =0 nem, mig o =1/ (x € RT vagy z € R™)
megoldas.5

A tovébbiakban olyan megoldasokat keresiink, melyekre ¢ # 0, 1) # 1 teljesiil a Dy, interval-
lumon. Ekkor rendezziik az egyenletet és integralassal a i-re vonatkozo6 d.e. megoldésahoz
jutunk:

1 2
Tldlb = ;dﬁ /

(4

1 2
Injyy—1 = 2In|z|4+c; /e7 (c1 €R)
-1 = e*-2® Jc:=e2

=1 = c® (ceRY),

ahonnan v > 1 esetben
Y(x)=1+cx® (ceR" z€R" vagy 2 € R7),

mig 1 < 1 esetben
Y(x)=1—cz® (ceRT,z€R" vagy 1 €R")

fiiggvények adodnak. A 1) fiiggvényeket x-szel elosztva, a 2.1.1/vii) differencialegyenlet meg-
oldasait kapjuk, melynek elvégzését és a d.e. teljesiilésének ellenGrzését az olvasoéra bizzuk.

Vissza a feladatokhoz
2.1.2. feladat megoldasa

i) A differencidlegyenlet inhomogeén linearis. A megoldasokat az [:=(—o00, —1) és Ir:=(—1, 4+00)
intervallumokon keressiik. Az altalanos alakhoz (z -+ 1)?-nel valo leosztéssal jutunk:

2

! - = I L,).
o' (z)+ " 190(90) CESIE (x € I vagy x € 1)
A definicioban hasznélt jeldlésekkel:
x) = x) = x vagy :
p — ¢ CEEE | vagy x € I

5Ez a ,hamis” gyck azért keletkezett, mert a differencidlegyenlet atalakitasa sordn -vel beszoroztunk.
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1. lépés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A

3
z+1

@' () +

p(x)=0 (ze€l vagy x € I5)

homogén egyenlet altalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e=7(®) (c€R, rel;, j=1,2) alakq,
ahol P a p fliggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

3
P(x):/ +1dx:3ln|x+1|:ln|x+1|3 (x € I vagy x € ),
T

ezért a homogén egyenlet megoldasara

i (@) = e (ceR,z €I vagy = € )

adodik.
2. lépés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varialas modszerével. A partikularis megoldast

c(x)

900(3:) = @fh<x> = (1}—1-1)3 (33‘ €Iy vagy z € [2)

alakban keressiik. Mivel ¢y az inhomogén egyenlet megoldésa, ezért

2
(x+1)2

wo(z)+ po(x) = (x € ) vagy = € I).

r+1
egyenlet teljesiil. Felhasznalva a

¢6(x) _ C/(ﬂf)(l'—{— 1();;;;?)3(1‘+ 1)2 (I cl vagy € I2>

azonossagot kapjuk, hogy

c’(x)(x+1)3—c(x)3(ac+1)2+ 3 ) _ 2
(x+1)8 z+1 (x+1)3 (x+1)2
LJ}) — 2 /'(%—1—1)3
(x4+1)3 (x41)2
d(x) = 2z+2

= /2x+2d:c:x2+2x

A partikuléris megoldas tehat

Pin(T) = (x;jf)ﬁ (x €I, vagy x € I,).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az els6 két
lépés eredményét Gsszeadva az 2.1.2/i) inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldéasat
kapjuk:

Ph() = ph(@) + ¢l (v) = 253 (c€R, @€ (—o0,—1) vagy z € (1, +00)).
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Vissza a feladatokhoz

ii) A differencialegyenlet inhomogén lineéris. A definicioban hasznalt jelolésekkel:
p(z) = cosx, q(z) =sinxcosx (z € R).
1. l1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A
¢'(x)+coszp(x) =0 (z€R)

homogén egyenlet dltaldnos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e~ 7@ (c € R,z € R) alaki, ahol
P a p fiiggvény primitiv fliggvénye. Mivel p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

P(x):/cosxdx:—sinx (x € R),

ezért a homogén egyenlet megoldésara

oi(zr) =ce™®  (ceR,z€R)

adodik.

2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varialas moédszerével. A partikularis megoldéast

po(@) = @l (@) = cla)e ™ (€ R)
alakban keressiik. Mivel g az inhomogén egyenlet megoldéasa, ezért
©oo(z)+po(x) cosz =sinxcosz  (z €R)
egyenlet teljesiil. Felhasznalva az
op(r) = (x)e " —c(x)e ™ cosx (v €R)

azonossagot, kapjuk, hogy

d(z)e™ ™" —c(x)e” ™" cosz+c(x)e” T cosx = sinzcosz
d(z)e ™% = sinzcosx
d(z) = e sinzcosw

melybdl ¢ integralassal szamolhato:

c(x) = / e®" ¥ sin x cos wdr = udu  =e'u— / edu=e"u—e" =¥ (sinx—1)
u=sinz du=cos zdz f(u)=e* g (u)=u
f(u)=e"  g'(u)=1

A partikularis megoldas tehat

b (r) = e (sine —1)e” 5% =sinx —1 (z €eR).
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3. 1épés. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasanak meghatarozasa. Az els két
lépés eredményét Gsszeadva az 2.1.2/ii inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldéasat
kapjuk:

oh (1) = pi(z)+ b, () =ce ™ +sinz—1  (c€R, z€eR).

Vissza a feladatokhoz

A differencialegyenlet nem linearis. Tegyiik fel, hogy a 2.1.2/iii differencialegyenletnek létezik
olyan ¢ megoldasa, melynek van differencidlhaté inverze. Ekkor az inverzfiiggvény differenci-
alasi szabélya alapjan az inverzfiiggvény derivaltja ﬁ.

A 2.1.2/ii d.e-et atfogalmazzuk az ¢(z) := ' (z) (z € R,) fiiggvényre. Keresiink olyan ¢ €
€ J — R fiiggvényt, melyre teljesiil a

2e" —p(x) =¢'(x) = ¢(2)+P(x)=2e" (zeJCJ)

differencidlegyenlet. Ez a d.e. 1-re vonatkozéan inhomogén linearis. Keressiink megoldést a
valés szamok halmazan.

1. l1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A

V() +¢(x) =0 (x€R)

homogén egyenlet ltalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7@ (z € R, c € R) alaki, ahol
P a p(x) =1 fiiggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p fliggvény egy primitiv fiiggvénye

P(x):/ld:vzx (x € R),

a homogén egyenlet megoldésara

Yi(x)=ce™™  (ceR,z€R)

adodik.

2. 1épés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasianak megkeresése kons-
tans varialas modszerével. A partikularis megoldast

bo(w) =iy (x) = c(x)e”™ (v €R)
alakban keressiik. Mivel 1y az inhomogén egyenlet megoldésa, ezért
() +1o(x) =2¢" (z €R)
egyenlet teljesiil. Felhasznélva a
o(z) = (z)e ™ —c(x)e™ (z€R)

azonossagot, kapjuk, hogy

d(x)e ™ —c(x)e " +e(x)e™ = 2€°
d(x)e™ = 2€°

d(x) = 2e**

c(z) = €.

A partikularis megoldas tehat
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b(x)=e* e " =¢" (x e R).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsG
két 1épés eredményét dsszeadva a (2.1.28) inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

in(2) = U(@) + 95, (x) =ce"+e”  (ceR,zeR).

A 1) fliggvény megfelels lesziikitéseinek inverzének kiszamitaséval a p-re a

Tr+Va?—A4c
n—

p(x) =1 5 (ceRy, z€R),
Va1
o(r)=1In % (c €ERT, z € (—o00,—2/c) vagy x € (2V/c, +oo)) ,
V214
o(z) =1n %C (ceRT, z € (—o00,—2Vc) vagy z € (2/¢, +00))

fiiggvények adodnak. Behelyettesitve a fiiggvényeket (2.1.29) egyenletbe ellendrizhetjiik, hogy
a kapott fliggvények valéban megoldasok, melynek elvégzését az olvasora bizzuk.

Vissza a feladatokhoz

A differencidlegyenlet Bernoulli-tipusi, a = 3 > 0. Olyan megoldasokat keresiink, melyekre
R, C (0,400) teljesiil.

1. 1épés. Differencidlegyenlet atalakitisa linearis egyenletté valtozocserével.

Osszuk le 2.1.2/iv mindkét oldalat ¢3®-nal:

Yo 3 cosr+p ?sine =—1 (4.0.5)
Bevezetjiik a
Y= 2 (4.0.6)
jelolést. Derivalassal kapjuk, hogy
_ (U
P ==20"" & 5 =¢ .
Végrehajtva a (4.0.6) helyettesitést a (4.0.5) egyenletben,
V' (z) . , sin @ 2 o
5 cosz+y(x)sinz=—1 < ¢'(x) 2cosx¢(x)_cosx (x€ly:=(—mn/24km, 7 /2+kT)),

(4.0.7)
inhomogén lineéris differencidlegyenlethez jutunk, ahol k € Z tetsz6leges.

2. lépés. Linearis differencidlegyenlet megoldasa.

Megkeressiik a (4.0.7) linearis differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

2.1. 1épés. A homogén egyenlet dltalanos megoldasianak meghatarozasa.
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sinx

V(x)—2

Cosxz/)(x) =0 (zely,keZ)

homogén egyenlet ltalanos megoldasa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7@ (c € R,z € I}, k € Z)
alaki, ahol P a p(x)=—222 (v [}, k€ Z) fiiggvény primitiv fiiggvénye. Mivel p fiiggvény
egy primitiv fiiggvénye

i 2
P(x)= /—QEE;id:E :/adu:21n|u| =1In(cosz)? (v € I, k€,
u=cosx, du=—sinzdzr

a homogén egyenlet megoldasara

i () = cemInlcose)® — e (ceR,xz el keZ)

(cosx)

adodik.

2.2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasdnak megkeresése kons-
tans varialds moédszerével.

A partikularis megoldast

Yo(z) = b (x) = c(x) (x el kel)

cos?
alakban keressiik. Mivel ¢y a (4.0.7) inhomogén egyenlet megoldésa, ezért
o(x) —2

egyenlet teljesiil. Felhasznalva a

sinx

Volz) = —— (z el keT)

COsS X COS ™

1 c(x)sinx
fx)=¢ 2 el kel
Volw) = () cos? x + cos® x (v €1y )
azonossagot, kapjuk, hogy
sin x sinx 1 2
/ 2 _ —
¢(z) cos?x +2¢(z) cotx  “cosz costx CoS T
¢ () 1 B 2
cos2x  cosx
d(x) = 2cosx
c(x) = 2sinz.
A partikularis megoldas tehat
h(r) =2sinr—— (v €I, k€Z).

2.3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa.

Az el6z6 két 1épés eredményét Osszeadva az (4.0.7) inhomogén differencidlegyenlet altala-
nos megoldasat kapjuk:

Vi, (2) = Y (x) +9h(2) = e+ 2002 (ceR,z €I}, k€ Z).

cos? cos?
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3. 1épés. 2.1.2/iv differencialegyenlet altalanos megoldasianak meghatarozasa.

(4.0.6) alapjan az eredeti, 2.1.2/iv differencidlegyenlet pozitiv értékeket felvevs megoldasai:
(2) 1 | cos’x
€T = = _—
14 V() c+2sinx
- 1 | cos?w
. /1)(x) ~ Ve+2sinz

1
ceR c> 5, D@:[k,kGZ),

(
1 1 .
(ceR,—=<c< =, Dy={x €l | sinx>—-2c},keZ).

o(x 5 5

O

Vissza a feladatokhoz

A differencialegyenlet Bernoulli-tipusa, = 1/2 > 0. Olyan megoldasokat keresiink, melyekre
R, C (0,400) teljesiil.

1. l1épés. Differencidlegyenlet atalakitasa linearis egyenletté valtozocserével.
Osszuk le 2.1.2 /v mindkét oldalat ¢2-nel:

/

Y —_
ﬁx—zl\/—_ 1 (4.0.8)

Bevezetjiik a
Yi=4/p (4.0.9)
jelolést. Derivalassal kapjuk, hogy

11 o
R T T
2V Ve

Végrehajtva a (4.0.9) helyettesitést a (4.0.8) egyenletben,

20/ (0)r—dp(x)=—-1 & Y'(z)— %w(x) = —% (x € (—00,0) vagy x € (0,+00)) (4.0.10)

inhomogén lineéris differencidlegyenlethez jutunk.
2. 1épés. Linearis differencidlegyenlet megoldasa.
Megkeressiik a (4.0.10) linearis differencialegyenlet altalanos megoldasat.
2.1. 1épés. A homogén egyenlet dltalanos megoldasianak meghatarozasa.
A
Y() = 20() =0 (x € (~00,0) vagy 7 € (0, +00))

homogén egyenlet altalanos megolddsa 2.1.2. tétel alapjan c-e 7™ (c € R,z € (—
—00,0) vagy z € (0, +00)) alaku, ahol P a p(z)=—2 (z#0) fiiggvény primitiv fiiggvénye.
Mivel p fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

2
P(z)=— / Ed:z: =2In|r|=—In2* (z€(—00,0) vagy = € (0, +00)),

a homogén egyenlet megoldasara

Pi(z) =ce™” =ca®  (ceR,x € (—00,0) vagy z € (0, +00))
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adodik.
2.2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasdnak megkeresése kons-
tans varialds moédszerével.
A partikularis megoldast
Yo() = ¥y, (x) = c(w)a”
alakban keressiik. Mivel ¢y a (4.0.10) inhomogén egyenlet megoldésa, ezért
1

() — %%(x) =5 (#€(~00,0) vagy 7 € (0, +00))

egyenlet teljesiil. Felhasznélva a
Yo(r) = (z)2® +c(x)2x (x € (—00,0) vagy z € (0, +00))
azonossagot, kapjuk, hogy

A partikularis megoldas tehat

b(x) = L2 = % (x € (—00,0) vagy x € (0, +00)).

T 422

2.3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa.

Az el6z6 két 1épés eredményét Osszeadva az (4.0.10) inhomogén differencidlegyenlet alta-
lanos megoldasat kapjuk:

(@) =) +f(r) =ca®+5  (c€R,x€(—00,0) vagy z € (0, +00)).

3. 1épés. 2.1.2/v differencidlegyenlet altalanos megoldasianak meghatarozasa.

(4.0.9) alapjan az eredeti, 2.1.2/v differencidlegyenlet altalanos megoldasénal csak a i > 0
fiiggvényeket vehetjiik alapul. Igy az altalanos megoldasra

pla) = ¥(x) = (e +7)° (c€R)

adodik, ahol D,={z € (—00,0) | cx?+1>0} vagy Dy,={z € (0,+00) | cz?+1>0}. Egy-
szertien ellenérizhetd, hogy az értelmezési tartomény kiterjeszthetd a nullaval, és a kapott
fliggvények ,Osszeragaszthatok”, azaz a differencidlegyenlet megoldéasai

1
p(r)=(cr®+7)" (c€ERDy={r€R | c’+1>0})

képlettel megadhatok. U

Vissza a feladatokhoz
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2.1.3. feladat megoldasa
i) A differencialegyenlet (2.1.45) alaki, melyben

P(r,y)=¢" & Qv,y)=z-e"—2y.

1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. A P, () fiiggvények értelmezési tartoménya U = R2.

Mindkét fiiggvény folytonosan differencidlhato, a P, Q) fliggvények megfelels parcialis derivalt-
jai:

/ —
Py (LL’, y) - ey
Qu(z,y) =€,
azaz teljesiil a P, (z,y) = Q,(v,y) feltétel is, ezért a 2.1.3/i differencidlegyenlet egzakt.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Mindkét modszer segitségével megmutatjuk a pri-
mitiv fliggvény keresését.

Vonalintegral segitségével. A g fiiggvény primitiv fliggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk
meghatirozni R? tartomény barmelyik pontjabol nézve. Legyen példaul a:=(0,0) a kezdpont.
Ekkor (2.1.48) alapjan g = (P, Q) primitiv fliggvényére

xT

y y
G(m,y):/P(t,ag)dt+/Q(x,t)dt:/eodt—l—/x-et—Qtdt:
az 0

0

x

(4.0.11)

al
=z+z- [et}zg— [tﬂzz =x+z-(e—1)—y* =x-¢V—y>
adodik.
Két egymas utani primitiv fliggvény szamitasaval. Keressiik azt a G fiiggvényt, melyre
Gylz,y)=Plz,y)=e’ & Gy(z,y)=0Qz,y)=z¢"
Az els6 feltételt integraljuk:

Gla,y) - / ez +h(y) = e -2+ h(y), (4.0.12)
ahol h csak y-tol fiiggs fiiggvény. Célunk h meghatarozésa. A méasodik feltétel alapjan
Gy(z.y) = a% (e -x+h(y)) =" x+h(y) =z e’ 2y,

melyet rendezve kapjuk, hogy

h‘/(y) - _2y7
melynek h(y) = —y? egy primitiv fiiggvénye. h-t behelyettesitve (4.0.12) képletbe, g = (P, Q)
primitiv fiiggvényét kapjuk:

Gla,y) = a-e— g
Ugyanazt az eredményt kaptuk, mint (4.0.11)-ban.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a 2.1.3/i differencialegyenlet megoldasai az

r-eV—yP=c (ceR).
implicit fiiggvényegyenlet megoldasaival egyeznek meg.

Vissza a feladatokhoz
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ii) A differencialegyenlet (2.1.45) alaka, melyben
)

T
N N

1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. A P, Q) fiiggvények értelmezési tartomanya U=R?\{(0,0)},
ami nem téglalap. Lesziikitjiik az értelmezési tartoméanyt az R x R nyilt téglalapra.

P(z,y) = +cosz-siny  és  Qx,y) = +sinz-cosy.

A P, Q fiiggvények folytonosan differencidlhatok, a megfelel§ parcialis derivaltak:

P(z,y) = — =+ —————"2y+cosx-cos
W(@Y)=—5 G Y
1 y
Q(z,y)=—=- -2x +CoS T+ Cos Y,
( ) 2 (x2+y2)3

azaz teljesiil a P, (v,y) = Q) (z,y) feltétel is, ezért a 2.1.3/ii differencidlegyenlet egzakt.

2. lépés. Primitiv fiiggvény keresése. Mindkét modszer segitségével megmutatjuk a pri-
mitiv fiiggvény keresését.
Vonalintegral segitségével. A g fliggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk
meghatarozni
RT xR
tartoméany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a := (1,0) a kezdGpont. Ekkor (2.1.48) alapjan
= (P, Q) primitiv fiiggvényére

T

G(x,y):/Ptagdt+/thdt

al

+ cos t sin 0dt + +sin z cos tdt =

t
Vit /\/x2+t2
0
t=y _
=zr—1+ [\/332+t2} +[sinx~sint]i;g =r—1+/224+y>—Va?+sinz-siny =

t=0

=+v2x?2+y?+sinz-siny—1

(4.0.13)
adodik.
Két egymas utani primitiv fliggvény szamitasaval. Keressiik azt a G fiiggvényt, melyre
x

V==

Az els6 feltételbdl integralassal kapjuk, hogy

G (z,y)=P(z,y)= +cosx-siny  és G (x,y)=Q(z,y)= +sinx-cosy.

v
N

+cosz-sinydr +h(y) = /22 +y?+sinz-siny + h(y), (4.0.14)

G(%y)z/ \/:;Ty

ahol h csak y-tol fiiggs fiiggvény. Célunk h meghatarozésa. A masodik feltétel alapjan

EFi(z,y) (Vﬁ—i—y +sinz-siny+ h(y ))

Z\/%—l-smmcosy—i-h’(y): J
=Ty

V==

+sinx-cosy,
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melyet rendezve kapjuk, hogy
Wy) = 0  (yeR).
A h =0 egy alkalmas fiiggvény. h-t behelyettesitve (4.0.14) képletbe, g = (P, Q) primitiv

fiiggvényét kapjuk:
G(z,y) =22 +y?+sinz-siny.

Additiv konstanstol eltekintve ugyanazt az eredményt kaptuk, mint (4.0.13)-ban.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a 2.1.3/ii differencidlegyenlet altalanos megoldasa megegyezik a

r2+y?+sinz-siny = c (ceRg, (x,y) € RT xR).
implicit fiiggvényegyenlet megoldasaval. A megoldast explicit alakban nem tudjuk megadni.
Vissza a feladatokhoz
A differencidlegyenlet (2.1.45) alaku. Egyszertien leolvashato, hogy
P(z,y)=2"+y &  Qv,y)=—.
1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, Q fiiggvények megfelel§ parcidlis derivaltjai:
/
Py(z,y)=1
Q;(I', y) = _17

fgy a P)(z,y) = Q,(z,y) feltétel nem teljesiil, ezért alkalmas multiplikatort keresiink. Mivel

P;(x,y)—Q;(x,y) 2

Q(z,y) -z

nem fligeg y-t6l, ezért létezik csak x-t6l fiiggs multiplikdtor. Nevezetesen a

_2 _ -2 _
u(m) :ef 2 dx —e 21n|z| :elnx — 2

egy alkalmas multiplikator. p-val beszorozva a 2.1.3/iii differencidlegyenletet, a
(14 L)z — 2y =0 (4.0.15)
— x _—— pu— . .
x2 Y

egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol

y o 1
1(1’,y) + ZL‘Q €s Ql(x7y) T

Vegyiik észre, hogy P, és (), értelmezési tartomanya mar nem téglalap, mert nem tartal-
mazza az y tengely pontjait. Primitiv fiiggvényt ezért csak értelmezési tartoméanyanak egy
lesziikitésén, a H := {(z,y) € R* : z >0} halmazon keresiink.

2. 1épés. Primitiv fliggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. Az g fiiggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni a H
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tartoméany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a := (1,0) a kezdGpont. Ekkor (2.1.48) alapjan
az. f = (P, Q) primitiv fliggvényére

xT

Yy z Yy
0 1
G(a@y):/Pl(t,ag)dt—l—/Ql(a:,t)dt:/1+t—2dt+/—5dt:
as 1 0

ai

(4.0.16)

adodik.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (4.0.15) differencidlegyenlet megoldasai megegyeznek az

Y
—1-== eR
x el (c )

implicit fliggvényegyenlet megoldasaival. A megoldas jelen esetben explicit alakban is meg-
adhato:
o(r) =2 —x(c+1) (ceR, zeR"Y).

Ellenérizhetd, hogy az értelmezési tartomany kiterjeszthets a valos szamok halmazara. 7
Vissza a feladatokhoz

iv) A differencidlegyenletet (2.1.45) alakra hozzuk ekvivalens atalakitasokkal:
(e’ y+e*)dr+(—e" -z —e’)dy =0,
majd leolvassuk, hogy
P(z,y)=¢€"-y+e* ¢és Qz,y)=—€"-x—¢€".
1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, @ fiiggvények megfelel6 parcialis derivaltjai:

/
Py(x,y) =e’-y+e?

Q;;($7y) - _ex'x_exa

azaz a Py(z,y) = Q,(z,y) feltétel nem teljesiil, ezért multiplikatort keresiink. Mivel
P;(xv y) —Q;(m,y) = ey_y+€y+6$ rte’ = P(I,y) _Q(ZE, y) = (_1)Q($7 y) - (_1)P(Ia y)

alakra hozhato (lasd (2.1.58)), ezért létezik u(x,y) = g(x)h(y) (1 > 0) tipust multiplikator.
Nevezetesen a
,u(a:,y) _ ef—ld;r_ef—lydy — e TV

egy alkalmas multiplikator. Ezért a 2.1.3/iv differencialegyenletbdl a

(y-e"+e¥)do+(—z-e?V—e ") dy=0 (4.0.17)

"A differencislegyenlet nem csak egzaktta tehetd, hanem elsérendii inhomogén lineéris is, tehat az elsérendi
differencidlegyenletnél tanult modszerrel is megoldhato.
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egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol

—x

Pi(z,y)=y-e"+e ¥ é  Qi(r,y)=—-xz-eV—e¢

Pi,Q; értelmezési tartomanya szintén a R? tartoméany.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. A ¢ fiiggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni R?
tartomany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a := (0,0) a kezdGpont. Ekkor (2.1.48) alapjan
f= (P, Q) primitiv fiiggvényére

Yy Yy
G(z,y) :/Pl(t, ag)dt+/Ql(l‘,t)dt:/0'6_t+€_0dt—|—/—$'€_t—€_xdt:
0 0

ay az

T

t=x

= [t]izs+a e Zg —e i =ata (e V1) de T y=a-eVty-e?

adodik.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (4.0.17) differencialegyenlet megoldasai megegyeznek a

r-eV4y-e=c (ceR)

implicit fiiggvényegyenlet megoldasaival. Ezek a fiiggvények a 2.1.3/iv) differencialegyenletnek
is megoldésai.

Vissza a feladatokhoz
A differencidlegyenlet (2.1.45) alaku. Egyszertien leolvashato, hogy
P(z,y) = 3wy +2y* =y(3z+2y) &  Q(z,y) = 3wy +22% = 2(3y +27).
1. 1épés. Egzaktsag ellendrzése. P, () értelmezési tartomanya U = R2,
A P, Q fiiggvények megfelels parcialis derivaltjai:
Py(x,y) =3z +4y
Q,(z,y) =3y +4z,

azaz a P, (r,y) = Q. (v, y) feltétel nem teljesiil, ezért multiplikatort keresiink. Mivel

P;(x,y)—QfE(x,y) y—x o 1

yQ(z,y)—aP(z,y) xy-(y—z) ay

xy fiiggvénye, ezért 1étezik zy-tol fiiggs multiplikdtor. Nevezetesen a
h(t) = el 18 = el = |y

fiiggvény ® segitségével definialt
plry) =y
egy alkalmas multiplikator. Ezért a 2.1.3/v) differencialegyenletbdl a

(3x2y2 + 2y3) dx+ (3x2y2 + 2x3y) dy=0 (4.0.18)

8 A multiplikdtor esetében az abszolutérték jel elhagyhato.
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egzakt differencidlegyenlethez jutunk, ahol
Pi(z,y) =32""+2° & Qui(x,y) =327y +22%.

Py, Q; értelmezési tartomanya szintén az R? tartomany.

2. 1épés. Primitiv fiiggvény keresése. Vonalintegral segitségével keresiink primitiv fiigg-
vényt. A g fliggvény primitiv fiiggvényét a (2.1.48) képlet alapjan fogjuk meghatarozni a H
tartomany barmelyik pontjabol nézve. Legyen a kezd6pont a := (0,0). Ekkor (2.1.48) alapjan
f= (P, Q) primitiv fiiggvényére

T x

Yy Y
G(x,y)= / Py(t,az)dt + / Q1(z,t)dt = / 3t2.024+2-0%dt + / 32242 4+ 223 dt =
as 0 0 (4019)

ai

2 [T Y 5 [ Y 2 .3, .3 2
=3z 3 + 2z 5 =z -y +ay
t=0 t=0

adodik.

3. 1épés. Differencidlegyenlet altalAnos megoldasianak meghatarozasa. A 2.1.4. tétel
alapjan a (4.0.18) differencidlegyenlet altalanos megoldasai az

oyttt =c (c eR)

implicit fiiggvényegyenlet megoldasaival egyeznek meg. Ezek a fiiggvények a 2.1.3/v) differen-
cidlegyenletnek is megoldésai. ?

Vissza a feladatokhoz
2.2.1. feladat megoldasa

i) A differencidlegyenlet hianyos (2.2.2) tipusi, de mivel ¢’ sem szerepel az egyenletben, ezért
megoldasat két egymas utani integralassal kapjuk.

1
"z :/ dr =arcsin z+c¢; (¢ € R,z e (—1,1)),

melybdl parcialis, majd helyettesitéses modszerrel

o(x) = /arcsin r+cidr = /arcsin xdr+crx+co = /1~arcsin zdr 4ozt
fx)=1 g/(:v)zarcsinm
f (Z‘) = g (1') = ﬁ
. X . 1 2
= X-arcsin r — /ﬁdl’ “+c1x+c9g = x-arcsin .T—|-§/u QdU+Cll’+02_
u=1-22 du=—2xdx
(ze(-11))

= x-arcsin x++u+cxr+cy = x-arcsin x+V1—22+cix+cy (1,00 €ER,z € (—1,1))

Vissza a feladatokhoz

9A differencidlegyenletet x2-tel leosztva lathatjuk, hogy valtozoban homogén, tehat 2.1.1.2.1. fejezetben leirt
modszerrel is megoldhato.
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ii) A differencidlegyenlet hianyos, (2.2.3) tipust. Tegyiik fel, hogy ¢'(x) # 0 (x € D,). Ekkor
¢’ folytonossidga miatt ¢’ allando elGjeld, igy ¢ szigorian monoton, és ezért ¢ invertalhato,
tovabba o=t € D. Legyen ¢):=¢'op ™!, és hajtsuk végre az x:= ¢ *(t) (t €Dy-1) helyettesitést.
Ekkor (2.2.4) alapjan 2.2.1/ii d.e.

20" p+p* +9* =0 (4.0.20)

alakba irhato, ahol ¢ > 0, vagy ¥ < 0. A megoldast ¢t > 0, illetve ¢t < 0 esetben keressiik. A
(4.0.20) egyenlet szeparabilis. Beirva a ¢/ = % jelolést, rendezve és integralva kapjuk, hogy

2 1
w%1+¢ﬁfwh_ i &

/w T+ 07) ‘M’__/%dt

/w21+w2 Y=Inlt+e (& €R)

P2=u 2diyp=du

/ du /1 L du=tnjr|+eé
= [ ————du=In ¢
u(u+1) u u+l !

Injul—In|u+1]=In|t|+é /e~ u=y?eri=en

¢2
'[bQ—l—]_ :Cllt| (C1 ER+),
melybé6l ¢ > 0, ¢ > 0 esetben
Clt
t) = R* te€ (0, —
Vi) =10 (aeRY e (0,2))
¥ >0, t <0 esethben
—Clt
- R+ =
VD) =\ (R e (——0))
Y <0, t>0 esetben
_ Clt + 4
Q/}(t)— ]_—Clt (ClER >t€<0761>)7
mig ¢ < 0, t <0 esetben
_ | —atl + 1
w(t>_ ]_—f-Clt (CleR 7t€( Cljo))

fliggvények adodnak.

A tovabbiakban csak a 1 > 0, t > 0 esettel foglalkozunk. A t6bbi harom eset analég modon
targyalhato, melyet az olvaséra bizunk.

Visszairva a 1 := ¢’ o™}, t = () helyettesitést kapjuk, hogy

P (o) = 1?2 B O P (10.21)

azon I C R intervallumon, melyre
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A (4.0.21) differencidlegyenlet szintén szétvalaszthato valtozoju. Beirva a ¢ :j—f jelolést p-nek
x-t6l valo fiiggését nem jelolve, formélisan rendezve kapjuk, hogy

l—cp
1

dp=dzx (c; €R").

Mindkét oldalt integralva a d.e. megoldasat kapjuk:

1=
/\/ Clgpdgpz/daj (c; eRT
c1p
1—
/\/ Clgpdgpzxjtcg (c1 €RY, ¢y €R).
C2p

A fennmarado6 integralast helyettesitéses modszerrel tudjuk meghatarozni. Alkalmazva a

1—cp 1 1 1 1
V' e YT 14 L (1+2%)

helyettesitést kapjuk, hogy

I—cip 1 1 2/t2+1—1
\/ dp=—— [ t-——2dt=—— | ———dt =
/ c1p 7 1 (1412)? ) (1+1¢2)?
2

L L _dt=—2(arctg ¢ / : ) s
—— - = ——(arctg t — —_— =
o ) 182 (1+12)? o B (1+£2)2
———
t=tgu dt= Cosl2 udu
(ue(=m/2,7/2))
2 2 2 2 1 2
= —"arctg t+— [ cos®udu = ——arctg t+ — M U
C1 C1 C1 c1 2
2 2 (u  sin(2u) 1 sin(2arctg t)
=——arctgt+— | -+ =——arctg t+———————— =
C1 C1 2 4 C1 201
. l—cip
1 1= sin <2arctg " )
= ——arctg ay + ad .
c 1P 2¢q

Az integralt visszairva, az altalanos megoldast implicit alakban kapjuk:

. 1—cy
1 = sin (Qarctg c—f)
——arctg “ay + v

c1 Cc1p 2c1

=T +Co (61€R+, CQER)

Vissza a feladatokhoz

A differencilegyenlet hidnyos, (2.2.3) tipusi.'® Tegyiik fel, hogy ¢'(z) #0 (z € D). Ekkor
¢’ folytonossidga miatt ¢’ allando elGjeld, igy ¢ szigorian monoton, és ezért ¢ invertalhato,
tovabba ¢t € D. Legyen ¢):=¢'op ™!, és hajtsuk végre az x:= ¢ (t) (t€Dy-1) helyettesitést.
Ekkor (2.2.4) alapjan 2.2.1/iii d.e.

Y'Y+t=0 (4.0.22)

10A differencidlegyenlet konstans egyiitthatés masodrend homogén linearis differencidlegyenletként is megold-
hato lenne.
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alakba irhato, ahol ¢ >0, vagy ¢ <0. A 2.2.1/iii egyenlet szeparabilis. Beirva a ¢’ = % jelolést,
rendezve és integralva kapjuk, hogy

bdp——tdt /]
wdip = | —tdt
/ ¢2 /t2
7:—5—#01 (c €R)  Ja2,/

(O] = V21— (a1 €RY € (=v261,v/201)).
Visszairva a ¢ := ¢’ o', t = p(x) helyettesitést kapjuk, hogy
P @) = Vea—@@) = |P@)|=V2a-2@ (4029
azon [ intervallumon, melyre
p(z) € (—v201,v201) (z€1)

A (2.2.7) differencidlegyenlet szintén szétvalaszthat6 valtozoja. Beirva a ¢ = ?Ti jeldlést, ren-
dezve kapjuk ¢’ > 0 esetben, hogy

dy
V2e102—1

Mindkét oldalt integralva a d.e. megoldasat kapjuk:
dp / 2
———= [ dx t=2c —
/ \/2¢1 — p? / 1Y
1 1
/ﬁa%izw:/“ i
2¢q

=dr (c; €RT).

1
/\/thdt:x—i-cz (c2 €R)

arcsin t =x+cy /sin

t =sin(z+c) /z&:\/‘g71

= sin(x +¢y) (c; ERY, ey €R),

¥
vV 261

ahonnan rendezéssel ¢ meghatarozhato:

o(r) =2¢; sin(z+c3) (01€R+,CQER,xE(—g—CQ+2kﬂ,g—02+2kw),kEZ).
A ¢’ <0 esetben p-re a
o(x) = /2¢; sin(—x+c3) (cteRY yeR,z € (CQ—g—l—Qkﬂ,cQ—Fg—l—Zkﬂ),kEZ).

fiiggvény adodik.

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy a megoldésok ,Osszeragaszthatok”, az értelmezési tarto-
manyok kiterjeszthet6k a valos szamok halmazara. Az addicios képletet alkalmazva az alta-
lanos alak atirhato

o(x) =dysinz+dycosx (dy,ds € R,z € R)
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alakba.!!

Vissza a feladatokhoz

A differencidlegyenlet hianyos, (2.2.2) tipusi. Elészor az I; = (0,1) és I = (1, +00) interval-
lumon keresiink megoldast. Végrehajtjuk a ¢’ = ¢ helyettesitést:
1
d(r)rlnzr—p(x)=0 & ¢(x)— @ lnx)(b(x) =0 (zel vagy z € ).

Ez a differencidlegyenlet elsérendii homogén, linearis. Mivel

1 1
—/ﬁdx:—/—du:—lnw:—llnx| (x € I vagy = € I),
u

rlnx
u=lnz du=1ldz
ezért a 2.1.2. tétel alapjan altalanos megoldasa
d(x)=cilnx (¢ R,z €l vagy z € I,).
Visszairva a ¢’ = ¢ helyettesitést, a
Px)=cilnx (¢ €R,x €l vagy x € L)

szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenletet kapjuk. Integralassal a differencidlegyenletiink
altalanos megoldéasa adodik:

o(x) = cl/ln:cdx :clxlnx—cl/1dx:clxln:c—clsc+c2 (1,0 €R,x € Ih vagy x € I).

"(z

() =1
(z)=1

f g (z)=
f g'(x) =
Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy a megoldasok ,0sszeilleszthetk”, tehat a
oz)=crlnr—cr+c (c1,c2 € R,z €R)
fiiggvények a 2.2.1/iv d.e. megoldasai.
Vissza a feladatokhoz
2.2.2. feladat megoldasa

A differencidlegyenlet konstans egyiitthatos mésodrendd inhomogén linearis.

1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A homogén
egyenlet

¢ (x) —2¢'(x) =0
megoldéasat o(x) = e alakban keressiik. -t behelyettesitve, a

)\26)\:1:_2)\6)\2?:6)\:6()\2_2)\):0 & N2 =0
#£0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 valos gyoke van:
A1=0 és A=2.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fliggetlen megoldésa:
pi(@) =T =1 &5 po(r)=e* (z€R),

melybdl az altalanos megoldasra

11

Ilyen alakban kapjuk meg a megoldést, ha linearis differencidlegyenletként oldjuk meg.



115

08 (x) = c101(x) + cap2(2) = 1 + o™ (c1,c0 R,z €R)

adodik.

2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varidlas moédszerével. A partikularis megoldast

po(x) = (2) = c1(2) @1 () +ea(w) pa(7) = e1(7) + ea(w)e™

alakban keressiik. c1, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fliggvényeket, melyekre teljesiil a

/1 —
Ax)0 + dy(z)(2e*") = 3x+1

egyenletrendszer, melynek megoldasa

1 1
cy(z) = 5(3:1:—1— De™ = d(z)= —5(335—1- 1).

Ezekbdl az egyenletekbdl ¢q és ¢y integralassal meghatarozhato:

1 1 3
ci(z) = 3 /(3x+1)dx = —5(3% +z)= —Z:z:2 —g
és
1 1 1 3
co(x) = /5(3x—|—1)e_2xdx = 5(3x+1) (—56_%) ~2 /e_%dx =
£ @) =1G4)) g =e
) =1 g (@)=—he2
1 3 6z —1
- _—2(3 1 -2z T 2% _ _ —2x
4( r+1)e "+ 3¢ g ¢
A partikularis megoldas tehat
(@) = ea(x) + eala)e = —da? g Glodmt - el (y cR).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsé két
lépés eredményét sszeadva az 2.2.2/77 inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldéasat
kapjuk:

8 () = P4 () + b, () = 01 + cpe?® — Btl0e=L (c1,c0 € R,z €R).

Vissza a feladatokhoz

A differencidlegyenlet konstans egyiitthatés mésodrendd inhomogén linearis.

1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasanak meghatarozasa. A homogén
egyenlet

"(z)+p(x) =0
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megoldasat p(r) = e’ alakban keressiik. -t behelyettesitve, a

MM per =M (N 41) =0 < A +1=0
#0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 komplex gyoke van:
)\1 =1 és )\2 = —1.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fliggetlen megoldésa:

— eO-x

o1(r) =€’ cosz =cosz és  (py(x) sinz =sinz (z € R),

melybdl az altalanos megoldasra

08 (x) = c101(x) + capa(z) = 1 cosz+cp sinx (c1,c0 € R,z € R)

adodik.

2. 1épés. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak megkeresése kons-
tans variilas moédszerével. Az inhomogenitasért felelés ¢ fiiggvény értelmezési tartoméanya
nem intervallum. Megoldasokat tehat a (—m/2+kn, /24 km) (k € Z) intervallumokon kere-
siink.

A partikularis megoldast
wo(z) == @b (x) = c1(z)p1(z) +co(x)pa(x) = 1 (x) cosz+co(x) sinx

alakban keressiik. c¢;, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

c(z) cosz + dy(z)sine = 0
d(x)(—sinz) + dy(zr)cosz = tgux

egyenletrendszer. Az els§ egyenletet sin x-szel, a mésodikat cosz-szel megszorozva és a két
egyenletet Osszeadva,

dy(r)sin z+cy(z)cos’r =sinz = cy(z)=sinz
adodik. Ezt visszahelyettesitve az els6be, megkapjuk ¢}-t:
sinx sin?
=

/ —
COS T ¢ (w) = coszT

&y (@) = —ch(a)

Ezekbdl az egyenletekbdl ¢ és ¢y integralassal meghatarozhato:

sin? x u? 1
— STy = du= [ 14— du=
(@) / cosz /1—u2 " / +(u—1)(u—i—1) “

u=sinx du=coszx dx

1(ut1)—(u—1) 1/ 1 1 1
Y du=u+t- | — —— du=u+-(In|u—1]—1 1) =
/ 2 =D WTurs [ ooy T ap e ety (e dl=infut )
+11 u—1 . +11 sinz—1
= — 1n =S1nx —-—m|———-
RS P B 2 M sinz+1

co(x) = /sin xdr = — cos .

A partikularis megoldas tehat
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sinxz—1
sinx+1

sinxz—1
sinx+1

’—sinxcosx: %ln

b (x) = c1(x) cosx+co(x) sine = sinx cos  + o8 In

Y

ahol x € (—7/2+km,7/2+km) (k€ Z).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet dltalAnos megoldasanak meghatarozasa. Az els két
lépés eredményét Osszeadva az 2.2.2/ii inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldésat
kapjuk:

sinxz—1
sin z+1

& (2) = P (@) + 8 (x) = ¢1 cos T+ ¢z 8in %L In ‘

Y

ahol ¢1,c0 €R, és v € (—7/24+km,w/2+km) (k€ Z).

Vissza a feladatokhoz

A differencidlegyenlet konstans egyiitthatés mésodrendd inhomogén linearis.

1. 1épés. A homogén egyenlet altalanos megoldasianak meghatarozasa. A homogén
egyenlet

(x) —4¢'(x) +4p(z) =0
megoldasat p(r) = e alakban keressiik. Igy a
MM 4NN 4 4eM = N (N2 —AN+4) =0 & N4 +4=(A—-2)2=0
#0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két azonos valés gyoke van: A\ = \; = Ay = 2.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fliggetlen megoldésa:

o1(r) = e 6 o) = xe®® (x € R),

melybdl az altalanos megoldasra

08 (x) = cr1p1(x) + cagpa () = 1% + cowe™ (c1,c0 ER, 2z €R)

adodik.

2. lépés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasanak megkeresése konstans
varidlas modszerével. A partikularis megoldast

wo(z) = @b (2) = c1 ()1 (2) + ca () p2(x) = 1 (2)e* + o)z

alakban keressiik. ¢, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24), egyenletrendszernek. Keressiik tehéat azon
fliiggvényeket, melyekre teljesiil a

ci(z)e* +  dy(z)ze*® =0
c(x)(2e*®) + dy(z)(e** +2ze*) = =z

egyenletrendszer. Az els§ egyenletet 2-vel megszorozva és a masodikbdl az els6t kivonva kap-
juk, hogy

A(r)e* =2 = dy(r) =z,

ezt visszahelyettesitve az els6be, megkapjuk c}-t:

d(r)=—xdy(z) = d(z)=—a’e*.
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Ezekbdl az egyenletekbdl ¢ és ¢y parcidlis integralassal meghatarozhato:

A partikularis megoldas tehat

@) = @)+ elaac = (P 1 hr D) + (he-Da==  (zcR).

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasanak meghatarozasa. Az elsé két
lépés eredményét Gsszeadva az 2.2.2/iii inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:

0l () = g (2) + b (1) = e + e + 22 (¢, €R, 2 €R).

Vissza a feladatokhoz

iv) A differencidlegyenlet Euler-féle masodrendii inhomogén linearis.

1. 1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A
2*¢"(x) =32/ (v) + 3p(x) =0
homogén egyenlet megoldasat ¢(x) = 2 alakban keressiik. ¢-t visszahelyettesitve, a

AMA—=Da* =3 x* +32* = 2 (N2 =4 +3)=0 < N —4\+3=0
#0

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 valos gyoke van:
A =1 Ao =3.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fiiggetlen megoldésa:
pi(x) =2 és o(x)=2> (xeR"),

melybdl az altalanos megoldasra

Ot (x) = crp1(x) + capa () = crz+co® (c1,c0 ER,z €RT)

adodik.

2. 1épés. Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasianak megkeresése konstans
varialas moédszerével. A partikularis megoldast

po(x) =@} (2) = c1(2) @1 (7) + ea(2)p2() = 1 (2) 7 + 0o ()2
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alakban keressiik. ¢y, co-re teljesiilnie kell a (2.2.24) egyenletrendszernek. Keressiik tehat azon
fiiggvényeket, melyekre teljesiil a

d(x)r + dy(x)a? =0
dz) + (x)(32%) = =z
egyenletrendszer. Az elsé egyenletbél ¢ (x) = —x2c)(x) adodik, melyet a méasodikba helyette-

sitve kapjuk, hogy
—2%ch(z)+32°(v) =2 =  dyr) =3,

ezt visszahelyettesitve az elsébe, megkapjuk c}-t:

(@) = —a’d(r) = C@)=—

Ezekbdl az egyenletekbdl ¢ és ¢y integralassal meghatarozhato:

1’3 l’4
cl(x) = / —?d$ = —g

2
T xT

A partikuléris megoldas tehat

ehie) = (-%) v+ (5) ' =% wer?)

3. 1épés. Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasianak meghatarozasa. Az elsG
két 1épés eredményét dsszeadva a 2.2.2 /iv inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasat
kapjuk:'?

i (1) = ¢ (2) + o (2) = 01I+02$3+% (c1c0 € R,z € RY).

Vissza a feladatokhoz

v) A differencidlegyenlet masodrendid homogén lineéris.

1. l1épés. A homogén egyenlet altaldnos megoldasanak meghatarozasa. A
(22 +1)20"(2) —4(22+1)¢' () +8p(z) =0
homogén egyenlet megoldasat ¢(z) = (2z+1)* alakban keressiik. -t visszahelyettesitve, a
AIAN=1)2z+1)*=8A2z+ 1) +8(2z+1) = 2+ 1) (4A2—120+8)=0 < N =3)1+2=0
e

karakterisztikus egyenlethez jutunk, melynek két kiilonb6z6 valos gyoke van:
A =1 Ao = 2.
Tehat a homogén egyenlet két linearisan fliggetlen megoldésa:
or1(r) =2r+1 &  @olx)=(22+1)* (z€RY),

melybdl az altalanos megoldasra

12Jelen esetben a differencidlegyenletnek az itt kapott fiiggvények a teljes valos szamok halmazén megoldésai.
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0y () = c1p1 () + capa(x) = €1 (20 +1) + o (20 4-1)?

(c1,c0 € R,z €R)

Vissza a feladatokhoz
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