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El6sz6

EN MAR LATTAM A VEGTELENT. — mondta az idegen.
NINCS BENNE SEMMI KULONLEGES. !

Terry Pratchett

Jelen jegyzet a TAMOP-4.1.2-08/1/A Tananyagfejlesztés cimti palyazat keretében késziilt elss
sorban a Pécsi Tudomanyegyetem Természettudoméanyi Karanak Programtervezd Informatikus
hallgatoi szamara, de konnyen adaptalhatdo A Gazdasagi Informatikus, Fizika BSc képzések Kal-
kulus gyakorlataihoz.

A jegyzet minden fejezete megfelel egy-egy 90 perces gyakorlat anyaganak és tartalmazza a
témakorhoz tartozo, egyéni feldolgozasra széant feladatokat. Az Analizis 1. és Analizis II. rész
esetében ez illeszkedik a heti 6raszamhoz, Analizis III. rész esetén egy fejezet feladatait két hét
alatt dolgozzuk fel.

A feladatok megoldéasainak végét {» szimbolummal, a bizonyitasok végét pedig [J szimbélummal
jeloltiik. Az egyéni feldolgozasra szént feladatok (Héazi Feladatok) megoldasait kiilon alfejezetben
kozoltiik, hogy lehetGséget nydjtsunk az 6nallé megoldésra.

A jegyzet két formatumban késziilt. Az elektronikus publikdlasra alkalmas bongészhets pdf
formatum mellett elérhets egy a hiperlinkektsl megfosztott formatumban is, melyet nyomtatas-
ra alkalmasabb, atlathatobb, a hagyomésnyos konyvformatumokhoz jobban illeszkeds tagolassal
készitettiink.

A jegyzethez a kozeljovSben késziil tovabba egy java nyelven irt program, melynek segitségével
ellenérzé dolgozatok feladatsorait generalhatjuk. A proba feladatsorok a Programtervezd Informa-
tikus képzés analizis zarthelyi dolgozataihoz illeszkednek. Ezek idépontjai a képzés keretén beliil:

Analizis 1. 1. dolgozat 7. gyakorlati héten  1-6. fejezet anyagabol 90 perc
2. dolgozat 12. gyakorlati héten 7-10. fejezet anyagabol 90 perc
Analizis II. 1. dolgozat 7. gyakorlati héten  11-16 fejezet anyagabol 90 perc
2. dolgozat 12. gyakorlati héten 17-21. fejezet anyagabol 90 perc
Analizis III. dolgozat 13. gyakorlati héten 22-27 fejezet anyagdbol 90 perc

Ez uton szeretném megkoszonni Dr. Eisner Timeanak a tananyag 6sszeallitasa és rendszerezése
soran nyujtott segitségét.

1Az idézet Terry Pratchett Soul Music cimi regényébdl valo. Az eredeti: "T'VE SEEN THE INFINITE, said the
stranger. IT°’S NOTHING SPECIAL.”
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ElsG rész

Analizis 1.






1. fejezet

Szamhalmazok tulajdonsagai, bizonyitasi
modszerek

1.1. Gyakorlat

Teljes indukci6 elve:
1.1. Tétel. Ha a természetes szamokra vonatkozo valamely dllitds
a) igaz a 0 szdmra,
b) abbdl, hogy az n természetes szamra igaz az dllitas, kévetkezik, hogy az n+1 szamra is igaz,

akkor az dllitds igaz minden természetes szdmra.

1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az elsé n+1 természetes szam dosszege @, azaz
n . 1
Zk:0+1+...+n: %

k=0

Megoldds.
i) n =0 esetén az allitas igaz, hiszen

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén az allitas teljestl:
n . 1
S k= % (indukeiss feltétel) (1.1)
k=0

iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!

n+1 n (11) n(n+1)
Y k=m+1)+Y k= (n+1)+ 5=
k=0 k=0
_2n+1)+n(n+1) (n+1)(n+2)  (n+1)((n+1)+1)
B 2 B 2 B 2 '
Igy a teljes indukcio6 elve alapjan az allitas igaz minden n € N szamra. &

11



12

1. FEJEZET. SZAMHALMAZOK TULAJDONSAGAI

1.2. Feladat. Bizonyitsuk be a Bernoulli-féle egyenldtienséget, azaz, hogy minden n € N* és h € R

esetén

a) 1+nh < (1+h)"*, ha h > —1,

b) (14+h)" <1+2nh,ha0<h < 5.

Megoldds.

a)

i) n=1esetén 1+h < (1+h)' =1+h.
ii) Tegytik fel, hogy valamely n € N esetén az allitas igaz:

1+nh < (14h)". (1.2)

iii) Igazoljuk n+ 1-re
(1.2)
(1+h)" = (1+h)"-(14+h) > (1+nh)(1+h)=

>0 >0
= l+nh+h+nh*=1+(n+1)h+nh> >
>0
> 1+(n+1)h.

Igy a teljes indukecio elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra.

SegédegyenlGtlenségek :

1
——>1-h, (h>-1 h#0 1.3
s (> 1 hA0) (13)
1—nh > (0<h<) (1.4)
T T o 2n |
Mivel 1+h > 0, ezért (1.3) ekvivalens a kovetkezd, nyilvanvaloan igaz egyenlStlenséggel
— — — 2
1> (1-h)(1+h) =1 Zo .

Mivel 1+2nh >0, ezért (1.4) ekvivalens a kévetkezd Osszefliggéssel
(1—nh)(14+2nh) > 1.

Felbontva a zarojelet kapjuk, hogy
>0
1+2nh—nh—2n?h* = 1+nh(1—2nh) > 1.
>0

Az igazolando allitas bal oldaldnak reciprokat a kovetkezGképpen becsiilhetjiik:

1 (1.3) (a)
30 > (1-h)">1—nh>

> 0.
14+2nh

Kihasznalva, hogy pozitiv szdmok kozott éppen forditott relécio all fent, mint reciprokaik

kozott kaphato az allitas:
(14+h)" <1+2nh. o
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1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy x1, 2o, ...x, € R, n € N szamokra
|21 4+ xo+ | < o]+ x|+ -+ |2
(Altaldnositott hdaromszig-egyenldtlenség.)

1. Megoldas:

Megoldas.
i) n=0 és n=1 esetben az allitds semmitmondo.
n = 2 esetén
|1+ 22| < [@1]+ |22

Az abszolutérték elGadason igazolt tulajdonsagai alapjan a fenti allitas egyszertien iga-
zolhato:

—lzi] < 1 < |

Cra] < me < |ml }©—<Iw1|+lle)§x1+x2§yx1|+|:c2|.

Innen szintén az abszolutérték tulajdonsagai alapjan kovetkezik az allitas

|z1 + o] < |21| +]22].

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N értékre az allitas igaz, azaz

R N I A B e R S E D

iii) Igazoljuk n+1-re
(@)
[(z1tzot-tan) tTen| < |X[+[Y]=
X Y

(i)
T e i g B e N I P [ S 2 [ SRR o P B ]

Igy a teljes indukei6 elve alapjan az allitas igaz minden n € N indexre. &

2. Megoldas:
A teljes indukciét az indukcios elv masik megfogalmazésa alapjan végezziik:

1.2. Tétel. Ha a természetes szamokra vonatkozo valamely dllitds
a) igaz a 0 szdmra,

b) abbdl, hogy minden az n természetes szamndl kisebb természetes szam esetén igaz az dllitds,
kovetkezik, hogy az n szamra 1s 1gaz,

akkor az dllitds igaz minden természetes szamra.

Megoldads.
i) n =0 esetén az allitas érdektelen, n =1 esetben pedig nyilvanvalo.

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n €N értékre és minden n’ <n esetére bizonyitottuk az allitast.



14 1. FEJEZET. SZAMHALMAZOK TULAJDONSAGAI

iii) Igazoljuk n+ 1-re:
Legyen 1<k <n

(i2)
(1 +ao+- - +ap) + (@pp1 F Tpro+ - F Tt ann)| < | X[+H|Y]=
X Y

(i1)
=|r1+ 2o+ FTp|F |Thr1 F o+ F Tt Togr| < x| x| o x|+ T

Igy a teljes indukei6 elve alapjan az allitas igaz minden n € N indexre. &

1.3. Megjegyzés. A szamok abszolutértékének eldaddson megismert tulajdonsdgai kéozil még nem
bizonyitottuk az aldbbi dsszefiiggést:

x| =yl < |z —y| (z,y €R).
Bizonyitds.
ol =g+ =) S ol +le—yl = Jel~lyl < |yl
x és y szerepét felcserélve a fenti gondolatmenet alapjan adodik:
= (lz[=lyl) =lyl=lz[ < ly =zl =l —y| = —|e—y[ <[z[-]y]
A két becslést 6sszevetve kaphato az allités. 0

1.4. Definici6. A K€R szdm a H halmaz felsé korldtja, ha minden h€ H esetén h<K teljesiil.
Eqgy halmaz felsd korlatjai kézil a legkisebbet felsé hatdrnak, vagy szuprémumnak nevezzik. (Also
korldt és alsé hatdr vagy infimum hasonldan értelmezhetd.)

1.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi szamhalmazok also- és felsd hatdrdt!

1
A:{ﬁ: neN, n>0} B={z€Q: -1<x<1}

Megoldas.
A) Sejtés: sup A= 1.

Bizonyitds.
i) Az 1 egy jo fels6 korlat, hiszen

S|
IN
— =
|
[a—

Vae Aa<1, miveln>1=

ii) Az 1 a legkisebb felsg korlat, vagyis

VK <lesetén da€ A: a> K.

a=1= % € A minden K-ra ilyen.

Azaz K =1 valoban a legkisebb felss korlat. (Az allitas indokolhaté lett volna azzal
is, hogy 1 € A igy a halmaz maximuma és szuprémuma is egyben.) ([l
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Sejtés: inf A= 0.
Bizonyitas.

i) A 0 egy jo also korlat, mivel

> 0.

SRS

Va € A a > 0. nyilvanval6, hiszen 1,n > 0= a=

ii) A 0 a legnagyobb also korlat, vagyis
Vk>0esetén da€ A: a<k.

Legyen b= 1 € RT. Az archimédeszi axioma alapjan 1,b € R szamokhoz

dneNb<n-1. Ekkor )
a:=—<
n

=k.

S

Azaz k =1 valdéban a legnagyobb alsé korlat. U

B) Sejtés: sup B = 1.
Bizonyitds.
ii) Az 1 a legkisebb felsg korlat, azaz

VK <lesetén dbe B: b> K.

Ha K < 0, akkor nyilvanvaloéan létezik ilyen b. Vizsgaljuk a 0 < K < 1 esetet.
Ekkor legyen c= ﬁ Az archimédeszi axiéma értelmében, (vagy mert N feliilrél

nem korlatos) In € N, amelyre

1 1 1 —1
c<nl e l-K=->- o K<l-=="""_pcQ.
c n n n
Tovabbéa b € B is igaz, hiszen b€ Q és —1 < b < 1 is teljesiil. n

A bizonyitas soran hasznalhattuk volna azt a tételt, mely szerint minden intervallum
tartalmaz racionalis szamot, igy a (K,1) intervallum is.

Az inf B = —1 sejtés hasonléan igazolhato.

1.5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
inf{—z: reX}=—supX.

Megoldds.
Legyen v := —sup X és legyen Y :={—x: = € X}. Ekkor

i) Az a az Y egy jo also korlatja, mivel

—a=supX = VzeX —a>r & al—=zaVreX& alyVyeY.
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ii) Az a az Y infimuma, azaz
Vk > esetén Jyp € Y : yo < k.

Mivel —« az X szuprémuma ezért barmely K < —a esetén létezik x € X elem, hogy
x> K.

Legyen Ky = —k < —a és legyen z( a fentiek alapjan Ky-hoz talalt X-beli elem, azaz

$0>K0(:)/{?:—K>O./3y0:—$0€Yy0:—x0<—K:k‘.

Azaz o valoban az Y halmaz infimuma. &

1.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

sup{z+y: z€X, yeY}=supX +supY.

;:4 o B
Megoldds.
1) a+/f egy jo fels6 korlat, hiszen z <o (Vxe X) ésy < (Vy €Y). A két egyenl6tlenséget
Osszeadva:

r+y<a+f VreX, VyeYy.
i) a+f a legkisebb fels korlat, azaz
VK < a+ [ esetén Jda € A, amelyre a > K.

Mivel K < a4 ezért létezik ki < «v és 1étezik ky < 3, hogy K = ki +ksy. (Megjegyeznénk,
hogy K felbontasai koziil nem mind teljesiti egyszerre mindkét feltételt, de garantalhato,
hogy létezik olyan felbontés, amely igen.) Ekkor

ki<a=supX = drye X, xy> ki,

ko <fB=supY = dyg €Y, yo> k.

Igy a:=x0+1yo € A esetén a > K = k; + ky teljesiil. &

1.7. Feladat. [rjuk fel és igazoljuk a szamtani- és mértani kézép kozitti dsszefiiggést n=2 esetben.

Megoldas.

Legyen x1, x5 > 0, ekkor
T1+29

VT < 5

vagyis nem-negativ szamok mértani kézepe kisebb egyenls, mint a szamtani kézepiik.

Bizonyitas.

IN

0<vEm < PSR /()

22423119+ 12

12 > 4
drire < I’%—f—?l’ll'g —I—xg
0 < 27 —2ma0+1;
0 < (21—m2)%

ami nyilvinval6an minden x1, zo > 0 szamra igaz. U
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1.5. Megjegyzés.

1. Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha x1 = xo, ez a fenti bizonyitas alapjan is nyilvdnvalo.

2. A geometriai bizonyitds elegans, de az algebrai megoldds kénnyebben dltaldnosithato.

X1+ To

R
z1 Z2 VI1Ty = M

m < R mindig igaz.

3. Az dltaldnositott dsszefiiggés bizonyitdsdtdl eltekintink, de elolvasdsa tanulsdgos. Ldsd: [15]
21.0.

4. Az dsszefiiggés ismerete sziikséges, csak bizonyitani nem kell.

A szdmtani- és mértani kézép kozotti dsszefiliggés:

Legyenn>1, n €N és xy,2,...,2, € Ry. Ekkor

T1+To+- - +2Ty
VLT Ty < .

n
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HAazi Feladatok

1.1. Hazi Feladat.

1.2. Hazi Feladat.

1.3. Hazi Feladat.

1.4. Hazi Feladat.

Vagyis

1.5. Hazi Feladat.

VagyLs

1.6. Hazi Feladat.

Vagyis

1.7. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meqg az aldbbi szamhalmazok also- €s felsd hatdrdt.

(="

-

1.8. Hazi Feladat. Legyenek X CR és Y C R wvalds szamhalmazok. Igazoljuk, hogy

a) sup{—z:

Bizonyitsuk be, hogy

5 n-(n+1)-(2n+1)
Zk ; .

Bizonyitsuk be, hogy

Bizonyitsuk be, hogy

1-242-34+---+n-(n+1)=

n-(n+1)-(n+2)'

Bizonyitsuk be, hogy
P43+ 4+ (2n—1)7°=n*(2n*-1),

n

> (@2k—1)" =n?-(2n*-1).
k=1
Bizonyitsuk be, hogy

- 1142214+ +n-nl=(n+1)! -1,

Zk k= (n+1)!—1.

Bizonyitsuk be, hogy

1 1 1
1-2 23 n-(n+1) n+1’

1 n
— k- (k+1) T+l

n

C:{gz 0<z<l, O<y<x}

reX}=—infX

b) inf{z+y: reX yeY}=inf X+infV

c)sup{z—y: z€X yeY}=sup X —infY

d) inflr—y: z€X yeY}=inf X —supV

1
: neN, n>0} B:{E—i-(—l)”-n: neN, n>0}

megoldas

megoldas

megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

megoldas
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1.3. Megoldasok

1.1. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

5 n-(n+1)-(2n+1)
Zk ; .

Bizonyitds. A bizonyitast n-szerinti teljes indukcidval végezziik.
i) n =1 esetén az allitas igaz, hiszen

1

1:Zk2: 1-(141)-(2+1) _1

k=1

ii) Tegytik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljesiil:

1)-(2 1
Zk2 (nt1)-2n+l) (1.5)
6
iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!
A n-(n+1)-(2n+1)
Yk = (n+1) +Zk2 (412 =
k=1 0
B (n—|—1)~(2n +n+6n+6) _ (n+1)-(2n*+Tn+6)
= - = - =
~ (n+1)-(n+2)-2n+3)  (n+1)-((n+1)+1)-(2(n+1)+1)
B 6 B 6 ‘
Igy a teljes indukcio elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra. O

vissza a feladathoz

1.2. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

Zk?’ n+1) .

Bizonyitds. A bizonyitast n-szerinti teljes indukciéval végezziik.

i) n =1 esetén az allitas igaz, hiszen

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljestl:

Zk3 ”H) . (1.6)
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iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!

n+1

n . 2, 1)2
Zk3 = (n—i—l)?’—l—Zk‘g(l:fi)(n—l—l)?’—i——n (nt1)” _

4
k=1 k=1

4 4
(n+1)%-(n+2)>  (n+1)*-((n+1)+1)°
4 N 4 '

Igy a teljes indukeio elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra.

(n+1)2-(n®+4-(n+1)) (n+1)*(n®*+4n+4) _

]

vissza a feladathoz

1.3. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

. 1)- 2
1-2+2-3+-~-+n-(n—|—1):n (n+1)-(n+ )

Bizonyitds. A fenti Gsszefliggés az alabbi zart alakban irhato:

zn:k;-(k:%—l) _ n~(n+1§-(n—|—2).

A bizonyitast n-szerinti teljes indukcioval végezziik.

i) n =1 esetén az allitas igaz, hiszen

1

1-(141)-(142
Zk (k+1)=1-2= (+)(+)=§:2.
£ 3 3

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljesiil:

ik'(k?—l—l) _ n-(n—i—l)-(n—f-Q).

3
iii) Igazoljuk az &llitast n+ 1-re!
n+1 (L7
> ke(k+1)=(n+1)-(n+2) +Zk: (k+1) &
k=1 k=1

n-(n+1)-(n+2) (n+1)-(n—|—2)-(n+3):

= (n+1)-(n+2)+ =

3 3
(n+1)-((n+1)+1)-((n+1)+2)
5 .

Igy a teljes indukeio elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra.

(1.7)
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2. Megoldas: Az éllitas igazolhatd teljes indukcié nélkiil is. Jelen esetben raadasul ez a
modszer az egyszertibb. A kés6bbiekben a sorozatok tulajdonsagainal is visszatériink a problémara.

1~2+2-3+~-+n~(n+1):ih(lsﬂ):ik%k:ik%ik:
k=1 k=1 k=1 k=1

_ n-(n+1)-(2n+1) +n-(?H—l) _ n-(n+1) @n41+3) = n-(n—l—l)-(n—|—2). 0
6 2 6 3
vissza a feladathoz

1.4. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
P43 4+ 2n—17°=n-(2n*—1),

Vagyis

> (@2k—1)° =n*-(2n>-1).

k=1
Bizonyitds. A bizonyitast n-szerinti teljes indukcidval végezziik.
i) n =1 esetén az 4llitas igaz, hiszen (2—1)3=1=12-(2—1) = 1.

ii) Tegytik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljesiil:

n

> (k1) =n*(2n>-1). (1.8)

k=1
iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!
n+1 n 13
S k-1 = @2n+1) -1+ Y (@k-1)?
k=1 k=1

= (2n+1)P+n*2n*—1) =20 —n?+8n* +12n* +6n+1 =

= '+ 8 +11n*+6n+1=2n"+6n +5n> +n+2n*+6n°+5n+1=
= (2n*+6n*+5m+1)(n+1)= 2n* +4n* +n+2n*+4dn+1)(n+1) =
= (2n*+4n+1)-(n+1))-(n+1)=(n+1)*- (2(n°+2n+1)—1) =
= (n+1)?-(2(n+1)*=1).

Igy a teljes indukcié elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra. O
2. Megoldas: Ez az allitas is igazolhato teljes indukcié nélkiil.
P43+ 4 (2n—1P°=124224+3+.. .+ (2n)* - (2°+ 4+ -+ (2n)%) =
= 1P4+2°43% 4.+ (2n)* =2 (P4 2%+ 4n?) = ik?’—g-ik?’ =
k=1 k=1

2 2, 2 12 2, 12
_ &) (47” S gt (T S i (2n 1) 2P (4 1) = -

= n’ (4’ +4n+1-2(n*+2n+1)) =n>- (20> —1).

vissza a feladathoz
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1.5. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy
- 114+2-214+- - +n-nl=(n+1)-1,

VagyLs

Zk kl'=(n+1)!—1.

Bizonyitds. A bizonyitast n-szerinti teljes indukcidval végezziik.
i) n =1 esetén az allitas igaz, hiszen

I-l=1=2-1=1.

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljestl:

Zk kl=(n+1)! 1. (1.9)

iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!

n+1

Skk o= (1)t kek 2
k=1 k=1
= (n+1)-(n+1)!+(n+1)I-1
= (n+D)!((n+1)+1)—1.
Igy a teljes indukei6 elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra. O]

2. Megoldas: Az allitas kozvetlen igazolédsa is tanulsagos és elegans.
k-kl=(k+1-1)-kl=(k+1)!—k!
lgy

n

1-114-2-21 - -+n-n!=§n: k-k:!:Z(k+1)!—k!:(2!—1!)+(3!—2!)+- 4 ((n+1)!=ph)=(n+1)!-1.

k=1 k=1 0

vissza a feladathoz

1.6. Hazi Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

LA S S (
1-2 2.3 n-(n+1) n+l’

Vagyis

3

1 _on
E-(k+1) n+1

k=

—_

Bizonyitds. A bizonyitast n-szerinti teljes indukcidval végezziik.
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i) n =1 esetén az allitas igaz, hiszen

1 1
-2 141

—_

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljestl:

> T “
~k-(k+1) n+l
iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re!
> o - Dy
ke (k1) (n+1 )(n+2) 4 k+1
B 1 L n(n+2)+1
B (n+1)(n+2) n+l  (n+1)(n+2)
o onP4+2n+1 (n41)2 (n+1)
 (n+D)(m+2) (n+D(n+2)  (n+2)
Igy a teljes indukcio elve alapjan az allitas igaz minden n € N* szamra. O

2. Megoldas: Ez az allitas is igazolhato kozvetleniil. A modszert a végtelen sorok témakornél
fogjuk sokszor alkalmazni.

1

1 (k+1)—k
E+1

1
k-(k+1)  k-(k+1) k&

Visszairva a zart alakba:

1 } T 1) (k1)
DD () e
a 1 n n+1) n+1 n+1
vissza a feladathoz

1.7. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meqg az aldbbi szamhalmazok also- €s felsd hatdradt.

—1)" 1
A:{( ):neN,n>O} B:{5+(—1)”-n:n€N,n>0}

C—{g: 0<z<l, O<y<x}

A) Sejtés inf A=—1éssupA=:

Eszrevétel: Ha n paros, akkor % > 0, ha n paratlan, akkor =t 1) < 0. Igy a halmaz elemei
két osztalyra bonthatok aszerint, hogy n paros vagy paratlan. (Osztaly olyan részhalmazok
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osszessége, melyek paronként diszjunktak és egyesitésiik visszaadja az eredeti halmazt.) Legyen

tehat (—1)2k+1 (—1)2
-1 —1
A= —F—— s Ag =< ————: 5
1 { 2]{' 1 ke N} €S Ao { o keN }
Ekkor igaz, hogy a1 < 0 < as Ya; € Ay, Yas € A,. Igy sup A = sup A, és inf A = inf A;.
1

sup A=sup Ay = 7

Bizonyitds.

AQ.—{ o s keN S = 2k./<7€N .

i) Az 3 egy jo fels6 korlat, hiszen

1

1
1<hk=—<_—
k= =97

ii) Az % a legkisebb felsd korlat, hiszen % € Ay, igy barmely K < % esetén létezik az A,

halmaznak olyan a eleme, amelyre a > K. (Ha méas nem, akkor az a = % ilyen elem.)

Az infimum bizonyitasat hasonléan lehet elvégezni. m

Sejtés: B nem korlatos sem alulrél, sem feliilr6l. A paros n-ekhez tartozo elemek halmaza
legyen By, a paratlanoké Bs:
1 1
By = D*: keN}p Byi={¢——+(-1)*": keN
! {Zk: (=17 ke } ? {2k+1+< ) ©

Ekkor by < 0 < by minden by € B; és minden b, € B, esetén. Igy

sup B =sup By, és inf B =inf B,.

Sejtés: inf B = inf By = —

Bizonyitds.
VK € R esetén dbe By, amelyre b< K.

Legyen c:= |K|. Ekkor az archimédeszi axiéma értelmében 3k € N ¢ < 2k. Erre a k-ra igaz a

kovetkezd 1
K> —c>—2k=(—1)%*1.2k > m+(—1)2’f+1.(2/<:+1) =:b.

A fenti levezetés lépései koziil (**)-gal jelolt becslés magyarazata:

1

1 — 1)k 9ok (=191 =
%+l = (=1 - 2k+1+( )
1
= — 4+ (—1D)*(2k+1).
2k+1+( ) (2k+1)

Azaz megadtuk a képletet, amellyel tetszéleges K € R szam esetén taldlhatunk egy b € By
elemet amely a kérdéses K-nal kisebb. Tehét K nem lehet also korlat. O]
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A sup B = oo sejtés hasonldan igazolhato.
C) Sejtés: supC =00 és inf C' =1.
a) A C feliilrél nem korlatos halmaz, azaz

VK € R esetén dc € C hogy ¢ > K.

Ekkor az archimédeszi axioma alapjan K,1 € R szamokhoz 1étezik egy n € N természetes
szam, hogy K <n-1, igy

oy
K<n=—-= —=—T¢cC
Valo6ban, hiszen
0< z=1 <1,
1 1

b) Sejtés: inf C' = 1.

i) Az 1 valoban egy jo also korlat, hiszen 0 < y <  minden ¢ = 5 € (' esetén, igy c olyan

tortként irhato fel, melynek szamlaloja nagyobb, mint a nevezdje, vagyis ¢ > 1 minden
c € C esetén.

ii) Az 1 a legnagyobb also6 korlat, azaz
Vk e R, k> 1 esetén dc € C hogy ¢ < k.

Legyen b := k—il, ekkor mivel N feliilr6l nem korlatos In € N, hogy b <n, igy k—1 > %
Legyen ekkor ¢:=1++ <14+k—1=k. ce C, hiszen

n+1

I n+l 33
c=1l4+—-—=—-=—=,
n n n+2

— ntl 6 - _n_ — ndl
ahol 0 <z =75 <1é&0<y= 15 <z=17.

vissza a feladathoz

1.8. Hazi Feladat. Legyenek X CR ésY C R wvalos szamhalmazok. Igazoljuk, hogy
a) sup{—z: r€ X} =—inf X
b) inf{z+y: r€X yeVY}=inf X +infV
¢c)sup{z—y: z€X yeY}=supX —infY
d) inflr—y: x€eX yeY}=inf X —supV
Megoldas:
a) Legyen A:={—x: v € X} és a:=inf X.

i) —a egy jo fels6 korlat, hiszen mivel o = inf X, ezért

a<zVieX & —a>—xVrelX.
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ii) —a a legkisebb fels6 korlat, hiszen mivel o = inf X, ezért
VeE>adre X<k & VK=—-k<—-ady=—zcAy>-k=K,
ami az allitassal ekvivalens.
b) Legyen B:={z+y: v € X yeY} és a:=inf X, toviabba 3 :=inf Y.
i) a4 egy jo also korlat, hiszen

a<uz, Vo e X, mert a az X egy also korlatja,
B<y, Vy €Y, mert 3 az Y egy also korlatja.

A két egyenlGtlenséget Gsszeadva:
a+pf<z+y VeeX, VyeYy.
ii) a+f a legnagyobb alsé korlat, vagyis
Vk > a—+ [ esetén db € B, amelyre b < k.

k>0&+ﬁ = El/{1>CY, k2>ﬁ, hOgy ki+ ko =k.

Ekkor mivel

ki >a=inf X = dzye X, zg < ky és mivel
ko >pB=infY = dys €Y, yo < ko.

Igy b:=x9+1yo € B esetén b < k = ki + ks.

Megjegyzés: A c és d feladat igazolhato lenne a korabbiakra valoé hivatkozéssal is, de a
teljesség kedvéért nézziik a részletes bizonyitast!

c) Legyen C:={zx—y: € X yeY}, a:=supX és f:=infY
i) a— [ egy jo felss korlat, hiszen
a>xVreXé f<yVyeY & —-0>—yVyeY
a—pB>r—y=ceCVrxeXéVyecY
i) a—f a legkisebb felsé korlat, azaz VK < a— 3 esetén dc € C' ¢ > K.
K<a—p0p= 3k <a, ke >f, hogy ki1 —ky = K.

Mivel kb < a=sup X dzg € X, xg > k.
Mivel kg > ﬁ =infY Ely() ey, Yo < ky & —Yo > —ko.
A fenti két egyenlGtlenséget Osszeadva kapjuk:

To—Yo > k1 —ke = K,
ami az allitassal ekvivalens.

d) Legyen C' az el6z6 feladatban definialt halmaz és v := inf X, tovabba § :=sup Y’
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i) 7—0 egy jo also korlat, hiszen
y<axVeeXéspf>yWVyeY & < —yWVyeY
y—o<zx—yVreX, VyeY.
ii) v—4 a legnagyobb als6 korlat, azaz Vk > v—¢ esetén Jc€ C C' < k.
k>v—0 = Fky >y 6és ko <9, hogy k =k —ks.

Mivel k1 >~y =inf X = dzge X ¢ < k.
Mivel ke <d=supY = Iy €Y yo> ko & —yo < —ko.
C3c:=x9—1yo < k1 —ky =k, ami az allitassal ekvivalens.

vissza a feladathoz
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2. fejezet

Szamsorozatok alaptulajdonsagai

2.1. Gyakorlat

2.1. Feladat. [rjuk fel a sorozat 0., 1., 2., 3., 5., 10. elemét, dbrdzoljuk ezeket az elemeket.

Fogalmazzunk meg sejtést a sorozat monotonitdsdarol, majd igazoljuk azt.

1-2n
= N
¢ (2—1—2n7 ne )

Megoldds.
A Gn
W - X 06
0 2 *
BT 04
ay = 2+2— A 0.2
1-4 3 1 o '
ap = — =—-=-°= 1 2 3 5
2+4 6 2 02 .
1—-6 5
4y = ———=_2 04
246 8 .
1-10 9 3 06 .
a = _— = ——
5 2+10 12 4 -08 *
1-20 19 y
alg = S—on =
2420 22

Sejtés: szigoriian monoton csokken.

Monotonitas vizsgalat:

Ap41 —Ap =7
1—-2n
a, =
2+2n
1—2(n+1) 1-2n—-2 —2n—1
(pt1 = = =

2+2(n+1)  2+2n+2  2n+4

29

10
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Ezeket felhasznalva:

—2n—1 1-2n (—2n—1)(24+2n)—(1—2n)(2n+4)
n+4  2+2n (2n+4)(2n+2)

—4n? —4n—2n—2— (—4n?+2n—8n+4)

(2n+4)(2n+2)
6

— (2n+4)(2n+2)<0 YneN
I3

Apr1—a, < 0 VneN
ny1 < a, VneN

an+1 —Qp

Tehat a sorozat valoban szigoriian monoton csokkend. &

2.2. Feladat. Vizsgdljuk meg monotonitds szempontjibol a kiovetkezd sorozatokat!

a) a= (”2+2” nGN)

n+1 ?
Megoldds.
an+1_an:?
n?+2n
an, =
n+1
(n+1)2+2(n+1) n®+2n+1+2n+2 n’>+4n+3
an = =
i (n+1)+1 n+2 n+2

Ezeket felhasznalva:

n*4+4n+3 n’+2n  (n®+4n+3)(n+1)—(n’+2n)(n+2)

fnet =n = ) ntl (n+1)(n+2) -
n®4+4n*+3n+n’+4n+3— (n*+2n*+2n>+4n)
B (n+1)(n+2) B
24+3n+3
(n+1)(n+2)

J
Gpy1—ap, > 0 VneN
> a, VneN

An1

Tehét a sorozat szigortian monoton nova. &

b) b= (#4, ne N)
Megoldas.
i)
1 2
b0:0>b1:—5>b2:—§>b3:—3<b4:4.
A fenti néhany elem felirasabol is latszik, hogy a sorozat nem monoton, mert

bg >bg <b4.
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ii)

2.1. Megjegyzés.

1. Nem monoton sorozat esetén elegendd hdrom egymds utdni elemet mutatni, ame-
lyek gy viselkednek, hogy a sorozat sem monoton novd, sem monoton csokkend
nem lehet.

2. A sorozat dltaldnos tagjanak értelmezhetdségét vizsgdlva a kovetkezd megdllapitds
tehetd:

n
— 2 :
ST n#7 < n#35

Ezt a kritikus értéket a sorozat elemeinek indexe a kikotéstdl fiiggetlendil sem venné
fel (3,5 ¢ N), de a vizsgdlat azért hasznos, mert a sorozat a kritikus pont kérnye-
zetében wvdlt monotonitdst, vagyis most a by, bz, by, vagy a bs, by, bs elemhdrmas
felirasdaval megmutathato, hogy a sorozat nem monoton.

3. Az eldzd megjeqyzésekben vdzolt maodszer eldnye, hogy kevés szamoldssal vdlaszt
tudunk adni a sorozat monotonitdsdra. A hdtrdnya abban rejlik, hogy csupdn annyit
lehet megadllapitani, hogy a sorozat nem monoton. A kévetkezd mddszerrel ennél
tobbet is megallapithatunk.

bn+1 - bn =7

n
2n—"17

(n+1)  n+l
2(n+1)—7 2n-5

bn+1

Ezeket felhasznalva:

n+1 n  (2n-7)(n+1)—(2n—-5)n
m—>5 2m—7 (2n—5)(2n—17) -
2n* —Tn+2n—7—(2n*-Tn)
(2n—5)(2n—17) B
7 < 0 han<2

— > 0 han=3
(2n—5)(2n—T7) < 0 han>4

bn+1 - bn

Legyen A :=2n—5 és B :=2n—7. Ekkor a b, — b, kiillonbség egy olyan tort alak-
ban irhatd, amelynek szdmlaloja —7, nevezGje pedig az A- B szorzat, igy az elGjele
leolvashaté az alabbi tablazatbol:

0<n<2|n=
— +

bn+1 - bn - + -

Sol IS
+ [+ [IA

Tehat a b sorozat egy bizonyos indextdl kezdve szigortian monoton csokken.

Megjegyzés.
A dolgozatban a feladat megolddsdt a részletesebb maodszerrel kérjiik.
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c) e=((=5)" neN)

Megoldds.
i) A sorozat nem monoton, hiszen példaul:

1> 1< !
co = cg=—=<cy=—.
0 1 5<% 5
i)
1 1 " 1\"
e = (-3) ~(3) (5
1 1
= (-2 —-1
() (5 )
6/ 1 " < 0 han paros
5 5 > 0 ha n paratlan.

Tehat a sorozat nem monoton.

2.2. Megjegyzés. A mdsodik, részletesebb megoldds sordn vdlik ldthatévd, hogy nincs
olyan indez, amelytdl kezdve a sorozat monoton lenne. Erdemes megjeqyezni, hogy
monoton és a bizonyos indextdl kezdve monoton sorozatok wviselkedése hasonlit egy-
masra €s nem a nem monoton sorozatoké. Ezért érdemes a részletesebb vizsgdlatot
végigszamolni.

—2n

2.3. Feladat. Vizsgdljuk meg az a = (2 Ton’

ne N) sorozatot korldtossdg szempontjabol!

Megoldas.
i) sejtés —100 < a,, < —1

[

2.3. Megjegyzés. A sejtés felsd becslése rossz. A sorozat elsd néhdany elemét felirtuk
az 2.1. feladatban. Azok alapjdn ldthatd, hogy a sorozatnak van —%—nél nagyobb eleme.
Azért vdlasztottuk a nyilvanvaloan hibds felsd korldatot, hogy ldssuk, mi torténik, ha rossz

a sejtés.

Bizonyitdas. Megvizsgaljuk, hogy a —100 < 1 2” relacio mely n-ekre teljestil.

100 < 1=
- 2n+2
1-2n 1—2n+200n+200
0 < 100 =
- 2n—|—2+ 2n+2
0 198n +201
2n+2

A tort akkor pozitiv, ha a szamlalo és a nevezs azonos elGjeli. Legyen A:=198n+201
és B :=2n+2. Ekkor felhasznélva, hogy

o 1980 = —201
2n = =2 201
n = —1 =

198
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a tort elGjele leolvashatd az alabbi tablazatbol.

n n<—% n:—% —%<n<—1 n=—-1|-1<n
A - 0 + + +
B - — — 0 +
£ + 0 — NA +
1. 11 111. 1V. V.

Az [ .-es és a I].-es tartomany a feltételnek megfelelne, de nincs ilyen neN. A 1117 .-
as és a IV.-es tartomany nem felel meg a feltételnek, tgysincs ilyen n € N. Vn € N
tehat az V. tartomanyba esik. Ebben a tartomanyban pedig a fenti tablazat alapjan
minden pont kielégiti a feltételt. Ezzel az allitast igazoltuk, vagyis k = —100 egy jo
also korlat. O]

2.4. Megjegyzés. Forditva is indokolhattunk volna: Ha n € N, akkor

198n+201 > 0 és 2n+2 > 0.

Vizsgaljuk most a felsé korlatra vonatkozo sejtést!

Bizonyitas.
1
Qn S _5
1—-2n 1
< _Z
2n+2 2
1—2n+1 <0
2n+2 2
1-2n+n+1 <0
2(n+1) -
2—n
<0
2n+2

A baloldalon szerepl6 tort nevezdje minden n€N esetén pozitiv, igy a tort elgjelét
a szamlald hatarozza meg. Tehat a tort pontosan akkor nem-pozitiv, ha n > 2. A
feltétel nem teljesiil minden természetes index esetén, ebbdl latszik, hogy a becslés
nem volt helyes. Szerencsére csak véges sok n € N esetén nem igaz az allitas (n =
=0, n=1). Ilyenkor 0j korlatot valasztunk. Ha lehetséges, akkor érdemes felirni a
problémaés elemeket és meghatarozni a maximumukat. (Hiszen véges sok elem esetén
mindig van ilyen tulajdonsagu.) ag = %, a; = —}1. A kovetkez sejtés K = % lesz, ami
mér nyilvanvaloéan jo lesz.

< 1
a, < =
2
1—-2n 1
< =
2n+2 — 2
1-2n 1
- <0
n+2 2 -
1-2n—n—1
- <0
2(n+1) -
—3n
< 0
2n+2 —

Ami nyilvanval6an minden szébajohets n-re teljesiil. O]
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ii) Mivel monotonitas szempontjabol mar megvizsgaltuk a sorozatot, hasznalhatok a mono-
ton sorozatok korlataira vonatkozo6 tételek. Ezek elénye, hogy rogton a hatérokat adjak
meg, mig az els6 moédszernél a hatarokat tovabb kell keresni.

a szigorian monoton csokkend, vagyis
Ao > a1 > A9 > >0y > Gpyp > ... VneN
Igy ag > a, Vn e N.

K = ap =max{a, : n €N} =sup{a,: ne€N}=supa.

Szigortian monoton cstkkend sorozat alsé hatara (infimuma) a hatarérték:

k=infa =lima = lim a, = —1.
n—oo
Ha az els6 modszerrel vizsgaljuk, a szuprémum illetve infimum tulajdonsag bizonyitasa
a halmazoknal hasznéalt médon torténik. &

2.4. Feladat. Vizsgdljuk meg az a = ( ne N) sorozatot korldtossag szempontjabol!

_n__
2n—T"

Megoldas.

i) A sorozatot a b feladatban megvizsgaltuk monotonitas szempontjabol. A sorozat egy
bizonyos indextdl kezdve szigorian monoton csokken.

+1 35 7 1
2n—3,5 4n—35

N —

_'_

1
n = “o\n=35) 72 n=35 2

n 1 n _ 1In—3,5+35
2n—7 2

Mivel a sorozatok N-en értelmezett fiiggvények, igy az n — a,, leképezés az
x— f(x)= §$_13 = +% fiiggvény lesziikitése N-re.

-2
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A fiiggvény menetébdl nyilvanvald, hogy a sorozat hatéarait a szingularis hely koriil kell
keresni. Jelen esetben

mina=infa=a3=-3 maxa=supa=ay=4.

A dolgozatban ilyen esetben vagy a fenti részletes magyarazatot kell leirni az abréaval
egylitt, vagy a kovetkezd bizonyitast az

infa=-3 és supa=4.
sejtésekre.
ii) Sejtés: infa=—3
Bizonyitds.

1) A —3 egy jo also korlat, hiszen a,, > —3 Vn € N, mert

n

n — > =3
“ n—-7 T
n
3 >0
2n—7jL -
n+6n—21 > 0
2n—"1T -
n—21 > 0
2n—7
n—3
> 0
2n—7 —
Ha n > 4, akkor Ha n < 4, akkor
n—3>1 és 2n—-7>1 n—3<0 és 2n—7<0
I3 \I%
n—3 n—3
> >
2n—7 0 2n—7 0

2) A —3 a legnagyobb als6 korlat, hiszen a sorozat elemei kozt szerepel, igy

infa=mina = a3 = —3. O

2.5. Megjegyzés. A supa=4 bizonyitdisa hasonloan térténik. Ez hdazi feladatként elvégzendd!

2.5. Feladat.

1-2n
2n+2°

a) Definicio alapjin igazoljuk az a = ( ne N) sorozat konvergencidjat!

b) Adjuk meg, hogy a sorozat mely elemei esnek a hatdarérték e = 0,01 sugari kornyezetébe!
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Megoldads.
a) Sejtés: lim a, = —1=A.
Az (a,, n € N) sorozat konvergens és a hatéarértéke a A = —1 széam, ha
Ve>0dN=N()eN Vn>N |a,—A|<e. (2.1)
1—-2n
—(—1 <
iz ©
1—2n+(2n+2)
< €
2n+2
5 < €
2n+2

Az abszolutértékben szerepld kifejezés Vn €N esetén pozitiv, igy az abszolutértéke énmaga:

3
2n+2

£
< e(2n+2)
< 2n+2

< 2n

[\ N MW o

2

ol m | W

3_9
Ekkor legyen N(g) := max { [82 } ,0} .

Nyilvanvalo, hogy ez jo kiiszobindex és barmely € > 0 esetén a fenti formula alapjan
kiszamithato, igy a sorozat valéban konvergens és a hatarértéke —1.

v oo [3] < [252) - [ 2] - v

Vagyis a sorozat 149. eleme még kiviil van a (—1,01; —0,99) kérnyezeten, de az 150. elemt6l
kezdve az Osszes elem a fenti intervallumba esik. &

2.1.1. Mértani (geometriai) sorozatok

2.6. Definicio. Legyen = = (¢", q € R rogzitett, n € N). Az ilyen alakban irhato sorozatokat
mértani sorozatoknak nevezziik.

2.7. Tétel. Legyen x egy mértani sorozat, ekkor
a) ha g > 1, akkor x divergens és lim x = oo,

b) ha q < —1, akkor x divergens,

c) ha —1 <q<1, akkor x konvergens és limx =0,

d) ha q=1, akkor x konvergens és limz = 1.
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Bizonyitds.

a) ¢>1
limr=00 & VReR, IN=N(R)eN Vn>N, z,>R. (2.2)

Vizsgaljuk meg, hogy mely n-ekre teljesiil, hogy ¢" > R.

~——
>0
Mivel g—1 >0
R—-1
- n>—:-
qg—1

A fenti kiiszobindex valasztasa mellett (2.2) valoban teljestl.

2.8. Megjegyzés.

B
1. A >-val jeldlt becslés sordn az elsd gyakorlaton bizonyitott Bernoulli-eqyenldtlenséget hasz-
ndltuk. A tovdbbiakban is ezt a jelélést alkalmazzuk.

2. A bizonyitds sordn az x, elemet alulrdl becsiltik, majd beldttuk, hogy még a becslés is na-
gyobb R-nél. A bizonyitdsaink sordn gyakran haszndljuk a becslést, ezért fontos megérteniink
az elvét. Eqy

A<B

egyenldtlenség igazoldsa sordn A-t felilrél (B-t alulrol) becstulhetjik, de csak ugy, hogy az
eqyenldtlenség irdnya ne vdltozzon.

b) Ha g = —1, akkor x = ((—1)", n € N).

A sorozat péros illetve paratlan indext elemeibdl allo részsorozatait vizsgalva megéllapithato,
hogy ezek hatarértéke nem egyenls ( lim w5, =1, lim z5,,1=—1,). Ez ellentmond a hatarérték
n—oo n—oo

“ e,

(,Konvergens sorozat barmely részsorozata is konvergens és hatdrértéke az eredeti sorozat ha-
tarértékével egyenld.”)

Ha q < —1, akkor legyen

v=(2n, neN) zov=(¢"", neN)=((¢*)", neN) ¢?>1 = lim(zov)=+o0
p=02n+1, neN) zou=(¢>"", neN)=((-1g|*™, neN) |¢g/>1 = lim(zropu)=—o00

Ez ellentmond a hatarérték definicivjanak harmadik kévetkezményének, igy = divergens.

c) —l<g<l1
limz,=0 & Ve>03IN=N()eN VYn>N |z,—0|<e. (2.3)

lq" <e
Ha ¢=0 VN € N jo kiiszobindex.
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Ha g # 0, akkor

. 1" 1
" <e & |- >-
q €
>0
1 B 1 7 1
L+( =] =) > 14n(=—-1)> -
(g oy Erenz-n
~—
>1

A fenti egyenl6tlenséget rendezve kapjuk:

11
n> = T

Legyen

N(e) esetén (2.3) teljesiil. « valoban null-sorozat.
d)

g=1 = z=(1, neN), konstans sorozat = limz = 1. O
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2.2. Hazi Feladatok

2.1. Hazi Feladat. [rjuk fel a kivetkezd sorozatok 0., 1., 2., 5., 10. elemét, dbrdzoljuk ezeket az
elemeket. Vizsgaljuk meg a sorozatokat monotonitds és korldtossag szempontjdabol, adjuk meg also-

és felsd hatdraikat!
dn+3
= , neN
¢ ( on+4 " )

b = (7—2n, neN)

, m
c = <81n(n~ 5), ne N)
d = (-3-2", neN)

megoldas

2.2. Hazi Feladat. Definicio alapjin igazoljuk a kévetkezd sorozatok konvergencidjat és adjuk
meg, hogy a sorozat mely elemei esnek a hatdrérték e = 0,02 sugari kérnyezetébe!

megoldas

Tovabbi gyakorl6 feladatok
1) [15] 71.0.: 1., 2., 3.a) feladatok

2) Irjuk fel a kovetkezs sorozatok 0., 1., 2., 3., 5., 10. elemét, abrazoljuk Sket. Vizsgaljuk meg a
sorozatokat monotonités, korlatossag szempontjabol. Adjuk meg az also- és a fels6 hataraikat !

a = (bn—3, neN)
n?—2n
b = N
( nt3 " )
= ((= )",HEN)
d = (cosn—,neN)
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2.3. Megoldasok

2.1. Hazi Feladat. Irjuk fel a kivetkezd sorozatok 0., 1., 2., 5., 10. elemét, dbrdzoljuk ezeket az
elemeket. Vizsgaljuk meg a sorozatokat monotonitds és korldtossdag szempontjdabol, adjuk meg also-

és felsd hatdraikat!
An+3
= | —— N
<5n T " )

b = (7—2n, neN)

c = <sin(n~g), n€N>

d = (-3-2", neN)
Megoldas.

a)

3 7 11 23 43
Qhy=-—, @1 =—, Ay = —, @ — = —.
0 47 1 97 2 147 5 297 10 54
a]’l
s
1075
! 1 2 3 5 10

An+7 4dn+3  (An+T7)(5n+4)—(4n+3)(5n+9)
Sn+9 Sn+d (5n+9)(5n+4) B
20m% 4 35n + 161428 — (201 + 361 + 15n +37)

(5n+9)(5n+4)

1
- 0 Vn € N.
Gnt9)Gnid) S

p+1 —an =

pi1—a, > 0VneN
Gni1 > ap VN €N

A sorozat szigortian monoton nova.
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Mivel a sorozat szigoriian monoton névé

1nfa:m1na:aozz,

41

4

supa = lim a, = —.
P 5

n—oo

Ezeket a fenti tétel ismerete nélkiil is igazolhatjuk. (Igy nem kell a monotonitas ismerete. )

Sejtés: infa =ag = 3

Bizonyitas.

i) A % egy joO also korlat, hiszen a,, > %

16n+12—

VneN:

dn+3
on+4
in+3 3
Sn+4 4
(15n+12)

20n+16

n
20n+16

Ami valéban minden n € N esetén teljesiil.

v

A%

v

v

S A~ w

i) A % a legnagyobb alsoé korlat, hiszen a sorozat felveszi

.

Sejtés: supa = ¢

Bizonyitas.

i) A £ egy jo fels6 korlat, hiszen a,, < 3 Vn € N:

20n+15—

In+3
on—+4
in+3 4
Sn+4 5
(20n+16)

25n+20

-1
25n+20

Ami valéban minden n € N esetén teljesiil.

ii) A 2 alegkisebb felss korlat, azaz

‘V’K<§E|n€Nan>K

4n—+3

Sn+4
dn+3

4dn+3
3—4K

vV V. V V

K (5n+4)
SKn+4K
(5K —4)n

= ENCHEN

ezt az érteket. (ap=32) 0
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Mivel K < %, 5K —4 <0, igy a relaci6 iranya megfordul.

34K _
5K —4 Y
3—4K

vagyis barmely K < ‘—; esetén a £7—;-nél nagyobb indextd elemek nagyobbak K-
nal. ]

bo - 7

b = 5 o
bg = 3

by = -3

b10 = —13

T-13

Sejtés a b sorozat szigortian monoton csokkend.

bpi1=7—2(n+1)=7-2n—2=5-2n

bpi1—b,=5-2n—(7—2n)=-2 < 0VneN
bosi—by < 0VneN
booi < by ¥neN

Tehat a sorozat valéban szigortian monoton csokkend.

Mivel a sorozat szigoriian monoton csokkend

supb=maxb=0by=7, infb= lim b, =—o0.

n—oo

Ezeket a kovetkezSképpen is igazolhatjuk:
Sejtés: supb =7

Bizonyitds.

i) A 7 egy jo fels6 korlat, mert b, <7 Vn € N:

T—2n < 7
—2n < 0,
ami valoban minden szébajovs n-re igaz.
ii) A 7 a legkisebb fels6 korlat, hiszen a sorozat elemei kozott szerepel. O

Sejtés: inf b = —o0, vagyis a sorozat alulrél nem korlatos.
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Bizonyitads.
VReR dne N b, < R.
7T—2n < R
T—R _
r— n
2 ?
Vagyis barmely R € R esetén a sorozat %%—nél nagyobb indext elemei kisebbek, mint
R. O]
c)
h
Cop = 0 K
cT = 1 ] e .
Cy = 0 n
g = —1 T 2 3 5 10"
Cr, — -1 °
Cio — 0

A sorozat nem monoton, hiszen példaul
c=0<c1=1<cy=0,
s6t egy adott indextél kezdve sem monoton, hiszen

=—1 han=4k+1, keZ

. us . us —1—-0=—-1 han=4k+2, keZ

C”“_C":S”l<<"+1)§>_Sm<”§>: 0—(=1)=1 han=4k+3, keZ
1 1 han =14k, ke Z.

Korlatosséag:
Sejtés: supc=maxc=1
Bizonyitds.

i) Az 1 egy jo fels6 korlat, hiszen Va € R esetén sinx < 1.

ii) Az 1 a legkisebb felsg korlat, mivel szerepel a sorozat elemei kozt. ]
Az inf ¢ = min ¢ = 1 allitas hasonléan igazolhato.

d) Mivel a sorozat elemeinek abszolutértéke nagyon gyorsan nd, dbrazolasuk még megfelels

egységvalasztas mellett is nehézkes. Hogy hasznalhato dbrat kapjunk, a megadott elemek

helyett a 0., 1., 2., 3., 4. elemeket abrazoltuk. Természetesen kiszamoltuk a kivant ele-
meket is.
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dn
_ _ +-3
do 3 3 ]
dy = —6 12
d2 = —12
dg = 24 -24
dgy = —48
d5 == —96
diy = —3072 |

Sejtés: Szigortian monoton csokkend.

dpy1 = —3-2"" = —6.2"

dn+1 - dn =

—6-2"—(—3.2")=-3.2"(2—1) < 0VneEN
dpi1—d, < 0VneN

dyi < d,¥neN

Vagyis a sorozat val6ban szigortian monoton csokkeng.

Mivel d szigortian monoton csokkend:

supd =maxd = dy = —3,

infd = lim d,, = —c.

n—oo

Ezek, az el6z6ekhez hasonléan a monotonitas ismerete nélkiil is igazolhatok.

Sejtés: supd = —3.

Bizonyitds.

i) A —3 egy jo fels6 korlat, hiszen d,, < —3 Vn € N.

—-3-2"
2’I’L
27'L

IV IV IA

-3
1
20

Mivel a 2% fiiggvény szigortian monoton noéves, ezért a fliggvényértékek kozott
fennall6 relacié fennall az argumentumok kozott is. Igy a fenti egyenlGtlenség

ekvivalens az alabbival:

n >0,

amely minden természetes n esetén automatikusan teljestil.

ii) Ez a legkisebb felsé korlat, hiszen a sorozat egyik eleme felveszi ezt az értéket.

]

vissza a feladathoz
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2.2. Hazi Feladat. Definicio alapjan igazoljuk a kévetkezd sorozatok konvergencidjdat és adjuk
meq, hogy a sorozat mely elemei esnek a hatdrérték ¢ = 0,02 sugari kornyezetébe!

Megoldas.

a) Sejtés lim a, =3

n—oo

Ve>03IN=N()eN Vn>N |a,—3|<e.

3n+2
-3 < ¢
n—+1
3n+2—(3n+3)
< €
n—+1
-1 _
—_— €
n+1
LY W M P
n+l 7 n+1| n+1
1
—_— €
n+1
1
- < n+l1
€
1
-—1 < n

3

ey ms{[11] o)

Tehat barmely € > 0 szamhoz elGallithatd a definicidnak megfelel§ kiiszobszam, igy az a
sorozat konvergens és hatéarértéke 3.

N(0,02) = max{{é—l}; 0} — max {[50—1]; 0} = 49.

100

Tehat a sorozat 49. eleme még kiviil van, de az 50-t6] kezdve a sorozat minden eleme a 3
szam 0,02 sugaru kornyezetébe esik.

b) Sejtés lim b, = —1

n—o0

7
Ve>03IN =N()eN Vn>N\bn+§]<e.



46 2. FEJEZET. SZAMSOROZATOK ALAPTULAJDONSAGAI

1—7n+7 -
m—1" 2 c
'2—14+4—6n

2(2n—1)

N(e) = max{ F;l} ; o}

Tehat barmely € > 0 szamhoz elGallithatd a definicionak megfelel§ kiiszobszam, igy a b

sorozat konvergens és hatéarértéke —%.

oo ma{ [ ) s {25 0} - s { 2] 0} o0

Tehat a sorozat 63. eleme még kiviil van, de a 64.-t6] kezdve a sorozat minden eleme a
hatérérték ¢ sugara kornyezetébe esik.

c¢) Sejtés lim ¢, = —2.

n—oo

Ve>03IN=N()eN Vn>N |c,+2|<e.

on—1 2| < ¢
2—3n
6n—14+4—6n - -
2—3n
] <
2—3n
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2
>0 n<- < n=0 Ha n > 1, akkor
2—3n 3
) . 3 3
Ez végessok eset, ezért a <0 = —
konvergenciat nem befolya- 2—3n 2=3n| 3n-2
solja.
5 < €
3n—2
- < 3n-2
€
3
-+2 < 3n
€
242 .
3 n

v mas{[27] o)

Tehat barmely € > 0 szamhoz elGallithaté a definicionak megfelel§ kiiszobszam, igy a c

sorozat konvergens és hatarértéke —2.
300
= +2
: O}Zmax{[ 23 } : 0}:50.

Vagyis a sorozat elemei az 51.-t6] kezdve mind bent vannak a [—2,02, —1,98] intervallum-
ban. o

= +2

100

N(0,02) := max {

vissza a feladathoz
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3. fejezet

Nevezetes sorozatok

3.1. Gyakorlat

3.1. Feladat. Vizsgdaljuk meg a kéovetkezd sorozatot monotonitds és korldtossig szempontjdabol.
Bizonyitsuk a konvergencidt definicio alapjan!

2n+3
a= (?m_l_l,nEN).

Megoldas.
I) Monotonitas:

2(n+1)+3 2n+3  2n+5 2n+3
3n+1)+1 3n+1 3n+4 3n+l1
(2n+5)-(3n+1)—(2n+3)-(3n+4) (6n*+1Tn+5)— (6n?+1Tn+12)

(3n+1)-(3n+4) B (3n+1)-(3n+4)

7
_ 0 VneN
Bnt1)-Gnid) ~ "€

Ap+1 —ap

& a1 —a, <0VneN a,1<a, VneN

Igy a sorozat szigoriian monoton csokkend.

IT) Konvergencia

Sejtés: A sorozat konvergens és lim a, = % = A, azaz

n—oo

Ve>0dN(e)eNVn>N |a,—A| <e

la, —A| < ¢

2n—|—3_2 - -
3n+1 3

6n+9—(6n+2)

< €
3-(3n+1)
’ < € 7 >0, ezért

—_— —_— Z
3-(3n+1) ’ 3-(3n+1) ’

49
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7
—_— 3n+1)>0 et
3 Bnt1) g, (3n+1) >0, ezér
7
— < 3dn+l1
3-€ nr
7 1 _
— == n
9-¢ 3

Igy

N(e) = max { [9—76 - ﬂ ,o}

véalasztasa mellett a definicio teljesiil, azaz a sorozat valoban konvergens és a hatarérétéke

; —2
lima = 5

Korlatossag

Mivel a sorozat konvergens és a konvergencia sziikséges feltétele a korlatossag, ezért a
sorozat korlatos is. Ha a sorozat also- illetve felsd hatarat is kérdezné a feladat, akkor
arra a tételre hivatkozhatnank, melyszerint monoton csékkend sorozat szuprémuma a
kezdSelem és infimuma a hatarérték, azaz

. ) 2
supa =ag =3 mfa:hma:g. &

3.2. Feladat. Vizsgdaljuk meg a kovetkezd sorozatot monotonitds, korldatossdag szempontjabol. Ad-
Juk meg az also- és felsd hatdrdt. Adjuk meg a hatdrértékét, ha létezik. (Nem kell definicid alapjdin
vizsgdlni. )

2
a= <3+(—1)”ﬁ, ne N*>

Megoldas.

L

I1.

monotonitas:

A (—1)"-es tényez§ miatt a sorozat felvaltva tartalmaz 3-nal kisebb illetve 3-nal na-
gyobb elemeket. Igy a sorozat nem monoton. (Indokolhat6 lenne 3 egymésutani elem
felsorolaséval, példaul a1 =1<ay =4 > a3 = %, ebbdl viszont még nem latszana, hogy a
sorozat egy bizonyos indextdl kezdve sem monoton. Vizsgalhato lenne a szokasos médon
az a,.1— a, kiilonbség elGjele alapjan is, de a (—1)" sorozat tulajdonségaira hivatkozni
lényegesen egyszertibb.)

korlatossag, hatéarok:

Legyen
2
v=(2n, neN") aov = (3—1—(—1)2”%, n € N¥)
p=02n+1, neN) aop = (3+(—1)2"+1m, n eN).
Ekkor
(aov)g >3 > (aou), VkeN* VieN,
és

(aov) U (aop)=a.

féstis
Igy sup a = sup(aov) és inf a = inf(aopu).

Sejtés: supa =sup(aov) =4
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Bizonyitds.

i) A 4 valoban jo felsg korlat, hiszen

(aov), < 4VneN*
2

3+— < 4VneN*
2n
1

(0<)- < 1VneN*
n

1

ami valoban mindig teljesiil.

ii) A 4 valoban a legkisebb felss korlat, hiszen (aov); =4, ezért

max(aov) = (aov); =4. O

Az inf a = inf(aop) =1 sejtés hasonloan igazolhatd. Otthon egyénileg befejezends.

ITI. konvergencia

1
lim (aov), = lim 3+—=3
n—oo n—oo n
li n = lim 3— =3
Jlim (aop)n = lim =5 =

A fenti két allitas a definicié szerint igazolhato és hézi feladatként igazolni is kell. Mivel

(aov) ) (aop)=a és lim(aov) =lim(aopu) =3,
ezért .
lim a, = 3. o

n—oo

3.1.1. Nevezetes sorozatok

A kovetkezs nevezetes sorozatok hatarértékeit definicié alapjan fogjuk igazolni. A mértani so-
rozatok konvergenciajat és hatarértékét az el6z6 fejezetben mar vizsgaltuk. A gyakorlaton részletes
magyarazattal csak az a=(a,= /a, neN*, a€RT), a=(a,=/n, neN*) és az a=(a,,=V/n!, neN*)
sorozatok szerepelnek.

a=(a,=C, neN, C eR") konvergenciaja
Sejtés: lima =C.

“ e,

Bizonyitds. A konvergencia definiciojat felirva:
Ve>03dN(e)eNVn>N |a,—C|<e.

Mivel a,, —C =0 minden n € N index esetén, ezért az |a,, — C| < e relacio barmely n € N esetén
fennall, igy N =0 minden € > 0 esetén jo kiiszobindex. O]
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a=(a, =%, neN*) konvergenciaja

Sejtés: lima = 0.
Bizonyitds. A konvergencia definiciojat felirva:

Ve>03dN(e) e N*Vn> N |a,—0| <e.

1

Mivel % > 0 minden n € N* esetén, ezért |a, — 0| = ‘%‘ = -, {gy a definicioban szerepld relacioval

ekvivalens az aldbbi Gsszefiiggés:

< € (n>0, e>0)

< n.

O =3

Legyen tehat N(e):=[1]. A kapott kiiszbindex valasztasa mellett a definicio teljesiil, azaz (a,,, n€
€ N) sorozat valoban konvergens és hatarértéke 0. ]

a=(a,=nP, neN, peN*) konvergenciaja
Sejtés: lima = oo.

Bizonyitds. A sorozat a sejtés alapjan tagabb értelemben konvergens. Irjuk fel a megfelels defini-
ciot:
VReR IN(R) e N*Vn> N n” > R.

Ha R <0, akkor N =1 j6 kiiszobszam.
Vizsgaljuk most az R > 0 esetet. Mivel R > 0, ezért a relaci6 iranyat nem valtoztatja meg, ha
az egyenlGtlenség mindkét oldalabol p-edik gyokot vonunk:

n> YR.

Igy N(R) = [\p/ﬁ} jo kiiszObszam. ]

a=(a,=+¥n, neN, peN*) konvergenciija
Sejtés: lima = oo.

Bizonyitds. A sorozat a sejtés alapjan tagabb értelemben konvergens. Irjuk fel a megfelel§ defini-
ciot:

VReR IN(R)eN"Vn>N ¢n>R.
Ha R <0, akkor N =1 j6 kiiszobszam.

Vizsgaljuk most az R > 0 esetet. Mivel R > 0, ezért a relaci6 irdnyat nem valtoztatja meg, ha
az egyenlGtlenség mindkét oldalat p-edik hatvanyra emeljiik:

n> RP.

Igy N(R) = [RP] jo kiiszobszam. O
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a=(a, =%, neN, a€R) konvergenciija
Sejtés: lima = 0.
Bizonyitds. A konvergencia definiciojat felirva:

Ve >03dN(e) e N*Vn> N |a,—0| <e.

Legyen (3 := |a|, ekkor a fenti relacio a kovetkezs alakban irhato % < g, melyre igaz az alabbi

becslés:

gz B-8-B-...-6 -8 ... B -8 <@,1_§<

nl 12306 ([Bl+1)-...-(n=1)n — [B]!  n
Ahonnann>%,igy N(e):= [%] jo kiiszobindex. O

a=(a, = Ya, neN* aecR") konvergenciija
Sejtés: lima = 1.
Bizonyitds. A konvergencia definiciojat felirva:
Ve >03dN(e) e N*Vn> N |a,—1| <e.

O<a<l:

Ja<V1=1 = |Ya—-1]=1-a

A definicioban szerepld relacié helyett vizsgaljuk tehat a kovetkezd Osszefiiggést :

1-a < ¢
l—e < {a

Ha 1—¢ <0, akkor minden N € N* jo6 kiiszobszam, ha 1 —¢ > 0, akkor az egyenl6tlenség mindkét
oldalat n-edik hatvanyra emelhetjiik:

(1—5)Z <
(=) -

Az egyenlGtlenség bal oldalat becsiiljitk a Bernoulli-egyenlétlenség (1.2) alapjan:

(115): (1+(1i€_1)>n§1+n.(1_;_1) >é

A kapott Osszefliggésbdl n-et kifejezve:

Q= 2

1

1 1_7
n> - 1>O :>N(s)::[°1Y ]

——1

l—e

A fenti N(e) véalasztésa mellett a definicio teljesiil, azaz a sorozat valoban konvergens és a hatar-
értéke 1.
a>1:

Va>V1=1 = |[Ya—1|= Ya—1
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Va—1 < ¢
0<a < 1l+¢
a < (1+e)"

B
(I+e)">1+n-e>a

1.y = N(e) := {G_l}.

n >

9 9

A fenti N(e) vélasztésa mellett a definicio teljesiil, azaz a sorozat valoban konvergens és a hatar-
értéke 1. ]

a = (a, = {/n, n € N*) konvergenciaja
Sejtés: lima = 1.
Ve >03dN(e)eN"Vn>N |a,— 1| <e.

Mivel n>1 < {/n>1 = |/n—1|=/n—1, ezért a definicioban szerepld relacio helyett vizsgaljuk
a kovetkezd Osszefliggést :
Yn—1<e & n<(l+e)

Hatvanyozas azonossagait és ismét a Bernoulli-egyenl6tlenséget (1.2) hasznalhatjuk a becslésre:

(1+e)"=(V1i+e) =(1+(V1+e—-1)™" § (14+n-(V1+e—1)*> (VI+e—1)*n*>n,

>0
ahonnan . .
n>m>O$N<€):|:m1

A fenti N(e) valasztasa mellett a definicio teljesiil, azaz a sorozat valoban konvergens és a hatar-
értéke 1. m

a = (a, = Vn!, n € N*) konvergenciaja
Sejtés: lima = oo.
Bizonyitds. A sorozat a sejtés alapjan tagabb értelemben konvergens. Irjuk fel a megfelels defini-
ciot:
VReR IN(R) e N* V¥n >N V/nl> R.
Ha R <0, akkor N =1 j6 kiiszobszam.

Vizsgaljuk most az R > 0 esetet. Mivel R > 0, ezért a relaci6 irdnyat nem valtoztatja meg, ha
az egyenlGtlenség mindkét oldalat n-edik hatvanyra emeljiik:

mn

nl>R" & — < 1.
n!

R" R-RR...R -R -..R-R_RY R

nl - 1-2:3-..-[R-([R]+1)-....(n=1)-n — [R! " n
R[R]-H R[R]—i—l R[R]

a0 == )

A fenti N(R) valasztasa mellett a definicio teljesiil, azaz a sorozat valoban divergens és a
hatéarértéke oo. ]

<1

n>
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3.2. Hazi Feladatok

3.1. Hazi Feladat. Vizsgaljuk meg a kovetkezd sorozatot monotonitds, korldatossag szempontjdabol.
Adjuk meg az also- és felsd hatdrat. Adjuk meg a hatdrértékét, ha létezik. Bizonyitsuk a konver-
gencidt definicio alapjdn.

o a= (1+E; ner)

megoldas

3n—>5
b g '
) a (271—1—7’ nGN)

megoldas
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3.3. Megoldasok

3.1. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg a kévetkezd sorozatot monotonitds, korldtossdg szempontjabol.
Adjuk meg az also- és felsd hatdrat. Adjuk meg a hatdrértékét, ha létezik. Bizonyitsuk a konver-
gencidt definicio alapjdn.

—1)"

a) a:(H—( ) ; neN)
n+2
Megoldds.

[. Monotonitéas:

IL.

a nem monoton, hiszen elemei felvaltva nagyobbak, illetve kisebbek mint 1.

Korlatossag, hatarok:

Legyen

—1)2 1
(v=2n, neN) aov= <1—|—(2le, nEN*) = <1+2n—|—2’ nEN*)

B B (_ )2n+1 B 1 .
(bL=2n+1, neN) aou—(l—i- T3 , neN| = 1+2n+3,n€N )

Ekkor

(aov),>1> (aop),, VkeN* VIeN,
és
(ao) U (aop) =a
Igy supa = sup(aov) és inf a = inf(aop).
3

Sejtés: sup a = sup(aov) = 3

Bizonyitads.

i) A % valoban egy jo fels6 korlat, hiszen

3

< Z

(aov), < 5
1+ 1 < 3
2n+2 — 2

1

0< —
( )271—1-2 - 2
2n+2 > 2

2n > 0

n > 0

ami valoban minden n € N esetén teljestil.

3

ii) A 2 alegkisebb fels korlat, hiszen (aov)y = 2.

Az infa =inf(aop) = % sejtés hasonloan igazolhato. Egyénileg befejezends. [
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III. Konvergencia:

sejtés: lima =1

3n—>5
b) a= (2n+7’ nEN)

Megoldas.
I) Monotonités:

Qpy1 —Aap =

57

Ve>03IN=N()eN ¥n>N |a,—A|<e.

vissza a feladathoz

3n—2 3n-5_ (3n—2)(2n+7)—(3n—5)(2n+9) _

n+9 2n+7 (2n+9)(2n+7)
6n%+21n—4n — 14— (6n*+27n—10n —45)

(2n+9)(2n+7)
31

>0, VneN.
@n+9)(2n+n) "

Apy1 > Gn, VN EN,

tehat a sorozat szigoriian monoton noéve.

IT) Konvergencia

Sejtés: lima = %

Ve>03IN=N()eN Vn>N |a,—A|<e.
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3n—>5 3 - .
2n+7 2
6n—10—6n—21
2(2n+7)
-31
22n+7)
31
22n+7)

— < 2n+7

— =7 < 2n

< n

ME—

Azért érdemes a konvergenciat el6bb vizsgalni, mert ilyenkor a korlatossag vizsgélat
helyett elég arra a tételre hivatkozni, mely szerint a konvergencia sziikséges feltétele
a korlatossag. Ha a hatarokra is sziikség van, akkor tovabbi vizsgalodas kell.

III) Korlatossag, hatarok:

Mivel a sorozat szigortian monoton névd, ezért

. . ) ) 3
mfa:mma:ao:—?, supa = lim an:a

n—oo

Gyakorlasként érdemes a fenti tétel felhasznéalasa nélkiil is igazolni a hatarokat.

o

vissza a feladathoz



4. fejezet

Hatarérték szamitas 1.

4.1. Gyakorlat

4.1.1. Divergens sorozatok

4.1. Feladat. Definicio alapjdn vizsgaljuk a kévetkezd tdgabb értelemben konvergens sorozatokat.
242
a = <n + n’ nEN)
n+1
b = (=5-3", neN)

Megoldas.
a) Az a sorozat valodi divergens (tdgabb értelemben konvergens) és lim a = 400, mert
VReR IN =N(R) €N, hogy Vn>N: a, >R (4.1)
2
2
n°+22n < R
n+1

Ha R < 0, akkor minden N € N j6 kiiszob, ha R > 0, akkor tovabb vizsgalodunk:
(0 <>n2+2n n?+n
n+1 n+1
n > R
N(R) :=max{[R]; 0}

Mivel az N (R)-nél nagyobb indexi elemei a sorozatnak nagyobbak R-nél, a sorozat valoban
divergens és hatarértéke +oo.

R, mert n>0

b) A b sorozat valodi divergens és lim b = —oo, mert
Vre RIN =N(r)eN, hogy Vn>N: b, <r (4.2)
53" < r
1
3" > —=
=7
B 1
(1+3B-1)">14+n(3-1) > —"
2n > ! 1
n —=r—
5
—ir—1
> 5
" 2

29
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Mivel az N (r)-nél nagyobb indexii elemei a sorozatnak kisebbek r-nél, a sorozat val6ban
divergens és hatarértéke —oo.

4.1. Megjegyzés.

1. Ha a kérnyezet definiciojdat kiterjesztyiik €s azt mondjuk, hogy
1
K. (400) := {x| reR x> g(:: R)} :

akkor a (4.1) és (4.2) definiciok a konvergencia definicioval csengenek egybe. (Innen az
elnevezés is.)

2. Az dsszes divergens sorozat kielégiti az aldbbi definiciot, amely a konvergencia definicio
negaldsdval nyerhetd :

Az a=(a,, n€N) sorozat divergens, ha
VAER Jeg >0, VN €N dng € N, hogy ng > N, de

]ano —A‘ 2 €o-

Ezt ritkdn haszndljuk.

4.1.2. Hatarérték szamitas a miiveleti tulajdonsagok alapjan

0 009
P00 Voo

A miiveleti tulajdonsagok az aldbbi hatarozatlansigi esetekben nem alkalmazhatok:
09

7700 - m” 770 : m”? 7700”7 77100,77 77w
4.2. Feladat. A miveleti tulajdonsdgok alapjdin hatdrozzuk meg a kévetkezd sorozatok hatdrérté-
két, ha létezik.

a) a= (2—,%2+(—§)"-sm%, n € N)

Megoldas.
A fenti sorozatra
an =b,—c,+d,-f, Vn €N, ahol

b = (2, neN) ¢ = (-2, neN)

n+2’

d = ((—%)n,nEN) f = (sin%,nGN)

limd- f=0, mert d€N és f € K. (Lasd a tételt elsadason.)

lim a, = lim b, — lim ¢, + lim d,- f, = 2.
n—oo n—oo n—oo n—oo

—_—— — Y—-—
2 0 0 <>

Tipus: két polinom hanyadosa
Eljaras: A nevezd legmagasabb kitevGji tagjaval egyszertsitiink.

b) az(w, nGN)

n2—>5
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Megoldas.
, o mP—bn—T=  nP2-2-%)  2-5_1
lim a, = lim ———— = lim t—e— = lim Tt =2
fm e =l s S ety S 6
) a= (£, neN)
Megoldas.
lim a, = lim = n T = lim 2 T —
nooo " n—oo 2241 n—con?(24 ) n—ee 24 &
d) a= (5"22;%, nEN)
Megoldas.
, o m2—1ln+8 =  n(Bn-11+2)  5n—11+2
lim a, = lim —— = lim ——— = lim = =00
4.2. Megjegyzés.
P 0, ha deg P < deg @
lim P(n) =< sgnf-00, ha deg P >degQ

n—00 (n> C=2~2 ha deg P= deg Q>

q?
ahol p a P(x), q pedig a Q(z) polinom féegyiitthatdja.
Tipus: ¢" racionalis tortfiiggvénye

Eljaras: Ko6zos kitevore hozunk, majd a nevezd legnagyobb alapu (abszolutértékben)
tagjaval egyszertsitiink.

e) a= (—3'5n_1+2'3n i neE N)

,4n+2+5.3n—2 )
Megoldas.
: . 3.5 l42.3n = 3.5my.3n . 3.2 498
lim a, = lim 2 lim = = lim ~————% =
3 5\" 3\
3.(3 9.(3
e

16+ ()"

_ ([ 79n—6-5n"1 |
f) a= <—5.4n_2.32n+1) n e N)
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Megoldas.
i r 7-9"—6-5"71 = . 7-9n—8.5"
w5 2.3t WD 5an 2.3 (320
7.9n _6.5n 7-6.5%
= lim ——2>—— = lim %:
n—oo 54" —6-(9)" n—oo 555 —6
7—8.(5)"
= lim 2759) z
PRS-
4. n—1 (=7
Megoldas.
42014 3. (=) = 2.2"4+3-(=7)"
lim a, = lim +3-(=7) Z lim lim + 5< )
n—00 n—o00 2,3n+1+5_42n71 n—00 N—00 63”4—4—116”
22 4351 2(H)"+3(-%)"
— lim 16 — 156 = lim (8) - n( 516) =0

Tipus: Két végtelenbe tarté racionalis-tort kiilonbsége
Eljaras: Kozos nevezére hozunk, ezzel ,,polinom-per-polinom” alakot kapunk.

h) a:<@_3n2_+1. neN)

2n+1 6n+1

Megoldas.
241 3n241)\ co—oo 241D (6n+1)—(B3n?2+1)(2n+1
lim a, = lim nThl on :hm(n—i-)(n—i—)(n+)(n+):
B —2n’44n =
~ (2n+1)(6n+1)

A nevezé legnagyobb kitevsjd tagja ~ n?, ezzel osztunk. Ha ez a szorzat alakbol nem
latszik felbonthatjuk a zardjeleket.

A fenti (2n+1)(6n+1) szorzatbol harom féleképpen lehet n?-t kiemelni:

1. Az elsé tényezdbdl emelek ki n2-t,
2. A masodik tényezsbdl emelek ki n2-t,

3. Mindkét tényez6bdl kiemelek n-t.
Most ez utébbit érdemes valasztani:

. nA(—2+%) =2 -1
hm 1 1 = hm —_ =
nmoe 22+ )(6+1)  now 12 6 o
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Tipus: ,,Gyokok” kiilonbsége
Eljaras: Konjugalttal bévitiink.

i) a= (\/n2+n+1—\/n2—n—1; neN)

Megoldas.

lima =

lim <\/n2 +n+l—vn2—n— 1) > konjugalttal bévitiink”

n—oo

2 1 7 1
lim (\/n2+n+1—\/n2—n 1) Vi tntltvnd—n—

n—o0 Viitntl+yvn2—n—1

" (n*+n+1)—(n?*—n-1) _ 2n+2

im = lim

n—oo \/n24n+1+vn2—n—1 nocoy/n24n+l+v/n2—n—1
242 2

lim =—-=1.

’H"’\/H + -5 +\/1 2

j) a=(V5n*+2—-2n; neN)

Megoldds.

lima

k) a=(Vn?—2n2+1—
Megoldas.

n—oo

— lim (\/5712 T2 2n> =% konjugdlttal bovitink”

\/5n? 2 2 —4n?
— lim (\/5712 2n) it 2+2n . Sni42—dn®
Vhn24+2+2n n—ooo 4/ 5n2 2+ om

n +2 . n+—
= = lim —2— = 0.

N N nee J5p 242

n—o0

n; nEN)

lim ( V3 —2n241— n) *="  konjugalttal bévitiink”

Y/ (n3—2n2+1)2+ny/n? —2n2 +1+n?

lim (3n3—2n2+1—n> =
n—00 ¥/ (n? 2n2+1)2+n\3/n3—2n2+1+n2
(n®*—2n?+1)—
"HOO Y/ (n3—2n2+1)2+nv/n® — 2n2—1—1—|—n2
—2n?+1 B
s Y/ (n3—2n2+1)2+nv/n® —2n2 +1+n?
—2+% 2

lim =——

e a2y ey iy gy 3

1818
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) o= (LEEREEE nen)

Megoldas.

5 Vn3 —6n—/n3+2n2 I \ 1_%_\/71"’_2
11m = 111m —=

—0o0

Ebben a feladatban is gyokok kiilonbsége szerepel a szamlaloban, mégsem kell konjugalttal
béviteni. Ennek oka hogy a benne 1év6 n hatvanyok kiilonboznek, a tort nagy n-ekre ugy
viselkedik, min n=n®2 1 _ps. &

Tipus: Valtozé tagszami sorozatok
Eljaras: Osszegképlet keresése.

m) a= <—12+22+'”+”2; n e N>

n3

Megoldas.

P22 n?
lim =
n—oo n3

Valtozo tagszamu Osszeg. Az ilyenekre nem alkalmazhatok a miiveleti szabalyok.

“~ 5, n(n+1)(2n+1)
L

Bizonyitasat lasd az 1. gyakorlaton. A dolgozatban az Osszefiiggést bizonyitani is kell.

n(n+1)(2n+1) 1 1+l 2+l 9 1
= lim —95% —— = lim (1+3)( ”):—:—.
n—oo n3 n—o0 6 6 3 <>

n) a= <1~2+2-3+-~;—n-(n+1); ne N)

n

Megoldds.

1-242-3+---+n-(n+1) ,
m =

li

n—oo n3

Valtozo6 tagszamu Osszeg. Megprobaljuk felirni az 6sszegképletet.

ikuf-i-l) = i(k2+k) - ikQ—i_ik _ n(n+1)(2n+1) +TL(TL—|—1)
k=1

2
k=1 k=1 k=1 6

Vagy az 1. gyakorlat 3. hazi feladataban hasznalt bizonyitassal.

: ) tn(n+1)2n+1)+i(n+1)n i 1A+ H+H+i01+HE 2 1
= 1am = 11m = - = -,
6 3 <

n—00 n3 n—0oo 1
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Tipus: {/n és /a racionalis tortfiiggvényei
Eljaras: Szorzatta alakitas.
0) a= ( Vndgs YnPis Yn-2. N*)

Vnt2 ’
Megoldas.
Y Vnd+5Vn?+5¢n—-2 9 5
im ——
n—00 Un+2 3
Felhasznaltuk, hogy lim vn* =1, ha k € N. &
p) a= (—3 \/(2\6/%4_;@“; ne N)
Megoldds.

. 3Y16—48+1
lim =

n—00 (@/5_1)2

Mivel lim /c=1, ha c€R,, a fenti hatarérték ,,g” hatarozatlansagi esetre vezet. Legyen
n—oo

a:= /2, ekkor

3/16—4/84+1 3a*—4a®+1 . (a—1)?(3a*+2a+1)
Wa-1r | (a1 (o= 1)
x: Mivel a szdmlaloban szereplé polinom 1 helyen 0 értéket vesz fel, ezért szorzatta alaki-

tasaban szerepelni fog az (a— 1) tényezs. Probaljuk a szamlalot szorzatta alakitani. Ezt
csoportositassal, kiemeléssel, vagy polinomosztéssal érhetjiik el.

3a* —4a® 4+0a®> +0a +1 :(a—1)= 3a*—a?’—a—1.

3a* —3a®
—a® 4+0a®> +0a +1
—a®  +a?

—a®> +0a +1

a’> +a
—a +1
—a —+1
0

Mivel a 3a® —a?—a—1 polinomnak is zérushelye a=1, ezért tovabb bonthato:

3¢ —a® —a -1 :(a—1)= 3a*+2a+1.

3a®> —3a?
2¢> —a -1
20> —2a
a —1
a —1

0
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Ezért 3a* —4a®+1 = (a—1)*(3a®*+2a+1) és

V2—-1)2-(3V224+2/24+1) ¢
oy 2oDPGVRRRHD & aon o5 1 g

Q) a= ( s U n e N*)

Megoldds.

! Vnd+2Vn?—43Yn+1 |
im =
n—00 2%—2

Mivel lim Vvn* =1, ha k €N, a fenti hatarérték, 2” hatarozatlansagi esetre vezet. Legyen

2
n—oo 0

a:= /n, ekkor
Vnd42Vn?—43yn+1 o’ +20®>—4a+1
23/n—2  2(a—1)

A szorzattéa alakitdshoz polinomosztést végziink a kozos a — 1 gydktényezével :

a® +2a*> —4da +1 :(a—1)= a*+3a—1

ad  —a®
3a’ —4da +1
3a> —3a
—a —+1
—a —+1
0

(Yn—1)(Vn2+33/n—1) . VYn?+3¢/mn-1_3

= lim

)
i 2(/n—1) e 2 T2 &
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4.2. Hazi Feladatok

4.1. Hazi Feladat. Definicio alapjdn igazoljuk, hogy a kévetkezd sorozat tagabb értelemben kon-
vergens.
—5n%—2
o= (u; ne N)
n+1

megoldas

4.2. Hazi Feladat. A miwveleti tulajdonsdgok alapjin szdmitsuk ki a kévetkezd hatarértékeket!

) 3n? —2n3+8
a) lm — o= megoldds
) 2 . 3n _ 5 . 4n+1
b) ,}L‘{; 4.9n—115.3n+2 megoldas
2_ dn—1
c) lim S5 -(2— 0 + n )
n—oo —n?+2n n—3 -—n+3 megoldds
a) 1 vnd+3n?
im —
n—oo /13 — 512 megoldds
¢) lim (vVn+1—vn—1) megoldds
. N e
1) nlggo(gn on?+n—-2) megoldds
. P34+ (2n—1)2
g) lim .
n—00 n3 megoldds
2327+ 944737
h) lim
n—o0 91 megoldds

Tovabbi gyakorlé feladatok
1) [15] 71.0.: 3.b), ¢) 4.a) feladatok
2) [15] 78.0.: 11.a), b), ¢), d), j), k) feladatok A 11.k) feladatban a € K helyett a € R esetben.
3) 9] 7.0.: 27. feladat 4., 6., 9.
5) 9] 7.0.: 80. feladat 1-6., 9., 24., 28., 29., 30.

6

)
)
)

4) (9] 7.0.: 29. feladat
)
) [15] 73.0.: 11. feladat
)

7) 9] 7.0.: 30. feladat
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4.3. Megoldasok

4. FEJEZET. HATARERTEK SZAMITAS 1.

4.1. Hazi Feladat. Definicio alapjan igazoljuk, hogy a kévetkezd sorozat tdgabb értelemben kon-

vergens.

Megoldds.
sejtés: lima = —o0

—5n?—2
a= (u; neN)
n+1

VreRIN=N(r)eNVn>Na, <r

—5n%—2n
r
n+1
—3n%2 —2n%?—2n
< r
n+1 n—+1
—3n?
— < r
n—+1
—3n2
" < r+2
n+1
3 2
Tos
n+1
3n? —3n%> —3n?
n > —L > —r—2 han>1
n+l n+n 2n
3n < r—2
2
2
n > —=(r+2)

3

w0y = mas{ [ -2+ o).

vissza a feladathoz

4.2. Hazi Feladat. A miwveleti tulajdonsdgok alapjdin szdmitsuk ki a kévetkezd hatarértékeket!

Megoldds.
a)
3n2—2n3+8 3—2n+3L
lim = lim ="~ = —00.
n—oo 2n2 — 7 n—o00 — 3
vissza a feladathoz
b)
. 2.3"—5.4nt! . 2:3"—20-4" 2-20-1
lim — = im ——— — lim — =
n—oo 4.2n—1 4 5.3n+2 n—oo 2.2+ 45.3" n—>002~3—n+45

—920- (4"
= lim2 20(3)

PR )5

vissza a feladathoz
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c)

. 3n%—5 6 dn—1
lim ——- 2 —
n—oo —n2+2n |~~~ n—-3 —n+3
——— bn —— T/
an Cn, n
3n%?—5 -5
lim a, = lim o 7o lim "22 =-3=A
lim b,=lim 2=2=:B
) . 6
lim¢,=lim —=0=:C
n—oo n—oo n—3
An—1 41
lim d,, = lim ik = lim e =—4=:D

lim 2, =A(B—-C+D)=-3(2—0+(—4)) =6.

vissza a feladathoz
d)
lim M— lim n+3 =00
n— oo 3/n3_5n2 n—oo 3 1_§ ’
Ynd~n n
vissza a feladathoz
e)
vn+1l++y/n—1
lim (vVn+1l—vn—1) = lim(vn+1—+vn—-1)- =
"HOO(\/ v ) VHOO( ) vn+l+vn—1
. (n+1l)=(n—-1) . 2
= lim = lim =0.
n—oo \/n+1+/n—1 n—c/n+l+/n—1
vissza a feladathoz
f)

3n+vVon2+n—2
lim (3n—vVIn2+n—2) = lim (3n—vVIn24+n—2)- =
”—’00( ) "—’00( ) In+vIn2+n—2

’ 9n?—(In?+n—2) I —n+2

= lim = lim =
n—=c 3n++/9In?+n—2 = 3In+InZ2+n—2
, -1+42 —1 1

= lim

gy Jorloz 3+VO O

vissza a feladathoz
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. P43+ (2n—1)7
lim 5 =
n—oo n

P43+ 4+ (2n—1)% = (1P+2°+43%+---+(2n)*) — (22 +4°+- -+ (2n)*) =
= (P+2243°+---+(2n)%) —2°- (P +2°+-- - +n?)
2n n
2n-(2n+1)-(4n+1) n-(n+1)-(2n+1)
k2 = k2 =
2 G 2 G

2n-(2n+1)-(4n+1) 4n- 1)-(2n+1
124824y (2n—1)? = n(n+6)(n+)_ n(n+g(n+):

on+1 on+1)(2n—1
= M.(4n+1_2(n+1)):"( n+ )(n )
3 3
n(2n+1)(2n—1) 1 . 2 4 1 2 1 4
e S PO Gt Catr) N
n—o0 ’n,3 n—o0 3 3

vissza a feladathoz

2927+ V/9+4Y3-7 ,
(V3-1)(¥3+1)

22T+ /9+4%/3-7 3
h) lim o1 =
Legyen a := /3, ekkor

lim
n—

2a°  +a? +4a —7 :(a—1)= 2a*+3a+7

a® —2a?
3a° +4a -7
3a’> —3a
Ta —T7
Ta —T7
0
. 2/94+33+7 12
= lim = = —=0.
e AB+1 2 o

vissza a feladathoz



5. fejezet

Hatarérték szamitas 11.

5.1. Gyakorlat

5.1.1. Hatarérték szamitas a miiveleti tulajdonsagok alapjan

Tipus: ((—1)", n € N) sorozatot tartalmazé6 sorozatok
Eljaras: Paros és paratlan indexi részsorozatok vizsgalata.

5.1. Feladat. A mdveleti tulajdonsdgok alapjdan hatdrozzuk meq a kévetkezd sorozatok hatdrérté-
két, ha létezik.

a) a= ((-1)"=5; neN)

n+9 "’

Megoldas.
Legyen v = (2n, n € N), ekkor

(aov) = ((_1)211% nGN) = (M nGN) :

on+9 ’ 2n+9’

amelyre

14n — 14-2
lim(aov) = lim nT5 2

= lim ,
n—oo 2n+9 n—00 2—}-%

és legyen = (2n+1, n € N), ekkor

7-(2n+1)-5 14n+2
—((=1)2tr A2 7 —( =
(aopu) (( ) 19 nEN) < 1107 nEN),

amelyre

—T.

lim(aop) = I 14n+2 . 1442
1miao = 1im — = — lim —— =
K n—oo 2n-+11 n—00 2—{—%

Az a sorozatnak van két, kiilonb6z6 hatarértékkel rendelkezé részsorozata, ami ellentmond
a konvergencia harmadik kovetkezményének. (, Konvergens sorozat minden részsorozata
konvergens és ezek hatdrértéke megegyezik az eredeti sorozat hatdrértékével.”) Igy az a
sorozat divergens.

5.1. Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a két vizsqdlt részsorozat hatdrértéke az eredeti so-
rozat torloddsi pontja. S6t, mivel a sorozat a két részsorozatinak fésis egyesitése, ezért
mdas torloddsi pont nincs 1is. &

71
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b) a

5. FEJEZET. HATARERTEK SZAMITAS II.

(-1)"2t3, neN)

n2_7"
Megoldds.
1. megoldas

Legyen v = (2n, n € N), ekkor
An+3 An+3
— 2n —
(aov) = <(—1) T nEN) = (4n2—7’ nEN) :

dn+3 44
li = 1i = 1i n
im{gov) = lim ——7— = lim 7—

amelyre

3
2
n- __

7 _O’
n2

és legyen = (2n+1, n € N), ekkor

(aopu) = ((—1)2”“M, nEN) = ( _AndT nGN) :

(2n+1)2—7 CAn?+4n—6’

amelyre
lim( )= i An+7 ) 4n+% 0
im(aop) = lim ———— = — lim ——2— =0.

Mivel az a sorozat a két vizsgalt részsorozat fésiis egyesitése, azaz a = (aop) féLSJﬁs(aoy), és
lim(aop) =lim(aov) =0, ezért lima = 0.

2. megoldas:

Eldadason bebizonyitottuk, hogy egy korlatos és egy null-sorozat szorzata nullsorozat.
((=1)", n € N) korlatos és Tim. 243 = 0. O

2n—17

((~1)%22,n e n)

Megoldas.
Legyen v = (2n, n € N), ekkor

12n2 42 12n2 42
(aov) = <<_1>2n;_+1", neN) _ (4_+1 neN) |
n— n —

amelyre
: . 12n%+2n . 12n4-2
lim(aov) = lim ———— = lim — =00
és legyen p= (2n+1, n € N), ekkor
3-(2n+1)2+(2n+1) 12n? —14n—4
_ _1 2n-+1 c N — _ c N
(@op) = ((-pmn BT, St e,
amelyre
lim( )= 1i 12n% —14n—4 ) 12n—14—%
im(aop) = lim — =—lim ———* =—0
a n—00 dn+1 n—00 4—1—%

Mivel a-nak van két részsorozata, melyeknek nem azonos a hatéarértékiik, ezért a konver-
gencia harmadik kovetkezményének értelmében az a sorozat nem konvergens, még tdgabb
értelemben sem, azaz nem létezik lim a, hatarérték. &

n—oo
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A kovetkezd néhany feladatot az alabbi tételre vezetjiik vissza:

(1+ )" konvergenciaja

5.2. Feladat. Igazoljuk, hogy az ((1—}—%)”, ne N*) sorozat konvergens!

Megoldds.
A fenti sorozat konvergenciajat nem a definicié alapjan bizonyitjuk, hanem az alabbi, el6-
adasrol ismert tétel alapjan:

5.2. Tétel. Monoton és korldtos sorozat konvergens.

L.

II.

Monotonités:

Sejtés: a szigortan monoton névs. Bizonyitando, hogy
a, < apy1 VneN*

1 1
1+-)" < (1+—)"t' VneN*.
<+n) <+n+1> "

Tekintsiik az )

1 1
(HE)’ (1+ﬁ),...,(1+5),1
n+ 1 darab pozitiv szamot és irjuk fel a szamtani- és mértani kozepiik kozotti Ossze-
fliggést, melyet a 1. gyakorlaton mondtunk ki. Mivel a szadmok nem mind egyenldk, a
relacio szigori:

n+\1/(1+%>-(1—|—%)-.”.<1+%).1 (1+%)+(1+%721.1”+(1+%)+1

[ 1 n (14441 n+1+1 1 .
0<)" W/ (1+-) < n = =1 et
(0<) ( +n) n+1 n+1 +n—|—1 /( )

1 1 n+1
1+-)" < (1+——
( +n) (+n+1)

a, < apy1 VneN*

és épp ezt akartuk bizonyitani.

Korlatossag: Mivel a szigorian monoton novs k = a; = (1+ %)1 =2 egy jo als6 korlat.
(S6t ez az infimum is.)

A felsé becsléshez tekintsiik az
1 1 1. 11
1+—); (14+—):...:(1 P —
( +n)’ ( +n)7 ’( + )’272

n+2 darab pozitiv szam szamtani- és mértani kézepe kozotti Osszefiiggést :

n

1 R Iy 1,41
L) (14 d) ()3 d < ROt
1,1
0<)"/(Q+ip. b < MAats g /(o
(I+3)™ < 4 VneNr

a, < 4 VYneN*

Vagyis K =4 egy jo fels6 korlat. Tehat 2 < a,, < 4, Vn € N*. Igy a sorozat korlatos és
monoton nové, a fenti tétel értelmében konvergens. (Tudjuk, a hatarérték monotonitasa
miatt, hogy 2 < lima < 4.) O
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5.3. Megjegyzés.
1. Beldthato, hogy K =3 s j0 felsd korlat.

2. A fenti sorozat hatdrértékét e-vel szokds jelolni és Euler-szamnak nevezziik. A kozelitd értéke:
e~ 2,71828.

Kimondhato6 tehat a kovetkezd tétel:

5.4. Tétel. Az (1+ %)” sorozat monoton €s korldtos, ezért konvergens és

1
lim (1+—-)" =e.

n—00 n

Bizonyitas nélkiil elfogadjuk a kovetkezs tételt.

5.5. Tétel. Ha lim b, = oo, akkor

n—o0

1
lim (1+—)™" =e

noo' by
A kovetkezd tétel allitdsaira szintén sziikségiink lesz a feladatok megoldasédhoz.
5.6. Tétel.
(1) Ha a, —a>0 ésb, —beR, akkor a’ — a® (n — <)
(2) Ha a, —a>1 és b, — oo, akkor a®> — co (n — o0)
(3) Ha a, —a (0<a<1) ésb,— oo, akkor a’ — 0 (n — o)
5.3. Feladat. A mdveleti tulajdonsdgok alapjin hatdrozzuk meg a kijelolt hatarértékeket!

Tipus: (1—|- %)n-re visszavezethetd feladatok

a) lim (%£2)" =

Megoldds.

3\" 3\" 1\" 1) &%
lim (ﬂ) — lim <1+—> = lim (1+5> = lim (1+g> =
n—oo n n—oo n n—oo = n—oo =
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2n3
b) lim (%) e

2
N 00 n“+n—1

Megoldds.

3

3 n 3
=241\ "T . (nP4n—1-3nt2\"T 3n42 \ T
lim ([ —— ) = lim =lm (1+——— | =

n—oo \ nZ+n—1 n—o0 n2+n-—1 n—o0 n2+n-—1
2n3 n2+n—1' —3n+2 E
1 n—1 1 —3n+2 n24n—-1 n—1
= lim [1+———— =lim | 1+——— =
—3n+2 —3n+2
_ 9 - 7%n4+4n3
— —2n+1
i nir 2 n“+n—1[ »3-2n
e —3n+2
: 1 o . 1\ .
= . — - ——00 —
i (” di {1+ 0
—3n+2 —3n+2
L ~ VvV
—€
*: Vizsgaljuk meg kiilon a kitevs hatarértékét:
—6n*+4n? —6n+4
. n-+4n . n—+
].lm —_— m ——— = _OO,

igy az el6z6 tétel alapjén a fenti hatarérték 0. &

Tipus: Renddérelvvel megoldhato feladatok
A kovetkezd feladatok megoldasa soran sokszor fogunk hivatkozni a kévetkezd tételre.

5.7. Tétel. (Rendoérelv) Legyen a = (an,n € N), b= (b,,n € N) és ¢ = (cn,n € N) hdrom valds
szamsorozat, melynek elemeire :

Qp < bn < Cn.
Ha a és c sorozatok konvergensek, és lim a, = lim ¢, = A, akkor a b sorozat is konvergens és
hatdarértéke
lim b, = A.
c) lim {/5— -5 =7
Megoldds.
Becsiiljiik a sorozat altalanos tagjat! Ehhez induljunk ki az aldbbi relaciobol:
1
0 < n_+11 S 1
0 > _n_-l-ll > —1
Vb > pfi—-—5 > {4

Mivel lim /5= lim /4 =1, ezért a rendérelv alapjan:

n—oo n—oo

1
i ([h———=1.
nLHC}O n+1 &
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. . n/n2—
0) i o, = Jim {25
Megoldas.
Hogy a Tﬁ%ff“g tortet becsiilni tudjuk vizsgéaljuk meg az elGjelét:

n®>—5n+3
nd+1
ami a természetes n-ek kozott az n > 5 feltétel teljesiilése esetén igaz.

>0 n’—5n+3>0,

o A felsGbecsléshez a fenti tortet szeretnénk novelni. Ez a szamlalo novelésével és/vagy a
nevezd csokkentésével lehetséges.

o A szamlalo novelését tgy szeretnénk elvégezni, hogy a kapott polinom csak ,0ssze-
vonhat¢” tagokat tartalmazzon. Ehhez a pozitiv egylitthatoval szerepld tagok helyett
fétaggal (legmagasabb fokszamu tag) egynemi kifejezéseket irunk (az egyiitthatot
valtozatlanul hagyjuk), a negativ egyiitthatoju tagokat elhagyjuk az 6sszegbdl. Igy

n?—5n+3<n?—0+3n

A kapott becslés minden szobajohetd n-re teljesiil (n > 5).

o A nevezd csokkentése soran éppen ellenkezfleg jarunk el. A pozitiv egyiitthatoja
tagokat hagyjuk el (kivéve természetesen a fGtagot) és a negativ egyiitthatoju tagok
helyett frunk a f6taggal egynemi kifejezést :

n’+1>n"4+0 VYn>5.

Felhivnank a figyelmet arra, hogy a nevezd becslésekor vigyazni kell arra is, hogy a
kifejezés egyetlen szoba johets n esetén se legyen 0. Igy ha kordbban nem zértuk volna

ki n lehetséges értékei koziil a 0-t, most meg kellene tenniink.

) . . . 2_
e Alsodbecsléshez csokkentsiik a %ﬁr?’

a nevezl novelésével lehetséges.

>( tortet, amely a szamlalo csokkentésével és/vagy

o Mivel n°+1<n’+n’, han>1, ezért a nevezd az el6z6ekhez hasonlo indoklas alapjan
névelheté minden szoébajohets n esetén.

o Ha a szamlalo csokkentése soran a n?—5n+3>n?—5n?+0 becslést hasznalnank, akkor

a vizsgalt tort helyett egy negativ elGjeld kifejezést kapnank. Célunk, hogy az el6z8
feladathoz hasonléan az n-edik gyok szigortt monotonitaséra hivatkozva alkalmazhas-
suk a renddrelvet, de negativ kifejezés esetén az n-edik gyokvonas nem engedélyezett
mivelet. Az ilyen hibés becslést tulbecslésnek szokas nevezni.
Mit tehetiink ilyen esetben? Fontos, hogy a szamlaloban szerepl$ polinomot gy csok-
kentsiik, hogy ekdzben az elGjele ne valtozzon meg. Példaul n?— %n2+0 egy jo becslés,
abban az esetben, ha valoban kisebb az eredeti polinomnal. Vizsgaljuk meg, hogy mi-
lyen n-ek esetén teljesiil ez:

1
n2—§n2+0 < n?—b5n+3
1
—§n2 < —-5n<-5n+3
n > 10.

Azaz minden n > 10 esetén n’ — %nQ +0 < n?—5n+3 teljesiil és ekkor

nZ—%n2+O n?—5n+3
nS4+nd T ndb+1
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Igy igaz az alabbi becslés:

n2—1n240 2 2 2
2 n“—5m+43 n“—043n
0< Py B < 41 < w510 n>10neN

v/ Llp-3 vVidn=3 n>10neN

4
2—-5n+3
i o = Jim {7 = o

IA
IA

Qn

A rendérelv alapjan:

e) lim a,= lim /3"—2"

n—oo n—oo

Megoldds.

3+ 3- \/1——<3 { 1— /3 —2n =3. 1"/1— <3 V14+0—3.

A fenti relacié Vn € N*-ra fennall, mert 0 < (%) % Vn € N*, igy a rendérelv alapjan

lim a, = lim V3" —2" = 3. o

n—oo n—oo

. 3
f) lim a, = lim 27
n—oo n—oo

Megoldas.

3 3 n3 n3 n3
0<—0<n—: n 1 1

S (Vo) (1+(v2-1)m)" " (+n(V2- 1))4_n4(\/_ Dt (V21

I/\Uo

—0,

igy renddrelv alapjan

3
lim a, = lim n = 0.

n—oo n—oo 21

B
A < becslés soran az elsé gyakorlaton igazolt Bernoulli egyenl6tlenséget (1.2) alkalmaztuk.
Igy a nevez6t csokkentettiik azéltal, hogy (1+4(v/2—1))" helyett 1+n(v/2—1)-et frtunk.<>

5.1.2. Sorozatok also- és felsd hatarértéke

5.8. Definici6. Legyen a:N — R egy valds szamsorozat. Az a torléddsi pontjainak halmazdin a
H:={a eR| 3v:N — N indezsorozat, hogy lim(aov)=a}

halmazt értjik.
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5.9. Definicidé. Legyen a:N — R egy valos szdmsorozat. Tekintsiik az a torloddsi pontjainak
H .= {a € R| 3v: N — N indexsorozat, hogy lim(aov) = a}
halmazat. Az a sorozat felsd hatdrértékének nevezzik a H halmaz szuprémumdt, azaz

lim sup a,, :=sup H,

n—oo

és hasonldan az a sorozat alsé hatarértéke:

liminf a,, :=inf H.

n—oo

5.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorozatok also és felsd hatdarértékét!

a) a= (3+2- G2, nen)
Megoldas.
Vizsgaljuk a sorozat paros indext elemeibdl all6 részsorozatat és vizsgaljuk meg a paratlan
indexd elemekbdl allo részsorozatot is!

Legyen v = (2n, n € N*), ekkor

amelyre
: : 4n” :
lim(aov) = lim 3+2—4 = lim 342

n—oo 4n2 —4n n—oo —

=95

4
n

és legyen = (2n+1, n € N), ekkor

(=1)2*1. (2n+41)2 4n*+4n+1
~ (342 N)=(3-2 N =
(aop) ( T o —2ar ) " a2 rdnil—dn—2 "€

An’+4n+1
— —2—
<3 FRCEREE nGN)

amelyre

n?+4n+1 4+%+#_1

lim(aop) = lim 3—2—1 = lim 3—-2

n

Mivel a két felsorolt konvergens részsorozat féstis egyesitése az a sorozat, ezért a torlodasi
pontok halmaza csak a két emlitett részsorozat hatarértékét tartalmazza, T'= {5, 1}. A
torlodési pontok koziil a legkisebbet nevezziik alsé hatarértéknek, a legnagyobbat pedig
fels6 hatarértéknek, azaz

liminfa, =1 és limsupa, =5.

n—oo n—oo

Mivel liminf a # lim sup a, ezért a sorozat nem konvergens. &
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b) a= (14cos(n-%), n€N)

Megoldds.
Irjuk fel a sorozat néhany elemét:

3 2 1
ag=1+cos0=2, alzl—l—coszz— 1+cos—7r:—, a3z =14cosm =0,
3 2 3 2
4r 1 om 1
a4:1+cos?:§, a5:1+cos?:§, a1 =14cos2mr=1+4+cos0=2,...

Megallapithato, hogy az a sorozat az aldbbi index-sorozatokhoz tartozé diszjunkt részso-
rozatok fésis egyesitése:

6n, n € N)
6n+1, neN

o 2 X R
Il

on+4, neN
6n+5 neN

2
\

(
( )
( )
(6n+3 n € N)
( )
( )

Konnyen lathato, igy a torlodéasi pontok halmaza:

31
T=1{2 2,0 =
{’27’2}’

és liminf a =0, limsupa = 2.

a=((-1)"2E3, neN)

A kérdéses sorozatot méar vizsgaltuk a b) feladatban, ahol azt talaltuk, hogy a sorozat
konvergens. Ismert tétel alapjan az a sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha pontosan
egy torlodési pontja van, vagyis ha lim sup a = liminf a. &
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5.2. Hazi Feladatok

5.1. Hazi Feladat. A miveleti tulajdonsdgok alapjdn hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrértékeket :

(_1)71 . 2n+1 —9. 3n+1
a) lim
n—oo  (—1)nti2n43n megoldas

b) lim 1— (=1"

n—oo n megoldds
. (3n+5)2n+1
c) lim
n—oo \ 3n—1 megoldas
—n+1
4) lim (Bn n+ )
n—oo \ 3n24+n-+1 megoldas
1 3
e) lim ¢ (n )
n—00 n+2 n+>5 megoldds
. .]3n%2+5n—1
1) nlglgo n3—7 megoldds
5.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi sorozatok also és felsd hatdrértékeét!
—1)n
a) a= (1—( ) ) nEN*>
n megoldas
3 sinAr
b) a= (-—Sm 2 nEN)
2 2 megoldds
= ((=1)" z N
c) a= ((— ) -cos(n-i), ne ) megoldis

Tovabbi gyakorl6 feladatok

) [15] 78.0.: 11. feladat
2) 9] 7.0.: 30. feladat
3) [15] 71.0.: 3.b), ¢) 4.a) feladatok
4) [15] 78.0.: 11.a), b), ¢), d), j), k) feladatok A 11.k) feladatban o € K helyett o € R esetben.
5) 9] 7.0.: 27. feladat 4., 6., 9.
6) 9] 7.0.: 29. feladat

)

7) 9] 7.0.: 80. feladat 1-6., 9., 24., 28., 29., 30.
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5.3. Megoldasok

5.1. Hazi Feladat. A miveleti tulajdonsagok alapjdn hatdrozzuk meg a kévetkezd hatdrértékeket :

(_1)71 . 2n+1 —9. 3n+1

i
a) nLHgo (_1)n+12n+3n
Megoldas.
Legyen
-1 n,2n+1_2,3n+1
a= (( ()_1)n+12n+3n , nEN> és v=(2n, neN),
ekkor
(_1>2n.22n—|—1_2.32n+1 22n+1_2,32n+1
(aoy):( (—Djzriom neN|= g neN|,
amelyre
22n+1_2‘32n+1 2.4" _6.9" 2%_6
lim(aov) = lim =lim ———— = lim —— =
n—o0 —22n 4 32n n—oo —4n 4 Qgn n—0o0 —9—n—|—1
4\
o 266
O

Hasonloan legyen = (2n+1, n € N), ekkor

-1 2n+1_22n+2_2. 2n4-2 —4.4"_18.9"
(aou):(( ) 3 ,nEN)z( 89,n€N>,

(—1)2n+222n+1 4 32n+1 24" +3-9n
amelyre N
R R L
Mivel
a=(aov) U (aop) & L{aov)=Liaok) =G
ezeért

lim a, = —6. o
vissza a feladathoz

b) lim 1— (=1"

n—o00 n

Megoldds.
Legyen a := (hmnﬂoo 1-ED ne N) és v:=(2n, n € N), ekkor

—1) 1
aov = (1—u, nEN) = (1——, nGN)
2n 2n

1
L(aov)=lim 1—— =1.

n—00 2n
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82
Es legyen y:= (2n+1, n € N), ekkor

(_1)2n+1 1
=|1—-—— eN|=11
aon ( o+l ot

,nEN)

L(aop)= lim 1+2n+1 =

n—oo

L(aov)= L(aop) =1,

Mivel
a= (aoy)f,uy (aop) és
ezért
7111_>H()lo a, =1. &
vissza a feladathoz
o lm 345 21
n—oo \ 3n—1
Megoldas.
3n+5 2n+1 In— 1+6 2n+1 2n+1 2n+1
lim = 1 — )= lim [ 1+ =lim (145 |=
n—oo 3n - ]_ n—oo STL — ]_ n—00 3” — n—oo nT
12n+6
3n—1
' 1 3n671 ﬁ(2n+l) 1 371671 )
= m (1+ —_3n1> = Jim (1 + —_sm) -
6 6
Vizsgaljuk meg kiilon a kitevé hatarértékét:
12n+6 12+ 8
&

Igy = €.
vissza a feladathoz

3

(3n2—n+1)1n”

d) lim (———
n—oo \ 3n2+n-+1
Megoldas.
_ Z—n+1\1" . 3n24n+1—2n\ 17"
li = lim =
n—oo \ 3n2+n+1 n—00 3n24+n+1
_ —on  \T7 1\
- nh—{go <1+3n2+n+1) :7111—{20 <1+3n2+n+1> -
—2n
—2n n3
3n2+n+1.m

3n2+n+1

I 1
= 1m
n—o0 3n?4n+l n—o0
—2n —2n
7
~
—e

3n2+n+1. —2n ._n°
—2n 3n24+n+1 1—-n 1 —2
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Vizsgaljuk meg kiilon a kitevs hatarértékét:
Y —2n? , —2n
11m = 111m =
n—oo (1—=n)(3n?4+n+1) n—oo (%—1)(3—1—%—1—”—12)
Igy = cc. ¢
vissza a feladathoz
1 . n—2
e) lim {/7+——- (n_S)
n—00 n-+ n+>5
Megoldas.
0 < 4 <1 VneN
7 < T+-45 < 8 VneN
VT < {fT+:45 < V8 VneN
! |
1 1
A rendérelv alapjan:
1
lim (/7T+——=1
n—00 n—+2
‘ n_3 n—2 . n—|—5—8 n—2 ‘ —8 n—2
lim | —— = lim =lim (1+—— =
1 n—2 1 "_—"?~n—%-(n—2)
i 1 ”_—tf —E:LT;G
= lim (1 + m)
n—oo —8

Vizsgaljuk meg kiilon a kitevé hatarértékét:

. —8n+16 —8+16
lim ———— = lim === —8
Igy lim (Z—jrg’)nﬂ:e 8 és
/ 1 —3\"? 1
lim {/74+——- n=o =1l-ef=—
n—o0 n+ 7’L+5 68

O

vissza a feladathoz



84 5. FEJEZET. HATARERTEK SZAMITAS II.

. ./3n24+5n—1
f) lim {/ —————
n—o0 n3—"7
MeQOlddS' 3n2—n? 2 3n245n—1 2 8n2
ns3 — n3—7 — n3-1n3
n — n 2 — n —
Von=t < pfodinel < J16n!
l l
1 1

A rendérelv alapjan:

+ ha ** ha
1
2 3 >
n =1 n® > 14
vissza a feladathoz
n > 2

5.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi sorozatok also és felsd hatdrértékét!

a) a= <1— (_i)n, nEN*)

Megoldas.
A sorozatot mar vizsgaltuk az 1.b) hazi feladatban és azt talaltuk, hogy konvergens és
lima =1, ezért

liminfa =limsupa = 1.
¢

vissza a feladathoz

b) a= <§—8m7, neN)

2 2
Megoldas.
Irjuk fel a sorozat néhany elemét:
3 3 1 3 3 1 3
(1,0:5, CL1:§—§:1, a2:§7 CL3:§+§:2, CL4:CLO§,...

Megallapithato, hogy az a sorozat az aldbbi index-sorozatokhoz tartozé diszjunkt részso-
rozatok fésis egyesitése:

a = (4n, n€N) B = (4n+1, neN)
v = (4n+2, neN) d = (4n+3, neN)

3
Konnyen lathato, igy a torlodéasi pontok halmaza: T = {5, 1, 2}, és

liminfa =1, limsupa = 2. &
vissza a feladathoz
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c) a= ((—1)”-008(71-%), nEN)

Megoldas.
Irjuk fel a sorozat néhany elemét :

ap=1-cos0=1, a;=—1-cos g:(), as=1-cosm=—1, ag=—1-cos ?W:O’ ag=ag=1--cos2m=1,...

Megallapithato, hogy az a sorozat az aldbbi index-sorozatokhoz tartozé diszjunkt részso-
rozatok fésiis egyesitése:

(4n, n € N)

(4n+1, n eN)
(4n+2, n € N)
(4n+3, neN)

o 2 @ L
I

Konnyen lathato, igy a torlodéasi pontok halmaza:
T={1,0, -1},

és liminfa = —1, limsupa = 1. &
vissza a feladathoz
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6. fejezet

Végtelen sorok osszege

6.1. Gyakorlat

6.1. Definicié. Legyen x:N+— R valos szamsorozat. Ekkor az
Tot Tt =) @,
n=0

formdlis dsszeget végtelen sornak nevezziik.

6.2. Definicié. A fenti végtelen sor n-edik részletosszegének nevezzik az

n
Sy, = g Tk
k=0

véges 0sszeget.

6.3. Definicié. Akkor mondjuk, hogy a > x, sor konvergens, ha a részletisszegek S =(S,, né€
n=0
€ N) sorozata konvergens és a lim S,, értéket a végtelen sor Gsszegének nevezziik.

n—o0

6.1. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd végtelen sorok dsszegét!

Teleszkopikus Osszegre vezets feladatok

— 1
2) Z n(n+1)

n=1
Megoldds.
Bontsuk az altalanos tagban szerepld tortet elemi tortek Osszegére!
1 A B A(n+1)+Bn (A+B)n+A
—_— = —+4 = =
n(n+1) n n+l n(n+1) n(n+1)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A =1
A+B = 0}:32_1'

87
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. 1 1 1
[gy tehat = — — ——. Ezt felhasznélva az n-edik részletosszeg az alabbi alakban
nn+1) n n+l
irhato:
—~ 1 —~ /1 1
S = 2 phED (z‘m =
k=1 (k+1) k=1
(1 1 L 1/ 1 n 1 P 1
-\ 4 n n+l
1
= 1——
n+1
Ekkor a sor Osszege
=~ 1 1
> ~ = lim S, = lim (1——1>:1.
—t n(n—|— ) n— oo n— o0 n-+ <>
1
n%+3n
Megoldas.
Most is kezdjiik az altalanos tag felbontasaval!
o 1 —A—i— B A(n+3)+Bn  (A+B)n+3A
n2+3n nn+3) n n+3  n®m+3) n(n+3)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

3A =1 1 1
A+B — 0}2>A_§’B__§' o

Igy tehat
alakban irh

Wl

(n+3)
ato

S, = -

- -
DD DD
(g e

+
VR
|
==
N————
+
i

3

1
3 n+l n+2 n+3
Ekkor a végtelen sor Osszege:
= 1 1 11 1 1 1

= lim S, =1l —|1+=-+=-— — — —
Zn(n+3) it nirﬁlo<3{+2+3 ntl nt2 n+3)1

n=1
1 1+1+1 1
3 2 3 18
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n(n + "~ n(n+1)
Megoldds.
[rjuk fel az n-edik részletosszeget és alkalmazzuk a logaritmus azonossagait :

n l{+2 n
S, = 21 k+1) Zlgk 1) —log k —log(k+1)+log(k+2) =

= (10g1—10g2—10g3+10é4 (log 2 —1log 3 —log 4+ log 5) +
+(log 3 —log 4 —log 5+1og6) +- - - + (log(n— 1) —log n —log(n+1) +log(n+2)) =
n—+2

= log1l—log3—logn+log(n+2)=—1log3-+log

Igy a végtelen sor dsszege:

- —1 2 2
E logw— lim S, = lim (—10g3+logn+ ):
o n(n—l—l) n—00 n— n

2 2
= —log 3+ lim log n = —log 3+log lim nte_

n—oo n—oo N

2

L =—log3+logl=—logs3.

= —log 3+log lim

n—oo

6.4. Megjegyzés.

1) A feladatban szerepld log jeldléssel arra szerettik volna felhivni a figyelmet, hogy a
megoldds lépései sordn nincs jelentdsége annak, hogy milyen alapi logaritmusrol van
820.

2) A végtelen sor dsszegének szamoldsakor felcseréltik a logaritmus és a hatdrértékképzés
sorrendjét. A lépés azért végezhetd el, mert a logaritmus fligguény a teljes értelmezési
tartomdanydn folytonos. Ezt a tulajdonsdgot majd az Analizis 2. cimd tdrgy keretein
belil igazoljuk, addig fogadjuk el, hogy a lépés helyes!

Meértani sorra vezets feladatok

05 ()

n=2
Megoldds.
A mértani sor Osszegképletét fogjuk alkalmazni:
a io: "=a ! (6.1)
1 qg =ax 1— q' .
n=0 <>

Ehhez index-transzformacioval elérjiik, hogy az 6sszegzés n=0-t6l induljon és a hatvinyo-
(o]

zés azonossagait alkalmazva fogjuk kialakitani a a; ) ¢" alakot:
n=0

S0 20720 0-0%0 -

n= n=0
B <3>2 1 9 1
i) 13716 T4
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> 5n+1

©) D 3o

n=3

Megoldas.
A mértani sorra vezetd feladatok soran mindig valaszthatunk az alabbi két megoldasi mod

kozil:

1) Az el6z6 feladathoz hasonloan indextranszformécio és a hatvanyozas azonosségainak

segitségével a; Y ¢" alakra hozzuk a kifejezést, majd a (6.1) Osszefiiggést alkalmazzuk:

n=0
o mntl o mnt4 0 5n .54 54 0 5 54 0 5n
;3n_1_2n+3 - ;3n+2_2n+6—;3n,32,2n,26—32_26;3n_2n—32,26;67—
R YA N L _ 5 5' 625 625
S 320 4=\6)  32261-3 0 32260 3.2 3.32 96

2) Belatjuk, hogy mértani sorral van dolgunk, melynek leolvassuk a hanyadosat (q) és a
kezd§ elemét (aq):

e 5n+1 54 55 56
n—1.9n+3 2,95 3.96 4,97
< 3nlonHE T 32,95 33.26 " 31,

n
an

oo
2~ . 4 2~
> a, egy mértani sor, melyre a; = 5255 és

n=3
1 5n+2 gn—1 .on+3 B 5 B 5
- a, 3n.2ntd Betl 2.3 6
Tehat
i 5t 1 54 625
_— = Q1 —_— — . = —
ctgns T g 3.2 96 o
> n% konvergenciaja
n=1

A fenti sor vizsgalatahoz fel fogjuk hasznéalni a Cauchy-féle kondenzécios elvet:

6.5. Tétel. (Cauchy-féle kondenzacios elv) A > a, sor ekvikonvergens a »_ 2" -agn sorral

n=0 n=0
o0
ha 0 <a,, (n € N) és a monoton fogyo sorozat, azaz a »_ a, sor pontosan akkor konvergens, ha a
n=0

[e.e]
> 2"-agn sor konvergens.
n=0

6.6. Tétel. A > n%, a € Ry végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha o> 1.
n=1
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o o0
Bizonyitds. Legyen Y a,:= >, -, ahol a € Ry rogzitett.
n=1 n=1

o0
A Cauchy-féle kondenzacios elv értelmében a ) a, sor ekvikonvergens a
n=1

~

(]
—~
%)
HE
—
~—

ha a > 1,

3
Il
_

NgE

(2" hal0<a<l,

3
Il
_

= _OOnL_OO 1 I
2 =y~ e oy

n=1 n=1

8

ha a=1,

,

3
Il

_

Az a > 1 esetben egy 1-nél kisebb alapt mértani sort kaptunk, amelynek a konvergencidja ismert.
Ha o < 1, akkor is mértani sorhoz jutunk, de az alap ilyenkor 1-nél nagyobb, igy az altalanos tag

[e.°]
nem tart 0-hoz. A ) 1 sor ismert divergens sor. ]
n=1

6.2. Feladat. Vizsgdljuk meg a kévetkezd sorok konvergencidjat! (Az dsszegiikre nem vagyunk
kivancsiak, csak arra, konvergensek-e.)

[e.e]

3n+1
2) Z 2n—17
N=1 N —
Megoldas.
Mivel
3n+1 3++ 3
0, e = 10, 2Zi7 Tyt
igy a ) _ a, sor nem teljesiti a konvergencia sziikséges feltételét, vagyis a sor divergens. <
n=1
= 3n—2
b) Z 3+n3
N=1 N
Megoldads.
Ha n > 1, akkor
1 1
Ap ™~ ) = — a> 1.
n: n

[e.e]
Sejtés: A > a, sor konvergens. A majorans kritériumot alkalmazzuk.
n=1

—2
S <3n:i::bn Vn € N*.

Ogan:3+n3 3 n2

A > b, sor konvergens, mert & =2 > 1 (hiperharmonikus sor).
n=1

o0 (o]
Mivel 0<a,<b, VneN* ezért Y a,<> b,<oo,ezért a majorans kritérium értelmében
n=1 n=1
(o]

> a, is konvergens. %

n=1
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- 1
) D
—vnd—2n?+1
Megoldas.
Ha n > 1, akkor
1 1 1
Ay, ~ =—=— a>1.

Vi3 n: n°

(o]
Sejtés: A > a, sor konvergens. A majorans kritériumot alkalmazzuk.
n=1

0<a - 1 : 1 _ 1 _\/5_

A x egyenlGtlenség teljesiil, ha

|
3
w0
Vv
[\
3
o

3
AV
W

A Y b, =23 L sor konvergens, mert v = 2 > 1.
n=1

2
n=1"

Ekkor mivel

o) 3 o) 3 )
0<a,<b, V>4 =Y a,=» a+» ;<Y ay+» by <00,
n=1 n=1 n=4 n=1 n=4

[e.e]

ezért a majorans kritérium értelmében a ) a, sor is konvergens. &
n=1
= 1
D) Y
= Vn?—=Tn+5
Megoldds.
Ha n > 1, akkor
1 1 <1
Ay ~ =—=— « )
Vn? ni o ne

o0
Sejtés: A > a, sor divergens. A minorans kritériumot alkalmazzuk.
n=3

1 * 1 1
an: Z o
vn2—Tn+5 " Yn2—0+5n2 /6n2

A x egyenlGtlenség teljesiil, ha

=:0p

5n* > 5
n? > 1
n > 1 (vagy n<—1, ami nem lehet.)
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A 23 b, = % ; ni% sor divergens, mert a = 2 < 1.
Igy a minorans kritérium értelmében a > a, sor is divergens. &
n=1
- In+8
e —-1)"
) HZ;( ) (2n+3)(2n+5)

Vv
an

Megoldds.
Mivel a,, > 0 ¥n € N és (a,, n € N) sorozat szigortian monoton cstkken, hiszen

A(n+1)+8 An+8 4n+12
Qpy1 —0ap = - = —

2n+1)+3)2(n+1)+5) (2n+3)(2n+5) (2n+5)(2n+7)
4n+8 (An+12)(2n+3) — (4n+8)(2n+7)

(2n+3)(2n+5) (2n+3)(2n+5)(2n+7)

_ 8n®+36n+36—(8n*+44n+56) —8n—20 <0 YneN
B (2n+3)(2n+5)(2n+7) ~ (2n+3)(2n+5)(2n+7) '

Tehat a > a, sor egy Leibniz-tipusu sor.
n=2
Mivel
’ i 4n+8 . 5
im a, = lim = lim —2% "

o0
a » a, sor a Leibniz-kritérium értelmében konvergens. A minorans kritériummal belat-
n=2

hatE), hogy a sor nem abszolut konvergens (feltételesen konvergens). &
6.7. Megjegyzés. Leibniz-tipusu sor esetén a konvergencia-sebességre a kévetkezd eqyszerd becs-

lés adodik :
Sn—Z(—l)"an <a, VneN.
n=0

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a Leibniz-tipust sor S Osszege barmely n € N* esetén S, és S,
kozé esik, azaz
Snfl S S S Sn vagy Sn S S S Snfl-

Ekkor az |S,, — S| eltérés feliilrsl becstilhets az | S, —S,_1| eltéréssel.

6.3. Feladat. Az eldz0 feladatban vizsgdlt sor hdnyadik részletosszege kézeliti a sor dsszegét leg-
feljebb % hibdval ?
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Megoldads.

A fenti becslést alkalmazva a megfelel index leolvashato.

1
IS, =S| < a, <

10
4n+8 1
(2n+3)(2n+5) S 10
40n+80 < (2n+3)(2n+5)
0 < 4n*+16n+15—40n—80
0 < 4n*—24n—65
0 < 4(n*—6n)—65
0 < 4(n*—6n+9-9)—65
0 < 4(n—3)*-36—65
101 < 4(n—3)°
< -3y
% < n—3 —@ > n—3
502 < n-3 502 > n-3
8,02 < m ey 2,02 > n
9 < n
Az Sy maér jo. ami nem lehet.

Azaz |S— S| < 15. &
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6.2. Hazi Feladatok

6.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd végtelen sorok dsszegét!

%) ; n2+2n megoldds
S 1
b
) nz:; n(n—1)(n—2) megoldds
¢) ; n2—5n+6 megoldds

log(1——

d) Y

6.2. Hazi Feladat. Vizsgdaljuk meg a kévetkezd sorok konvergencidjat! (Az édsszegiikre nem va-
gyunk kivancsiak, csak arra, konvergensek-e.)

megoldds

@) Z nvn 2n—|—1

P megoldds
1
b
) Zﬂ7 I3 +n2+1
n=d ) megoldds
=~ 1
) 2 5T
”:3\7’—’ megoldds
- 1
d -
/ ; Vn?—3n+8
— megoldds
- 1
_1)"
) ;( ) n(n+1)
- — megoldds
L =3
/) Z n+95
—~ megoldds

6.3. Hazi Feladat. Vizsgdaljuk meg az aldbbi sorok konvergencidjit a Cauchy-féle kondenzdcios
elvvel!

=1

2) ; n megoldas
1

b —

) an megoldés
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6.3. Megoldasok

6.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a kivetkezd végtelen sorok dsszegét!

= 1 =~ 1
2) nz::ln2+2n_nz::1n(n+2)
Megoldads.
Bontsuk fel az altalanos tagot:
1 _A+ B An+2A+Bn
nn+2) n n+2  nn+2)
Az egylitthatok egyeztetésébdl:
A+B = 0 L p__1
24 = 1 = A=3 2
Igy
1 11 1
nn+2) 2\n n+2)°
Ezt felhasznalva az n-edik részletosszeg az alabbi alakban frhato:
1 I~/1 1 1[/1 1 11 11
Sn = = — _— = — _—— _—— _——
;k(mz) 2;<k k:+2) 2{(1 3)+(2 4)+<3 5)+
. 1 1 n 1 1 T 1 1 n 1 1 B
4 6 5 7 n—1 n+l n n+2)|
1 1 1 1
= (14— ).
2 2 n+l1l n+2
A végtelen sor Osszege definicié alapjan kaphato:
= 1 1 11 1 3
=limS,=lm - |(14=—-————— ] =-.
;n(n—l—Q) P nililoz(+2 n+1 n—|—2> 4
vissza a feladathoz
- 1
b) >
“—~n(n—1)(n—2)
Megoldas.
1 _ A+ B N 1 A(*-3n+2)+B(n*—2n)+C(n*—n) _
nn—1)n-2) n n—-1 n—-2 n(n—1)(n—2) B
_ (A+B+CO)n*+(—3A—-2B—-C)n+24
B n(n—1)(n—2) '

Az egylitthatok egyeztetésébdl:

A+B+C
3A+2B+C
2A=1 = A=1

0
0 }:> 24+B=0 = B=—-1 = C:%.
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Igy

1 i 1 2 171 2 1
n(n—1)(n—2) n—2 n—-1 n 2\n—-2 n-1 n
1 1 1 1 n 1
2\n—2 n—-1 n—-1 n/)
Ezt felhasznalva az n-edik részletosszeg az alabbi alakban frhato:
- 1 1| 1 1 11
Sn e = — — — —_ —
;k(k—n(/@—z) 2 [Z (k—2 K1 k—1+k)]

3 k=3

. 1 1 1 i 1 . 1 1 1 . 1 .
2 3 3 4 3 4 4 5
Igy a végtelen sor Gsszege:

> 1 1 1 1 1 1

E =limS,=lm - |[1l-—-———+4+— ) =-.
n(n—l)(n—Q) n—00 n—oo 2 2 n—1 n 4 o

vissza a feladathoz

Y
= =
DN | =
DN | —
+
=Wl

- 1 - 1
o) D =2
~n?-in+6 <= (n—-2)(n-3)
Megoldds.
1 A B (A+B)n+(—2B—3A)
pu— + pum
(n—=2)(n—=3) n—2 n-3 (n—2)(n—3)
Ahonnan
A4B = 0= B=-a)_ MM T
—2B-34 = 1 b
Esigy

1 1 1

(n—2)(n—3) n—-3 n—2

A kapott Osszefiiggést visszairva az n-edik részletosszeg képletébe adddik, hogy

n

o= S gy s ) - (1) (5)

k=4

Igy a végtelen sor Gsszege:
. 1 1
2—2 - 6:limSn:1im 1——2=1.
- n—on-+ n—o00 n—oo n— <>
vissza a feladathoz
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S 1
d) > |log(1- )
n=2
Megoldas.
Mivel 1— # < 1 minden n € N* esetén, ezért log(1— #) < 0 minden szébajohetd n-re, igy
1 1 n?—1\"" n
log(l—ﬁ)‘ = —log(l—ﬁ) = log ( = ) = log e

= logn®—log(n®—1) =2logn—log(n+1)—log(n—1)

A kapott Osszefiiggést visszairjuk az n-edik részletosszeg képletébe:
- 1
Sp = > |log(1——)

k2
k=2

+(—log3+log4+log4—logh)+---+(—log(n—1)+logn+logn—log(n+1)) =

= (—log1+log2+log2—1log3)+ (—log2+log3+log3—log4)+

= —logl+log2+logn—log(n+1)=Ilog2+log n
n+1
Ahonnan a végtelen sor Osszegére:
- 1 ) ) n ) n
E [log(1——;)|= lim S, = lim log2+log = lim log2+log = log 2.
p— n n—00 n—o00 n-+ 1 n—oo n-+ 1 <>

vissza a feladathoz

6.2. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorok konvergencidjdat! (Az dsszegiikre nem va-
gyunk kivdancsiak, csak arra, konvergensek-e.)

. Han>1, akkor a,, ~ #

> 1
a
) ;p\/nQ—Qn—i—lq

Megoldas.

Sejtés: A > a, sor konvergens, igy a majorans kritériumot hasznaljuk:
n=3

&

0<a,= =:b,.

1 1 * 1 1
< < = = —
nvn?=2n+10 ~ nvn?—=2n " , /p2_ 1,2 \%Tﬂ n?
\/ 2
A * egyenlStlenség akkor teljestil, ha

1, .
571 >2n < n>4 vagy n <0 (aminem lehet).

RTINS SIS SIPRY) SES
n=3 n=4 n=4 n=3
A > b, hiperharmonikus sor konvergens, igy a majorans kritérium alapjan »_ a,, is kon-
n=3 n=3
vergens. &

vissza a feladathoz
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- 1
b) nz; 2n3+n2+1 Ha n > 1, akkor a,, ~
Megoldas.
Sejtés: A > a, végtelen sor konvergens, igy a majorans kritériumot hasznaljuk:
n=4
0< ! < L < L 2 b
an = ~ ~ = — = n -
nT—2n34+n2+1 " n7—2n3 ~ pT_n  n7

2

A* egyenlotlenseg akkor teljesiil, ha % T > o3, Kihasznalva, hogy n >0, a kapott feltétellel
ekvivalens a n* > 4 Osszefiiggés. Amelybol n> 2 vagy n < —v/2. Az utébbi eset nyilvan-
valdan szamunkra érdektelen. Lathato viszont, hogy a becslés igaz minden szébajohetd
(n > 4) indexre. Igy

D mSY ba=2) -5=2) -0
n=4 n=4 n=4 n=4
o0
Mivel « >1 a 24 n% hiperharmonikus sor konvergens, igy a majorans kritérium alapjan a
00 "
> a, sor is konvergens. O
n=4

vissza a feladathoz

[e.9]

1
c) Z TN Ha n>> 1, akkor a, ~ *.
N=3 e, e’

an

Megoldas.
Sejtés: A > a, sor divergens, igy a minorans kritériumot hasznaljuk:
n=3
1 1 1
0<a,= > = =:b,.
2n+11 7 2n+11n  13n
Igy

=

o
Mivel a > b, sor divergens (harmonikus sor), a minorans kritérium miatt a > a,, sor is
divergens. &

vissza a feladathoz
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. Ha n> 1, akkor a,, ~ %

an

Megoldas.
Sejtés: A > a, sor divergens, igy a minorans kritériumot hasznaljuk:
n=2
1 1 1 1
0<a,= =—=b, VYn>2.

Vn2—3n+8 " \/n2+8n2 Von2  3n
Igy igaz az alabbi relacio:

o
Mivel a > b, sor divergens (harmonikus sor), a minorans kritérium miatt a > a, sor is
n=2 n=2

divergens. &

vissza a feladathoz

w 1
°) Z(_ n(n+1)
n=3 \ ,
Megoldds.
Mivel a,, > 0 ¥n € N és az (a,, n € N) sorozat szigorian monoton csokkend, hiszen:
1 1 n—(n+2) —2
It = = D)+ 2) nn+l) amt)(m+2)  antl)(nt2) "
Igy a > (—1)"a,, sor Leibniz-tipusi sor.
n=2

Mivel lim a, = lim m =0,a > (—1)"a, sor, a Leibniz kritérium értelmében konver-
n—o00 n—

n—oo

gens. &

vissza a feladathoz

vl W

Y0

n=2

{

an

Megoldds.

. . 1-3 C . .y
Mivel lim a, = lim —5 = 2 =1 #0, a sor nem teljesiti a konvergencia sziikséges
n—oo n—oo + n—oo 1+R

feltételét. &

vissza a feladathoz
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6.3. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg az aldbbi sorok konvergencidjat a Cauchy-féle kondenzdcids

elvvel!

%3

3I>—‘

an

Megoldas.
A feladat megoldésa soran a 6.6 tétel bizonyitasat ismételjiik meg a konkrét sorra.

A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan a > a, sor ekvikonvergens a

n=1
ST SHIE SRR
n=1 n=1 n=1 n=1

%

sorral, amelyrdl elGadason belattuk, hogy divergens.
vissza a feladathoz

b)Z%

n=1 "~
Megoldas.
A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan a Z a, sor ekvikonvergens a
n=1
oo [e.e] 1 oo
by, 2" aon = 2. — = —
Sy -2t w21 (s)

meértani sorral, amelyrdl el6adason belattuk, hogy konvergens (hiszen kvociense egynél

kisebb). O
vissza a feladathoz
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7. fejezet

Konvergencia kritériumok, hatvanysorok

7.1. Gyakorlat

A kovetkez6 néhany feladat megoldasahoz az alabbi, el6adason bizonyitott tételek felhaszna-
lasara lesz sziikség:

7.1. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium) Vizsgdljuk a > a, végtelen sort. Legyen

n=0
0 :=limsup /|ay|.

n—oo

Ha 0 < 1, akkor > a, végtelen sor abszolitkonvergens, { > 1 esetén a szdban forgs végtelensor

n=0
divergens. Ha £ =1, akkor a gyokkritérium nem alkalmas a konvergencia vizsgdlatdra.
7.2. Megjegyzés. Az esetek nagy részében elegendd a fenti tételnél kénnyebben vizsgdlhato, de
gyengébb dllitds haszndlata.
Vizsgdaljuk a . a, végtelen sort. Legyen

n=0
a:= lim {/|a,|.

n—oo

Ha o <1, akkor ) a, végtelen sor abszolitkonvergens, a > 1 esetén a szoban forgé végtelensor

divergens. Ha o =1, akkor igy nem tudjuk eldénteni, hogy a sor konvergens-e.

7.3. Tétel. (D’Alambert-féle hanyadoskritérium) Vizsgdljuk a > a, végtelen sort. Legyen
n=0

L :=limsup a

n—00 |an|
és legyen

¢ :=lim inf |an+1|'

Ha L <1, akkor Z a, végtelen sor abszolitkonvergens, ¢ > 1 esetén a szoban forgs végtelen sor

divergens. Ha ¢ < 1 < L, akkor a hanyadoskritérium nem alkalmas a konvergencia vizsgdlatdara.

103
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7.4. Megjegyzés. Kionnyen ldthato, hogy, ha létezik o := lim |a"+|1| hatdrérték, akkor a fenti

tétellel ekvivalens a kovetkezd dallitas:

Ha o < 1, akkor > a, végtelen sor abszolitkonvergens, a > 1 esetén a széban forgd végtelen sor

n=
divergens. Ha o =1, akkor a hdnyadoskritérium nem alkalmas a konvergencia vizsgdlatdra.

7.1. Feladat. Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorok konvergencidjdat! (Az dsszegiikre nem vagyunk
kivincsiak, csak arra, konvergensek-e.)
= n?+1
a) Y o
n=1 (2+5)
Megoldas.
A Cauchy-féle gyokkritériumot hasznaljuk:
2.1 Yn2+ 1
hm Vlan| = hm o + li n

i AL S Y
N e

o0
Tehéat a > a, sor abszolit konvergens. o
n=1

7.5. Megjegyzés. A sorok vizsgdlatandl mdr nem kell bizonyitani az {/P(n) — 1 (n — 00)
hatdrértéket. (Mint itt a szamldlo esetében.)

Megoldas.
A Cauchy-féle gyokkritériumot hasznaljuk:

n+1 vn+1 1
lim /|a,|=lm {/——— = lim —=—- < 1.

Tehat a > a, sor abszolut konvergens. &
n=1

()’
) D
“— (2n)!
Megoldas.
A D’Alambert-féle hanyados-kritériumot hasznéljuk:

12 | .n? !
o ol (D) ) ()l (on)
n—oo |y n—oo (2(n+1))! (n!)2 n—oo  (2n+2)!  (n!)?
2. (ph? | 2
n—oo (2n+2)- (2n+ 1) (2n)! (n!)2 n—oo (2n+2)-(2n+1)
. (1+3)? 1
lim ’ - <1
n—00 (2—?—%)-(2-?—71) 4
Tehat a > a, sor abszolut konvergens. &

n=1
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d)Z%

n=1

Megoldds.
A D’Alambert-féle hanyados-kritériumot hasznéljuk:

el (D™ nl L (na )l
n—oo |ay,| oo (n+1)! n" n—oo (n+1)n! nn
" 1\" 1\"
= m D g (ﬂ) = lim (1+—) —e>1.
n—00 nmn n—00 n n—00 n
Tehat a ) a, sor divergens. &
n=1

- 1
e) Z—
< /nlogn

N=2 e —

Megoldas.

A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan a Z a, sor ekvikonvergens a
n=2

;bn:;Tl-agn:; ﬁlogZ”—anogQ

sorral, melynek konvergenciajat a Cauchy-féle gyokkritériummal vizsgaljuk:

n QQ \/—
lim {/|b,| = lim ————— = lim =V2>1.
n—00 n—o00 \/_ 1”/log n—00 \/_ w/IOg

) -
Tehat a Cauchy-féle gyokkritérium alapjan Y b, sor divergens. Igy a Cauchy-féle konden-
n=2

oo
zécios elv alapjan a Y a, sor is divergens. &
n=2

7.6. Megjegyzés. Ldthato, hogy a feladat megoldds szempontjandl érdektelen a logaritmus
alapszdma. (Ezért is haszndltuk az alapszam nélkili jelélést.)

. 1
f - - @@
) Z; (10g2 n)log2 n

n=3 .\ ,

Megoldas.

A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan a Z a, sor ekvikonvergens a
n=3

[e.e] o0 n

o0 o0 n 1

n=3 n=3
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sorral, melynek konvergencidjat a Cauchy-féle gyokkritériummal vizsgaljuk:

2

lim {/[b,| = lim —=0<1.

n—00 n—oo 1

Tehéat a Cauchy-féle gyokkritérium alapjan > b, sor abszolut konvergens. Igy a Cauchy-
n=3

o0

féle kondenzacios elv alapjan a > a, sor is abszolut konvergens. &
n=3

7.1.1. Hatvanysorok

A kovetkezs feladatok megoldésa soran leggyakrabban a Cauchy-Hadamard tételt fogjuk hasz-
nélni:

7.7. Tétel. (Cauchy-Hadamard tétel) Vizsgdljuk a > ¢, (x—x¢)™ hatvdnysort. Legyen
n=0

a:=limsup v/|c,|.

n—oo

Ekkor az
i ha 0 < o < 00,

R:=¢ o0 ha(O=aqa,

0 ha a=o0,

R-beli elemet a hatvdnysor konvergencia-sugardnak nevezzik és a hatvanysor Kg(zo) tartomdnyon
(x € R esetben az (xo— R, xo+ R) intervallum belsd pontjaiban) abszolitkonvergens, a Kg(xo) tar-
tomdnyon (valds esetben a zdrtintervallumon) kivil pedig divergens. A tartomdny hatdrpontjaiban,
(valds esetben az intervallum végpontjaiban) tovdbbi vizsgdlatra van szikség.

7.2. Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatvdnysorok konvergencia intervallumdt!

) S (-1 2

— omn
Megoldds.
1) Cauchy-Hadamard tétel alapjan
1 1 5
h= ~ limsup2- 3
limsup {/2— P s
n—oo

2) A konvergencia intervallum kozéppontja xq = 0. Tehéat a hatvanysor a (—g, g) inter-
vallum pontjaiban abszolut konvergens.

3) Vizsgéljuk meg, hogyan viselkedik a hatvanysor az intervallum végpontjaiban !

oo
Ha 2= —2, akkor a ) + harmonikus sort kell vizsgalni, ami divergens.
n=1

o0
Ha z = g, akkor a Zl(—l)" % Leibniz-tipusu sort kell vizsgéalni, ami konvergens, mert

az altaldnos tag tart nulléba (n — 00). (de nem abszolut konvergens.)

. 5 5
Osszefoglalva tehat a konvergencia intervallum: (—g, 5} . &
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SPpaa

n

n=1
Megoldds.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk:
1
Chn = ——
Sn . nQ
V |Cn| = !
3-Vn?
li L
a = limsup ——=—
n—>oop 3- \n/ n? 3
1
R = —=3.
a

2) A konvergencia intervallum kozéppontja zo = 1. Tehat a hatvanysor a (—2, 4) interval-
lum pontjaiban abszolit konvergens.

3) Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a hatvanysor az intervallum végpontjaiban!

3n,n2

Ha x = —2, akkor a ) ) do(—=1)™- nl—? Leibniz-tipusi sort kell vizsgalni, ami
n=1 n=1
konvergens, mert = — 0 (n — o).

o0 o0

n . . . , . .

Ha z=4, akkor a ) :V?W => n—12 hiperharmonikus sort kell vizsgélni, ami konvergens.
n=1 n=1

Osszefoglalva tehat a konvergencia intervallum: [—2, 4]. O
n! (z+1)"
C) Z 5n
n=0
Megoldds.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk:
n!
Cn = —
571
el = 5
vn!
a = limsup - = 00
= 0.
2) A konvergencia intervallum kozéppontja xg = —1.

Tehét a hatvanysor ebben az egy pontban konvergens. &
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n=0
Megoldas.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk:
B 1
“ T (2n)
N 1
Viea| =
Y/ (2n)!
) 1
a = limsup =0
R = oo
A hatvanysor tehat Vo € R helyen konvergens. &
 6n%+3n+1
T T (= 92)
Megoldds.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk:
6n%+3n+1
Chn = —————
27 (n+1)3
W . 1 n 6n2+3n+1
"2 (n+1)3
N sy L. o672 30+ 1 J3+3+5 1
= — | —————— =limsup = {| "2 = =
1
R = —=2.
!

2) A konvergencia intervallum kézéppontja zo=2. Tehat a hatvanysor a (0, 4) intervallum
pontjaiban abszolut konvergens.

3) Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a hatvanysor az intervallum végpontjaiban!

Ha 2 =0, akkor a S 8248ntl (_oyn — ™ (_1)n6n23n4l 1 oihniy tipusi sort kell vizs-
n=1 1

27 (n+1)3 (n+1)3

galni, ami konvergens, hiszen
lim 6n*+3n+1 . nd (84345 643 41
ST EDT e (DR et (D)

o
Ha z = 4, akkor a Z on” :iﬁrl on =3 6’2 f’ln“ hiperharmonikus sort kell vizsgalni,
n=1

ami divergens, hlszen Ay ™~ E' A sejtést a minorans kritériummal igazolhatjuk:

6n2+3n+1 _ — -
I N e

n=1 n=1

3IH

OOI@

Osszefoglalva tehat a konvergencia intervallum: [0, 4). &
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7.2. Hazi Fe

7.1. Hazi Feladat

ladatok

. Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorok konvergencidjdt! (Az dsszegiikre nem va-

gyunk kivancsiak, csak arra, konvergensek-e.)

= on+1

a) ™

n=1

7.2. Hazi Feladat

= n(x+2)"
a);%

IRE

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

megoldas

. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatvanysorok konvergencia intervallumdt!

megoldas

megoldds

Tovabbi gyakorl6 feladatok

[10] 38.0.: 2. 4.

feladatok
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7.3. Megoldasok

7.1. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorok konvergencidjat! (Az dsszegiikre nem va-
gyunk kivancsiak, csak arra, konvergensek-e.)

= 2n+1
a) 3
n=1
Megoldds.

A Cauchy-féle gyokkritériumot hasznéljuk:

v2n+1 1

lim {/|a,| = lim ——=-<1,
igy a . a, sor abszolutkonvergens. &

n=1
vissza a feladathoz

(o] n2
1
b) > (1 + E)
n=1
Megoldads.
A Cauchy-féle gyokkritériumot hasznaljuk:

2

n 1\" 1\"
lim {/|a,| = lim <1+—> = lim <1+—) =e>1,
n n

li
n—oo n—oo n—oo

igy a Y. a, sor divergens. O

n=1
vissza a feladathoz

= [(n+2)y
) Zl 2n)! (n—1)!

n—

Megoldds.
A D’Alambert-féle hanyados-kritériumot hasznéljuk:

[(n+3)]*  (2n)! (n—1)! B

lim [@nt] = lim . =
n—oo |ay| n—oo (2(n+1))!n!  [(n+2)°
i (n+3)*-[(n+2)!)° (2n)!(n-1)! _
n—oo (2n42)(2n+1)(2n)!n(n—11)  [(n+2)!)°
S A ) S AN U - L G
n—oo (2n+2)(2n+1)n  n—oo (2—1—%)(2_1_%).1 4 ’
igy a i a, sor abszolutkonvergens. %

n=1
vissza a feladathoz
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=1 (n!)?
d) Z (Zn))!

n=0
Megoldds.
A D’Alambert-féle hanyados-kritériumot hasznéljuk:
1?2 ! 2. (p)2 |
B R0 i c LN RS ) Ut G .0
n—oo |ay| n—oo (2(n+1)) (nh)?  n—oo (2n+2)(2n+1)(2n)! (n!)?
1)2 1+1)2 1
= lim (n+1) :limiz—<1;

n—oo (2n+2)(2n+1) noco (242)(241) 4

oo
igy a Y. a, sor abszolutkonvergens. O
n=0
vissza a feladathoz

n=0
Megoldas.
A D’Alambert-féle hdnyados-kritériumot hasznaljuk:
i |1 | C b 9(n+1)? .i!: . gn®+2n+1 .n_!:
n—00 ‘an‘ n—00 (n—l— 1)' 2”2 n— o0 (n—l— 1) -n! 2”2
2n2 . 22n+1 1 22n+1 2.4n
= lim —— — = lim = lim =
2(1+(4—1)" B 2(1+n(4—1 2(1+3
g 20O S 20nl) g 2618 oy
n—00 n+1 n—00 n+1 n—oo  1+=
igy a Y a, sor divergens. O
n=0

7.8. Megjegyzés. A fenti mddszerrel nem hatdroztuk meg a lim 2t hatdrértéket, csak azt

oo Nl
igazoltuk, hogy az 1-nél nagyobb. (A feladat megolddsihoz ez is elég volt.)

vissza a feladathoz

1
2 Z nlogn

n=3

Megoldds.
A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan ekvikonvergens a

[e.e]

U S B
22 2nlog2”_§nlog2_log2§ﬁ

sorral, amely divergens (harmonikus sor), igy az eredeti sor is divergens. &
vissza a feladathoz
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0y o

= nlog®n
Megoldas.
A Cauchy-féle kondenzacios elv alapjan ekvikonvergens a
- 1 = 1 1 1
I
nz:; 2n Jog? 2n Z n2log* 2 log 2 Z

sorral, amely konvergens, mert hiperharrnomkus sor és v > 1, igy az eredeti sor is konver-

gens. )
vissza a feladathoz

7.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatvdnysorok konvergencia intervallumdt!

2) Z n(x;—n 2)"

n=1
Megoldds.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk:
n
Cn = —
on
N R AL
‘cn‘ - 2
. vno1
= 1 = —
TN T T2
R = 2

2) A konvergencia kozéppont xo=—2. Tehat a hatvanysor a (—4, 0) intervallum pontjaiban
abszolutkonvergens.

3) Vizsgaljuk a végpontokat
Ha z = —4, akkor ) nC2” > (=1)"n sort kell vizsgélni, amely nem teljesiti a

27L
n=1 n=1
konvergencia sziikséges feltetelet
o0
Ha x =0, akkor ”2% = Z n sort kell vizsgalni, amely nem teljesiti a konvergencia
=1 n=1

sziikséges feltetelet

Tehat a konvergencia intervallum: (—4, 0).

L (102)" X 107"
b) Z n! :Z n!
n=0 n=>0
Megoldads.
1) Cauchy-Hadamard tétel alkalmazzuk. Legyen ¢, = 12—".

10
Vlea| = "

vissza a feladatho%

n!
. 10
a = limsup—= =0
n—oo /1!

R = oo

Tehat a hatvanysor Vo € R helyen konvergens. . %
vissza a feladathoz



8. fejezet

Nevezetes fiiggvények

8.1. Gyakorlat

8.1. Feladat. Abrdzoljuk az aldbbi nevezetes fiigguényeket, majd a grafikonjukrol olvassuk le a

tulajdonsdgaikat!

a) f(z) =2

Y

113

2, = R
Xy = {ylyeR, y>0}

paros,
nem periodikus,

Nem monoton, de

(—o0, 0) intervallumon szigortan monoton
csokkend

(0, +o00) intervallumon szigortan monoton
novo.

A teljes értelmezési tartoményan konvex =
nincs inflexiés pontja.

minimum hely x¢y =0

minimum érték f(xy) =yo = 0.

maximum nincs.
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b) f(x) =tgx
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| .
—i%ﬂ' m T I%ﬂ' -
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
Dy = R\{x|x€Rx:g+k‘-ﬂ, kGZ}
Fy = R
e paratlan

e periodikus (p =)
e nem monoton, de egy-egy peridduson beliil szigortian monoton nova.

o A (—g +k-m, O—l—k-7r) intervallumokon konkav (k € R),
a (0+k-m, Z+k-m) intervallumokon konvex (k € R),
igy a 0+ k-7 pontok inflexiés-pontok.

e minimum, maximum nincs. &
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8.2. Feladat. Hatdrozzuk meg a valos szdmok azon legbdvebb részhalmazdt, melyen a kovetkezd
hozzdrendelésekkel adott fiigguények értelmezhetdk.

W 1) = gt VT
Megoldas.
Legyen f(x):=g(x)+h(z), ahol g(x) = (m+3)2 és h(x) = v/x—1. Mivel az 6sszeggfiiggvény
értelmezési tartomanya az egyes tagok értelmezési tartomanyainak metszete, 7y = Z,N\Z},.

A g(z) fuggvény egy hanyados fliggvény, amely a nevezs zérushelyeit kivéve minden valos
helyen értelmezett:

(z+3)* # 0
t+3 # 0
xr # =3

9, = R\{-3}

A h(z) figgvény paratlan kitevss gyokfliggvény, igy minden valos helyen értelmezett.

Dy = DyN D = (R\{=3})NR = R\{-3}. %

r—1

b) @)=/ 5

Megoldas.

Legyen f(x)=g(h(z)), ahol g(x)=+/z és h(x)="23. Az Gsszetett fliggvény értelmezési tar-
toménya a belss fiiggvény (h) értelmezési tartomanyanak azon része, ahol belss fiiggvény
olyan értékeket vesz fel, melyeken a kiils6 fiiggvény értelmezve van.

A belsé fliggvény egy hanyados fiiggvény, amely a nevezs zérushelyeit kivéve minden valos
helyen értelmezett :

x+3 # 0
x # =3
Dn = R\{=3}
A kiils6 fiiggvény péros kitevss gyokfiiggvény, igy
P, =A{z|x €R, = >0}.

Tehat a 2, = R\{—3} halmaz azon z elemeit keressiik, melyekre y = % € Y, ={z|x e
eR, z>0}.
Vagyis

S
[
—_

8

+

w
vV
(a]

Ez két féle esetben allhat fent
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i) 2—1>06s2+3>0

A={z|lzeR, z>1}

i) 2—1<0és2+3<0
z—1 < 0 és z+3 < 0
r < 1

és r < -3

B={z|z eR, z < -3}
Igy az f fiiggvény értelmezési tartomanya
9y =AUB={z|x € R, v < -3 vagy = > 1}. o

1
) fla)= V7

Megoldas.
f egy szorzat-fiiggvény, amelyre f(x) = g(z)-h(x), ahol g(z) = ﬁ és hz) =+/—z. A
szorzat-fliggvény értelmezési tartomanya a tényezdk értelmezési tartomanyanak metszete.

A g fiiggvény egy racionalis tortfiiggvény, amely minden valds helyen értelmezett, kivéve
a nevezG zérushelyeit. De a nevezd 22 +4 > 0, Vz € R, igy 2, =R.

A h fiiggvény paros kitevGs gyokfiiggvény linearis transzormaltja, igy
—x2>0 & x<0,

vagyis
Dy ={z|lx eR, <0}

Mivel a g értelmezési tartoménya az alaphalmaz (R), ezért a metszetet nem befolyasolja,

fgy
Dy =P, ={zlr € R, z <0} &
d) flz) =lg(3zx—1)
Megoldds.
A logaritmus fliggvény argumentumaban csak pozitiv kifejezés allhat, ezért
1

3r—1>0 & x> 3

fgy

1
D ={z|x e R, ng} o
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e) f(x)=log, ,5
Megoldas.
A logaritmus alapszamanak a kovetkezd két feltételt kell kielégitenie:
1) pozitiv
2) nem egyenld 1-gyel.
Vagyisze—1>0 & z>1 z—1#1 & x#2.
Tehat Iy = {z|r € R, v > 1 és x # 2}. &
8.1. Megjegyzés. Az értelmezési tartomdny vizsgdlat sordn elegendd a kévetkezd hdarom prob-

lémds fiigguényosztdalyhoz tartozo kikotést megtenni, amennyiben a fiigguény tartalmaz valame-
lyik tipusi fiigguényrészletet :

1) tortfiggvény % =b#0.
2) gyék-figguény ¥a (k€ Z\{0}) =a>0.
3) logaritmus figgvény log,b =a>0, a#1, ésb>0.

8.2. Megjegyzés. Az f(x) = tgx figguény nincs a felsorolt figguények kozott és ldtszolag
nem is tartalmaz a fenti fiigguények kozil egyet sem, de ha a tgx fiigguény definicidjdt felirjuk,
konnyen megkaphatjuk az f(x)=tgx figguény esetén jol ismert Py={x|rcR, v#T+k-m k€Z}
értelmezési tartomanyt, hiszen

Ezen az alakon mdr lathato, hogy hdnyados-fiigguénnyel van dolgunk €s igy a kikités cosx # 0
és ez valoban egqybeesik a fenti értelmezési tartomannyal.

Fiiggvények abrazolasa linearis transzformaciéval
Az f(z)=A- fo(a(z+0b))+ B fuggvényt 6t lépésben dbrazolhatjuk:
1. Abrazoljuk az fy(z) nevezetes fiiggvényt.

2. Az fi(x) = f(ax) fliggvény grafikonjat az fo(z) grafikonjanak z-tengely menti L-szoros nyujta-
saval kaphatjuk, azaz

e Az y-tengely pontjai fixen maradnak

e A fliggvény azon pontjainak, melyek nem esnek az y-tengelyre tigy kaphaté a képe, hogy az
y-tengelyt6l mért tavolsagukat %—szorosra valtoztatjuk. (a <0 esetben egy tengelyes tiikrozést
is elvégziink az y tengelyre)

3. Az fo(x) = fola(z+D)) fliggvény grafikonjat az fi(x) grafikonjanak z-tengely menti eltolasaval
kapjuk, az eltolas mértéke —b. (Azaz, ha b>0, akkor balra, ha <0, akkor pedig jobbra tolunk.)

4. Az f3(x)=A- fo(x) fiiggvény grafikonjat az fo(x) grafikonjanak y-tengely menti A-szoros nytj-
tasaval kapjuk.

5. Az f(x) = f3(x)+ B fiiggvény grafikonjat az f3(x) grafikonjanak y-tengely menti eltolasaval
kapjuk, az eltolas mértéke B.
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8.3. Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd figguényeket nevezetes fiigguények grafikonjdbdl kiindulva

linedris transzformdciot alkalmazva.

a) f(z)=vVr—3+2
Megoldas.

A fiiggvényt harom lépésben abrazoljuk:

fi(z)
fa()
fs(z)

~

Jx—3

piros
kék

= f(z)=vx—-3+2 2z5ld

=t

b) f(z)=—2sin (%x—l—%) +1

Megoldds.

@f:R %f:R. <>

F(x) = —2sin <1x+z> +1=—2sin <%(m+7r)> +1

2 2

A fliggvényt 6t lépésben abrazoljuk:

fi(
fa(
f(
fa(
I (

i
i
T
i
T

S N N N

sinx
sin E%x)

sin (5(z+m))
—2sin (%:)H—%)

f(z)=—2sin (3

fekete
piros
kék
sarga
x+ %) +1 zold
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(]
bo|5 L
(%117

=

)

=

9;=R Zy={ylyeR—-1<y <3} O

Az értékkészlet a grafikon nélkiil az alabbi modszerrel hatarozhatoé meg

—-1< sin o <1 VaeR
—1<  sin(3z+7) <1 VzeR
2> —QSin(%:H—% >-2 VreR
3> —2sin(32435)+1 >-1 VzeR

8.3. Megjegyzés.

1) A figgvény periodikus és periddusa 4, hiszen

f(z+4m) = —2sin (%(m+4w)+g) +1=—2sin (%x%—g%—%r) +1=f(x)

Beldathato az is, hogy p = 4w a legkisebb pozitiv p, amelyre
fx+p)=f(z) VzxeR

2) Alataldnossagban megmutathatd, hogy a periddust csak az argumentumban szerepld eqyiitt-
hato, az ugynevezett dilatdcios konstans befolydsolja (vagyis nem vdltoztatja a periddust a
moduldcio és a transzldcio.) A dilatdcio hatdsa a kovetkezdképpen irhato fel: f(ax) periddusa
i-p, ha p az f(x) periddusa.

8) Az el6z0 feladat soran az dbrdzoldsndl kihaszndalhattuk volna, hogy sin(a+ %) = cos a, gy
1
flz)=-2 cos(ix) +1.

A bemutatott maodszer elénye, hogy dltaldnosan alkalmazhato eljardst kaptunk, még ha tobb
lépést 1s kellett végrehajtanunk.
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) f(x) = 5logy(~3r+1)~1

Megoldds.

f(z)= %log3(—3x+1)—1 = %log3 <—3 <x—%)) -1

A fiiggvényt 6t lépésben abrazoljuk:

fi(x) = loggz piros
fo(z) = logs(—3z) z6ld
fs(z) = logsg (=3 (z—1)) fekete
fa(z) = 3Flogg (=3 (z—73)) sarga
fs(z) = f(z)=1logg(—3z+1)—1 kék

1
P9 ={z|zr € R, 9c<§} R =R.

Az értelmezési tartomany a grafikonrol is leolvashato, ugyanehhez a halmazhoz jutunk, ha
a szokasos modon vizsgaljuk az értelmezési tartomanyt :

1
—3z+1>0 & 1>3z < §>a:’. o
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d) fz)=23"+1-1
Megoldas.

f(x) — 2%:6-"-1 1= 2%(x+2) -1

A fiiggvényt négy lépésben abrazoljuk:

() = 2
fo(z) 2
fg(x) — 93 z+2)
fa(x) (

2% piros
v zold
kék

I
b

2;=R, Zr={ylyeR, y>—-1}. &
A grafikonrél olvastuk le az értékkészletet, de felirhatjuk a szokasos mdédon, becsléssel:

0 < 2¢
1 < 2°—1
1 < 22" 1= f(z)
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1
e) f(x)= —256_1 +1

Megoldas.

A fiiggvényt négy lépésben abrazoljuk:
fiz) = % piros
folz) = z6ld
flz) = —2-% kék
falz) = flx)= —2$—i1+1 fekete

Iy =R\{1},  Zy =R\{1}. &

8.4. Megjegyzés. A linedris transzformdcio eltoldsai természetesen a fligguény aszimptotdit
hasonldképen mozqatjdk. Igy az j fiigguényt eqybdl rajzolhatjuk az 1j aszimptotdkhoz viszonyit-
va, de ne feledkezziink el a moduldciorol és a dilatdciordl, ezek az aszimptotdkra nem, de a
fiigguény képére természetesen hatdssal vannak.
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8.2. Hazi Feladatok

8.1. Hazi Feladat. Abrdzoljuk az aldbbi nevezetes fiigguényeket! A grafikon felhaszndldsdval vizs-
gdljuk a fiigguénytulajdonsdagokat! Erdemes a grafikonokat eqy-eqy miliméterpapirra megrajzolni.

flx) =2 flx) =2 flx) =a flx) =2 flz)= vz
fla)=Vz flx)=1 f(x) = |z| flx)=sgnz  f(z)=[q]
f(x)=A{z f(x)=sinz f(x)=cosxz  f(x)=tgx f(x) =ctgx
flz)= arcsin f(z) =arccosz f(x)=arctgr f(z)= arccctgr f(x)=2"
f@)= () f@)=a®  fl)=logz flx)=logsz  f(r)=log,x
(a>0, a#l) (a>0, a#1)

Az arkusz-fligguények dbrdzoldsa a 12. gyakorlat anyagdhoz kapcsolodik, de gy gondoltam,
konnyebben dttekinthetd, ha az dsszes nevezetes fligguény eqy helyen megtaldlhato.

8.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a valos szamok azon leghdvebb részhalmazdt, melyen a ko-
vetkezd hozzdrendelésekkel adott fiigguények értelmezhetdk.

r—1
| @3/—
@) log, T+5

megoldds
T
b) tg (30— 5) +2 megoldds
¢) Vat+z—6 megoldds
q) V3r—1
x2+1 megoldds

8.3. Hazi Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd figguényeket nevezetes figguények grafikonjdabdl kiin-
dulva linedris transzformdciot alkalmazva, majd a grafikon felhaszndldsdval vizsgdljuk a fligguény-
tulajdonsdgokat !

a) f(x)= %ctg (2m—ﬁ> +1

2 megoldas
3
b) f(x) :§log% (2x—1)—1 megoldds
1 T—2
¢) fz)= 53 +2 megoldds

/1
d =3\/-x—1+3
) f(x) 2" + megoldas
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8.3. Megoldasok

8.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a valds szamok azon legbdovebb részhalmazdat, melyen a ko-
vetkezd hozzdrendelésekkel adott fiigguények értelmezhetdk.

a) log,

sJr—1
r+5

Megoldds.
Legyen f(x) =logs x, g(x) = ¥/x, h(x) = %, ekkor

r—1
E = g(h(a)

logs ¢

Az értelmezési tartomany meghatarozasanal a kiindulasi halmaz tehat &,.
r+5#0 & v# -5

Py, = R\{-5}

A goh Osszetétel értelmezési tartomanya az el6bbi halmaz sziikitéseként kaphato, de mivel
Z,=R
Dgoh = D = R\{_5}

Az utols6 lépés, hogy megkeressiik &0, azon elemeit, melyekre g(h(x)) € Zy, vagyis a

z—1
h = >0
o(h(a)) = {
feltételt vizsgaljuk:
sjr—1
> 0
r+5
z—1
> 0
T+5
Vagy
z—1 > 0 és z+5 > 0
r > 1 és r > -5
x>1,
vagy
r—1 < 0 és z+5H < 0
r < 1 és r < =5
T < —D.
Diogon ={z|lr € R, v < =5, vagy 1 <z} o

vissza a feladathoz
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b) tg <3x—g> +2

Megoldds.
A tga kifejezés akkor értelmezett, ha oo # 5+ k-, ahol k € Z. Tehat

3x—g # g+kz-7r
3v # w+k- 7r—( +1)-m
r # (k+1)- § mg aholm=k+1€Z.

D ={z|x eR, x;«émg, m =€ 7}

Természetesen ugyanehhez az eredményhez jutunk a cos(3z—75)#0 feltételbdl kiindulva. <

vissza a feladathoz

¢) Vat+r—6
Megoldds.
A | péros-gyok” miatt
?+1—6>0
kikotést kell tenni. Ezt az egyenlGtlenséget legkonnyebben grafikusan oldhatjuk meg. A
maéasodfoku kifejezés gyokei 1 = —3 és x9 = 2 gy az alabbi parabolat kell vizsgalni:

N S Dy ={zlz €R, v <=3, vagy 2<z} &

vissza a feladathoz

v3r—1

d)

241
Megoldas.
A fenti figgvény f(z) = % alakn, igy az értelmezési tartomanya

@f = @gﬂ@h\{:ﬂl’ € Dy, h(l‘) = O}
A nevez6 egy polinom, igy ), =R és az is konnyen lathato, hogy 2?+1 >0, Vz € R, ezért
Dy = Dy.

A szamlalo ,paros-kitevss” gyokfiiggvény igy 3x—1>0 kikotést kell tenni, igy az értelmezési
tartomany:

1
.@f:@g:{:deR,xZg}. o

vissza a feladathoz
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8.3. Hazi Feladat. Abrdzoljuk a kivetkezd fiigguényeket nevezetes figguények grafikonjabol kiin-
dulva linedris transzformdciot alkalmazva, majd a grafikon felhaszndldasdval vizsgdljuk a fligguény-
tulajdonsdgokat!

1 T
a) f(z)= éctg (295— 5) +1
Megoldas.

f(x) = %ctg <2x—g>—l—1 = %ctg (2 (m——>>+1

A fiiggvényt 6t 1épésben abréazoljuk:

fi(z) = ctgx sarga
fo(x) = ctg(2x) fekete
fs(z) = ctg(2(z—1%)) zold
fa(z) = letg(2(z—1)) kék
fs(x) = f(z)=ictg(2z—2)+1 piros

P—

|

A fiiggvénytulajdonsagok részletezésétdl eltekintiink.

[ui
(SIE
T

vissza a feladathoz
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b) f(x)= glog% (2r—1)—1

Megoldds.

3
flz)==log1 (2z—-1)—-1=
2 2
A fiiggvényt 6t 1épésben abréazoljuk:

L. !

(x) log1 x piros

() = logs (27) kék 3
(x) = logs (2(z—13)) sarga 1
(x) = %log% (2(z—12)) fekete Al
(x) flx)=3 logi (2z—1)—1 zold

3
5 log% (2 (:E—

) -1

127

o

vissza a feladathoz

¥
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1
c) f(z)= §3x_2+2
Megoldas.
A fiiggvényt négy lépésben abrazoljuk:

filz) = 3° kék

fa(z) = 372 fekete

fs(z) = 1.3772 piros

falx) = f(z)=1-3"2+2 z08ld
A

F
9-_
B__
:-"__
E__
5__
41 :
It /
2__ ¥
i ///
i i . : : : : —t
3 -2 -1 | 1 2 3 4 5

vissza a feladathoz
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d) f(x):?)\/%x—l—i—?)

Megoldas.

I :3,/%x—1+3:3 %(x—2)+3

A fiiggvényt 6t lépésben abréazoljuk:

filz) = V= fekete
f(z) = \/;x kék
f3(z) = y/i(z—-2) zold
fa(x) = 3y/52—1 sarga
[5(x) = f(x) 23\/%—1-3 piros

vissza a feladathoz



130 8. FEJEZET. NEVEZETES FUGGVENYEK



9. fejezet

Fuggvények hatarértéke

9.1. Gyakorlat

9.1. Feladat. A definicio alapjdan igazoljuk a kévetkezd hatdrértékeket!

) i 1 1
a = —
o330 —4 2

Megoldds.

,Végesben véges hatarérték” a =2, A= %;

Ve>030=6§(e) >0V e HO< |[zr—a|<d = |f(z)—A|<e

A fliggvény ezen a szakaszon szigortian
monoton csokkend, ezért ha e < %

1 1 . 1
5e—e—1 — 271¢ S 30164
1 142 1
3064 — 2 3(2162)4
2
32-01)-4 = 15 3(2+44d2)—4
2
32-61) = qigo+4 3(2+62)
T - _2 4 _2 44
i \\ 2-01 = 3G T3 312 T3
2 2 _ 2" 2
— T ——" > 37 3(1+2¢) 01 3(1-2¢) 3
81 oo

Legyen ¢ := min{d;, o}
Ha e > %, akkor 9y := 00 igy d = 6.

Igy a megadott § valasztasa mellett a definicio teljesiil.

3z—1
b) li =

Megoldds.
,végtelenben véges hatarérték” A =3

Ve>03P=P(e)>0Voee H, 2 >P = |f(x)—A|<e.

131
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Mivel a fiiggvény a (—2, 4+00) interval-
lumon szigortian monoton novs

3z—1 __ 3z4+6-7 _ R 7

z+2 T x+2 z+2

¢ fim S5 _1

z——co 4 —22+1 4
Megoldas.
WVégtelenben véges”

3P—1 _ 3.
P2
3P—1 = (3—¢)(P+2)
3P—1 = (3—¢)P+2(3—¢)
eP = 2(3—¢)+1
P - 2(3—5)—%1.
5

Ha 0 <e< I, akkor P(e):=20=2*1 ha
T <&, akkor VP € R, érték megfeleld.

1
Ve>0dp=p(e)<O0VzxeH, x<p = |f(x)—1|<e

\l-: ©)

’f(x)—i < €
3 +5 1
A3 —22+1 4 < c
423 +20— (42 — 22 +1) - .
4(4x® —2241)
2419
4(4x3 — 22 +1) < c

Ha x <—1, akkor a nevezd mindig negativ.

N

\

A grafikont csak a szemléltetés céljabol rajzol-
tuk meg, a feladat megoldasa sordn nem sziik-

séges a fliggvény menetének ismerete.

Ezt kihasznalva felbonthatjuk a kifejezés-
ben az abszolutértéket.

2 +19 .
—4(4a3 —22+1)
2?2 +19
5

<
—1623 +422—4

Mivel < —1, ezért igazak a kovetkezék 19 <1922, 422 >0, —4 > 423, Ezeket a becsléseket
hasznalva a fenti tort novelhets, de nem szabad elfelejteni, hogy a relaciok csak akkor

igazak, ha © < —1.
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Az el6z6 becslések felhasznalasaval:

2419 22 +1922
< <e€
—1623 +422 —4) —1623 40+ 423
2022 51 <
- = £
—1243 3z
2 > ex
3
0 >
- x
3¢

Ekkor legyen p(e):=min{—=2, —1}. (Itt kellett figyelni arra, hogy a becsléseink csak akkor
igazak, ha r < —1.)

Ez a modszer azokban az esetekben is miikodik, amelyeknél a grafikon egyszertien felrajzol-
hato, de szemmel lathatdan itt nehézkesebb a becslés. Erdemes otthon az el6z6 feladatokat
megoldani a grafikon ismerete nélkiil. O

9.2. Feladat. Az dtviteli-elv segitségével igazoljuk a kovetkezd hatdrértékeket.

B r’+2x 15

a) lim =—

z—3 3xr—2 7
Megoldds.

Ve, € H, v, #a (n€N) lim z,=a = lim f(z,)=A

n—oo n—oo

Legyen x, € H, x, #a, lim z, =3
n—oo

242z, x 9+2-3 15

lim f(z,)= lim

* A sorozatok hatarértékére vonatkozo miiveletei szabédlyok miatt. &
3xr—>5 3
b) li =—=
) =
Megoldds.

3
Ve, € H, (ne€N) lim z, =00 = lim f(z,)=—

n—oo n—o00 2

Legyen x,, € H, lim z, =0

n—oo

3x, —5
lim f(x,)= lim 2D m = .
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1
lim —— =
N r—2 :

Megoldds.

Legyen @, :=2— =, ekkor lim z, =2 (z, # 2).

Ekkor

)= e = ey T T

Legyen y,, :== 2+ %, ekkor lim y, =2 (y, # 2).

Ekkor ]
li n) = li =lim —————=1i = 00.
i fa) = lim g = I =g =

Tehat talaltunk két olyan valtozo sorozatot, melyek a = 2-be tartanak, mégis a hozza-
juk tartozo fiiggvényérték-sorozatok hatarértéke kiillonbozs. Igy a fiiggvény hatéarértéke az
adott pontban nem létezik. (A jobb- illetve a bal-oldali hatarérték természetesen értelmez-
hetd.) O

9.1. Megjegyzés.

1.) Az dtviteli-elv egyik nagy elénye, hogy segitségével a fiigguényhatdrérték szamitisa a mar jol
ismert sorozatok hatdrérték szdmitdsdra vezethetd vissza. A fenti feladatokbdl jol ldthatd, hogy
a bizonytalansdg: esetek hasonloan sziintethetdok meg, mint a sorozatok esetében.

2.) A c feladat sordn tapasztalhattuk, hogy olyan esetekben, mikor azt kell bizonyitani, hogy az adott
pontban nem létezik a figguvény hatarértéke, elegendd taldlni két kiilonbozd vdltozo sorozatot,
melyek hatdrértéke az adott pont, de a figguényértékek sorozata kilonbozd.

9.3. Feladat. Hatdrozzuk meg a kévetkezd hatarértékeket a miveleti tulajdonsdgok alapjan, ha
léteznek!

3r+4
or+7
Megoldas.

a) lim
r—2

1 3r+4 3-244 10
im = = —
a—2bx+7 5247 17

b) 3zt +5x—2
im
z—oo —213 4422 —1
Megoldds.
Bri4br—2 = Zu+5-%

im 1
z—oo —2x3 4432 —1 z—00 —24
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- T’ +3x—1
c im —
r——00 2[L’ — 3
Megoldas.
Tt 3r—1=
lim —— 2 lim
T——00 21‘ — 3 Tr——00

. 45"t T7.27 4]
d) lim
z—o0 3-222-1 4 6.57 42
Megoldds.
. 45T 727 4]
lim
v—00 3-220=1 4657 +2

- 4554 7.27 41
€ 1m
g——o00 3-22071 +6-57 +2

Megoldas.

—0 —0

>
e

lim

20-5%+7-2"+1 204+7-Z+4
1m 3 = 11m 3 4 L 2 —

= .~
45" 472" 41 1

oo 3.92c—1 . BT -
3-2 +6- 5% +2 2

—0 —0

8
(V]
+
8
+
—
lI313

. . 9(5)
)y Ty
lim 7 o = lim %
rooo 3o (3)746-(5)° oo g 1+6-E‘f§x

63 (8)7
= lim v (Z)I :il.
L
1+

135
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h) lim (\/x2+5x—\/x2—2x>

r—00

Megoldds.

00—00 . 215 2_9
lim (\/$2+5$—\/x2—2x> =" lim (\/x2~|—5x—\/x2—2x> e e —

e T00 Val+br+va? -2z
(22 +5x) — (2* — 2x) , Tx =
= = 11m =
v=o0 /a4 5r Va2 —2x  e=oo Va2 5r 4?2
. 7 7
= lim = —.
) z+1
i) lim <x+ )
T—00 x
Megoldas.
o\ T+ 9\ 7+1 1\ =t 1 £.2.(z41)
lim (x+ > Y lim <1+—> = lim <1+;> = lim <1+;) —
T—00 €x T—00 x T—00 3 T—00 5
oo 2042
1\2| “.
T—00 5
“Vizsgaljuk meg a kitevs hatarértékét:
20 42 242
L O o
T—00 €T T—00 1
2 r+2
i i re42x—2
im | ——
e x?—4xr+1
Megoldds.

. 2 4+2x—2 o2 . 2 —4x+1+6x—3 o2 . 6x—3 o2
lim [ —— = lim =lim (1+ ——"— =

z—oo \ 22 —4x+1 T—00 2 —4x+1 T—00 22 —4x+1

22_414—1' 6x—3 .(x+2)

1 z+2 1 6x—3 :(,‘2—4x+1
- }EEO o] = ,}E{}o I+ -
6x—3 6x—3
B 22 —dz+1 15?2211'0v+2)
1 “oo-3
S T * 6
- leHolo <1+ x24$+1> =€
6x—3
*Vizsgaljuk meg a kitevs hatarértékét:
62%+3x—6 6+2—5
lim ————— = lim —=2% 2~ —§ 9

= lim
z—oo 12 —4x+1 w%OOl—%—i—x%
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2
—2
k) lim rrr—2
e—-212—1—6
Megoldas.
24220 2)(z—1 -1 -3 3
lim Z e < lim (@ = lm 2 =— == &
e——212—1x—6 2--2(x+2)(x—3) 2—>—22-3 =5 5
. 23 =32?—x+3
1) lim
a—3 13 — 222 —9r+18
Megoldds.
. =32 —x+3 8
lim =

z—3 13 — 222 -9+ 18

A ,,%” alakbol lathato, hogy mind a szamlalo, mind a nevezs oszthaté az x — 3 kifejezéssel :

2 =322 —z 43 :(z—=3)= 2?-1

x3 =322

—r +3
—xr +3
0

23 =22 —9z +18 :(z—3)= 2°4+1—6

3 —3a?
2 —9r +18
2 =3z
—6xr +18
—6x +18
0
igy
—3)(z? -1 21 8 4
* = lim (z—3)( ) :limx—:—:— O
e=3 (x—3)(22+2—6) «+—=322+x—6 6 3
) i x—16
Megoldds.
—16 ¢ —16 4 —16 4 4
limm—% imx -\/EjL = lim (z >(ﬁ+):1im\/§—+=8 &
2—16 /T —4 a—16\/x—4 Jr+4 =16 r—16 e>16 1

9.2. Megjegyzés. A ,,%” alak most is megsziintethetd lenne eqyszerd szorzattd alakitdssal 1s,

de gy véltik, hogy a ©—16 = (\/r—4)-(\/x+4) felbontdsi lehetdség nehezebben felfedezhetd.
Szintén széleskorien alkalmazhato megolddast modszer az 1ij vdltozo bevezetése. Jelen feladatndl

y = /T helyettesités utin a lin}1 y;:iﬁ hatdrértéket kellene vizsgalns.
y*)
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138
. r3+1
n) :lcl—% 1—a?
Megoldas.
o412 1 > +1
lim —— = lim . = 3
=11—22 2-1(1—2)! 142
’ 1 2?41
1im . = o0
e—1- (I1—z)! 1+x
_ 1 41
lim . = —00
e—1t (1—2)t 14z
Mivel az x = 1 pontban nem egyezik meg a jobb- és a baloldali hatarérték, ezért itt nem
létezik hatarérték. &
o) 1 S5r2—3r+1
im ———
z—0 2553 —{—1’2
Megoldas.
o ba?—3x+1 % 1 5r?—3x+1
lim ————— = lim . =400 &
z—0 223 4 22 e—0 (r—0)2  2x+1
)i r?—1
im
Py x3+5224+Tr+3
Megoldas.
i xQ 1 % *%
im 2
e——1 234522 4+T7x+3
?—1=(x—1)(x+1), 3 4522 47 +3 :(x+1)= z?+4x+3
R
42 Tr +3
422 +4x
3z +3
3z +3
0
(x—1)(x+1) r—1 2 1 z-—1
** frd _— —_—— 1 —_— =
o (w+ 1) @2+ 42 +3)  eot122 44243  eeiz+1 743 ;
I 1 x-—1 N . 1 x-—1
m —-:- = 400 1m . = —00
a——1-r+1 2+3 e—-1+x+1 x+3
Mivel az x = —1 pontban nem egyezik meg a jobb- és a baloldali hatarérték, ezért itt nem
létezik hatarérték. &
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sinx
=1.

9.3. Tétel. lim
z—0 X

Bizonyitds.

i) Mivel ; = R\{0} és

sin(—x) —sinx sinz
—x) = = = =f(x) Vee9
e P () '
. N A ) ) . sinx : NN
ezért a fiiggvény péaros, igy elég belatnunk, hogy hrn+ =1, hiszen a paritas miatt
z—0 T
. sinz . sinxw

lim = lim

r—0t X z—0~- X

ii) Legyen 0 <z < %

Az abra jeloléseivel :

\CD OB = OC=1

AC = sinz
P 1 BD = tgx
o v
Az abra alapjan nyilvanvalo, hogy
Topca < ToBCena < ToBDA
1-sinx
Topc, = 5
2
e 1l-x
TOBCkércikk = % T = T - 5
1-tgz
Tosp, = 5
Igy
1~sin:z:< o 1-tgo
2 2 2
sine < x <tgw
. sinx
sinrx < =z
CcoS T
1 - 1 COS T
sinx z sinx
11> 51250 >cosx — 1
. sin
Igy a rendérelv alapjan lim =1. O
z—0t X
sin g(z) —

9.4. Megjegyzés. Igazolhatd, hogy lim @) =1, ha limg(z)=0 (a€R).
r—a g €T r—a



140 9. FEJEZET. FUGGVENYEK HATARERTEKE

. sinz
lim
x—0 33;’

Megoldas.

. sinz . sinz «x 1 . sinx 1
lim = lim -— = —lim = - &
z—0 31 z—0 3x 3z—0 x 3

. 2
r) lim —
z—0 sin 7x

Megoldas.

. 2z . Tx 2 . 1 2
lim =1

2

: = 1m — o=l == = =

r—0sin7r z—0sin7x 7 796—>05”‘71J 7 %
X

tgdx

s) lim —
) z—0 sin 4x

Megoldas.

. tgdx . sindx 1 ) 1 sind 1 3 3
lim — = lim . — = lim . = &
z—0sindxr z—0cos3z sindr z—0cos3z 3x % 4 4

t) I 1—cosz
mEI(l] 3;‘2

Megoldas.

. l—coszx . 1—cosz 1-+cosx . 1—cos®x o osin’z 1
lim — = lim 5 . =lim ——— im T
20 X e—=0 l4+cosx a—0z2(l4cosx) =2—-0 a2 1+cosz

. 2
= (lim sm:v) -lim ; —1

=0 1 z—01+4+cosx 2




9.2.

9.2. Hazi Feladatok

9.1. Hazi Feladat. A definicio alapjan igazoljuk a kévetkezd hatarértékeket!

9
b)

c)

9.2. Hazi Feladat. Az dtviteli-elv segitségével igazoljuk a kivetkezd hatdrértékeket.

a)
b)

c)

HAZI FELADATOK

. 20 —1
lim =

Tr——00 l'—5
3t —br+7

z——oc0 2224+ 7x+1

2

o ey T

722 4+3x—1
_— = —0
20—3

lim (52+2) = —3

=3

lim

r——00

) —2
lim
z——3 x+3

141

megoldas
megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

9.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a mivelet: tulajdonsdagok alapjan kovetkezd hatdrértékeket,
ha léteznek!

a) lim (3z+7)°

r——3

222 —3x+5
b) lim RNl Rl
a—oo —3124+2x—1

. at—da? 42
c¢) lim —————
z——oc0 —bx24Tx

) 2x+1_3_4z—1+2
z—oo 3T —2-220-141]

2x+1 —3. 4&:—1 2
e) lim *

g——o0 3T —2.22r-141

f) lim (2 =Vt —2z)

r—00

megoldds

megoldds

megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

23 =322 —10x+24

t—2 3 —4x24+2x+6

tgdx

m) lim —
) z—0 sin 4z

1-— 3
n) lim ST COSOr
x—0 X

megoldds

megoldds

megoldds

megoldds

megoldds
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9.3. Megoldasok

9.1. Hazi Feladat. A definicio alapjan igazoljuk a kévetkezd hatdarértékeket!
2x—1
a) lim - =2
T——00 L —H

Megoldas.
WVégtelenben véges”

Ve>0dp=ple) <0V <p = |f(z)-2|<e.

flp) = 2-¢
=l = 2—¢

20-1 _ 201049 _ 94 9

—5 -5 -5
‘ ’ ’ ha 52%, akkor minden peR_ megfeleld.

Természetesen ez a feladat is megoldhato a fiiggvény menetének ismerete nélkiil:

Ve>03dp=p(e) <0, Ve <p = |f(zx)-2| <e.

[f(z)=2] < ¢
20—1 2x—10 -
r—95 r—95 c
T—5
Az abszolutérték feloldasahoz a kovetekezd két esetet kiilon kell targyalni:
Ha x <5 Haz>5
9 Erdektelen eset, mert fip < 0 5 < z < p teljesiil
- < € valamely a tartomanyba es6 x-ekre.
—x
9
- < b—x
€
9
r < H—-—
€

Ekkor ha € < g, akkor p:=5— g, ha ¢ > g, akkor minden p € R_ megfelels, ami egybeesik
az el6z6 megoldéasnal kapott eredménnyel. Ez nem sziikségszeri, hiszen az eredmény fiigg
attol is, milyen becslést hasznélunk. &

vissza a feladathoz
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b)

o) Im g =

3t —bx+7 B

z——o0 2024+ +1

Megoldas.
WVégtelenben végtelen”
VR>03dp=pR)<0VxeH, z<p = f(x)>R

Vizsgaljuk tehat, hogy a
3zt —5r+7
202 +x+1
egyenlGtlenség mely x-ek esetén teljesil. Mivel x < p < 0 igazak a kévetkezs becslések:

>R>0

—5z>0, 7>0, x<0, 1<z%
Ezeket felhasznalva becsiilhetjiik f(z)-et alulrol:

3x4—5x+7> 32 +04+0
202+ +1 22 4+0+22

>R =1 > Rvagyx<—\/}—%.

Mivel az z>+/R esethez tartozo z-ckhez nem talalhaté olyan negativ p, amelynél kisebbek
lennének, csak az & < —V/R tartomany az érdekes. Legyen

p(R) := —VR.

Ezzel megtalaltuk a sziikséges kiiszobszamot.
vissza a feladathoz

2

Megoldas.

,Végesben végtelen”
VR>030=6(R)>0Vze HO<|r—a|<d = f(z)>R.

2
R
(x-32 ~
2 > R(z-3)
2
}% > ($——3)2

Ami az y = (z—3)? parabola menetét figyelembe véve ekvivalens a

2< 3 < 2
Ve =" VR

Osszefiiggéssel. Amelybdl az abszolutérték definicidja alapjan adodik:

j2—al = [1—3] < 1/ =
r—a|l=|r— —
R’

d(R) :=

azaz

2
R
valoban megfelel§ valasztas. vissza a feladath é%
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9.2. Hazi Feladat. Az dtviteli-elv segitségével igazoljuk a kovetkezd hatdrértékeket.

Te2 43z —1
_ = —

;
a) lim ——

Megoldas.

Ve, € H (neN) lim z, = —o0, ekkor lim f(z,)=—o0

n—oo n—oo

Legyen x, € H (n € N) lim z,, = —oc0, ekkor

n—oo

T2 43z, —1 = Tr,+3—+
lim f(z,) = lim oo 2= E gy T e

vissza a feladathoz

b) lim (5x+2)=—3

r——1

Megoldads.

Ve, € H z, #—1 (neN) lim z, =—1, ekkor lim f(z,)= -3

n—oo n—oo

Legyen z, € H x, # —1 (n € N) lim z, = —1, ekkor

lim f(x,)= lim (5z,+2)=5-(—-1)4+2=-3 o
vissza a feladathoz
—2
li =
)l s =
Megoldas.
Legyen z,, := —3—1—% z, € Hx,# -3 (neN) lim z, =-3, ekkor
lim f(z,) = li . —2 I 9
im f(z,)= lim = = lim —2n=—o00

Legyen y, :=—3—2 y, € H y, # -3 (n €N) lim y, = —3, ekkor

nh—{gof@") :nh_)nolo Unt3 :nh—>nc}o_3_—%+3 :nll_)nolOQTl: 00
Tehat talaltunk két olyan (nem stacionérius) argumentum-sorozatot, melyek a = —3-ba
tartanak, mégis a hozzajuk tartozo fiiggvényérték-sorozatok hatarértéke kiilonbozé. Igy a
fliggvény hatarértéke az adott pontban nem létezik. &

vissza a feladathoz
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9.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg a miveleti tulajdonsdgok alapjan kévetkezd hatdrértékeket,
ha léteznek!

Megoldas. .
. 5_ ( o\5_ vissza a feladathoz
a) xll)n_13(3x+7) = (—2)° = -32. 3
o0 345
b) lim 20° 3w 45 = lim 2oate _g' vissza a feladathoz
r—oo —3124+2rx—1  2—o00 —3—1—%—:%2 3
.34t 2 = r—4+5
) Jm 54 Tr aobe 511 To0 vissza a feladathoz
9+l _3.40-14 9 2097 _Bgri9 e 9.2 842
d) lim L lim 4 = lim -1 =
2 loo 37 2.2%-11 oo B0 —4T+1  ams Z_14L
2\ _ 3, 2
— tm 2-(3) —i++& _3
3\% 1
oo (3) 14 4 vissza a feladathoz
e) lim 20t 3477142 2 5 vissza a feladathoz

T——00 355—2.22I—1+1 - 1 )
/ 00—00 Nt —9 4_ (49
Teo 200 p2 V't =2 eoeo p2 4/t -2

=0

vissza a feladathoz

* Vizsgaljuk meg kiilon a kitevé hatarértékeét:

. 1
lim = lim 5 ==
z—00 21 — 2 z—00 2 — = 2
@e% =/e. vissza a feladathoz
o (22=22\*" . (2?41 -22—1\*" —2z—1\*
b) :}LIEO(:ch) :xlgﬁlo( 22+ 1 ) = (H 22 +1 ) N
—21—1'2:1:

241 —2z-1 2 241 2211

1 2z 1 B T R N 1 —2z-1
= lim (1+W> = lim (1—|—w2—+1> = lim <1+12—+1> @
vTeo —2z—1 e —2z—1 oo —2x—1

* Vizsgaljuk meg kiilon a kitevé hatarértékét:
—422 2 —4-2
lim ——2 2T _ Jim = —4.

et = —. vissza a feladathoz
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2> —2x+1 ¢ (x—1)* x—1 vissza a feladathoz
U P roes g Y v Rt R
o 39: 104" bi 7
T—2 — 422+ 2x+6
A ,,8” alakb()l lathato, hogy mind a szamléld, mind a nevezs oszthato az x —2 kifejezéssel:

1

n)

3 =322 —10z +24 :(x—2)= 2 —x—12
x3 =222
—x? —10z +24
—x? 12
—12x +24
—12x +24
0
3 —42> 4z 46 :(v—2)= 2*—2z-3
x3 =2
—22%  4x +6
—2x% 4z
—3r +6
—3r +6
0
A szorzatalakokat visszairva az eredeti tortbe:
. 23 —322—102+24 %" (x—2)- (2 —x—12) r?—r—12 —10 10
llm = l1m ey = —
z—2 — 422+ 246 o2 (x—2)-(22—22—-3) «+-222—-2r—3 -3 3
vissza a feladathoz
) 2 )
lim =7, hiszen
z—2 1 —2
li li 2 +
im = —00 im = +00.
2= T — =2+ T —2 vissza a feladathoz
vissza a feladathoz
) 111% (t I = +00
T2 (X sin 3z .
1 1
m) hr% 1 = lim 1 % = lim sin 3z — 3 = Z vissza a feladathoz
o ilg cos 3z M s 3% gi—i—cos 3r 4z Zi—cos2 3z 1
lim = lim = lim . =
z—0 T z—0 T 1 +cos3x z—0 T 1+ cos3z
—0
.. 92 . /_/\
sin” 3x 1 sin3x 3-sin3x
= lm Ttcos3z  »o0_ 3z Il+4cosd3r
T— x cosoxr  x— X +cos ox

—1

o

vissza a feladathoz



10. fejezet

Fluggvények folytonossaga, a szakadas
tipusal. Fluggvények invertalasa

10.1. Gyakorlat

10.1. Feladat. Vizsgdljuk meg folytonossdg szempontjibol a kéovetkezd fliggvényeket! Ahol nem
folytonosak, adjuk meg a szakadds tipusdt!

20—3 hax<?2
a) f(x):{ —x+3 haz>2

Megoldds.
Az f(z) fliggvény két polinom fliggvény osszeftizésével keletkezett, melyek az értelmezési

tartomanyuk minden pontjaban folytonosak, ezért csak a csatlakozasi pontban kell vizs-
gélni.

To = 2

1.) zg € Dy és x( torlodasi pont.

2.) lir% fz)="

lim f(z) = lim 2x—3=1
T—27 T—27

Mivel a jobb és a balodali hatarérték az xy = 2 pontban megegyezik, a hatarérték
létezik és
lim f(z) =1=A.

T—2
3) f(2)=—2+43=1=A4

Az 1.) 2.) 3.) pontok allitasabol kovetkezik, hogy az f(z) fiiggvény folytonos az xy =
= 2 pontban. Mivel a t6bbi pontban 6rokolte a folytonossagot a polinom fiiggvényektdl,
elmondhato, hogy f(z) minden valds helyen (az értelmezési tartomanyéanak minden pont-

jaban) folytonos.

147
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Konnyebben el tudjuk képzelni az el6bb vizsgalt problémat, ha abrazoljuk a fiiggvényt:

a3t
/| :
10.1. Megjegyzés. A filigguény dbrdzoldsa nem helyettesiti a részletes folytonossdg vizsgdla-
tot! Nem elégséges tehdt az dabrdrdl leolvasni a folytonossdgot, de az dbra segithet.

3x+4 ha z < -2
b) f(z)=¢ 2?—1 ha —2<z<]1
—2x+2 haz>1

Megoldas.
Az f fiiggvény harom polinom fliggvény Osszefiizésével keletkezett, melyek az értelmezé-
si tartomanyuk minden pontjaban folytonosak, ezért csak a csatlakozasi pontokban kell
vizsgalni.

1'0:—2

1.) zo € Y és x( torlodasi pont.
2.) lim2f($) =7

lim f(x) = lim 3z4+4=-2
T——2" T——2"

. . . 2 4 _

lim, f(z) — ?

Az egyoldali hatarértékek léteznek, de nem egyeznek meg, ezért a fliggvénynek az xg
helyen ugrasa van (elséfaju szakadas). Az ugras mértéke:

lim f(x)— lim f(z)|=|-2-3|=5.

T——2" r——21
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Ty = 1
1.) zo € I és x torlodasi pont.
2.) lirq f(z) ="
lim f(r) = lim 2°~1=0
z—1- r—1—
AP S = iy a2 =0
Mivel a jobb és a balodali hatarérték az xo = 1 pontban megegyezik, a hatarérték
létezik és
hrr%f(x) =0=A.
3.) f(1)=-2-0+2=0=A
Az 1.) 2.) 3.) pontok allitasabol kovetkezik, hogy az f(z) fliggvény folytonos az zo =1
pontban.
Mivel a tobbi pontban 6rokolte a folytonossédgot a polinom fiiggvényektsl, elmondhato,
hogy f(x) az xo = —2 pont kivételével minden valos helyen folytonos.
¥y
5 1 1 5 E—
¢
T8 haw#£—la#2
c) flx)=4 5 ha r = —1
0 ha z =2
Megoldds.

Az f egy racionalis tortfiiggvény és két pont Osszekapcsolasaval keletkezett, melyek az
értelmezési tartomanyuk minden pontjaban folytonosak. Ezért elegendé csak a csatlakozési
pontokban vizsgalni.
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.Toz—l

1.) zg € Yy és x( torlodasi pont.

2.)
2tr—-6 3)(r—2 32
lim f(z) = lim il lim @+3)(x=2) = lim I <A
r——1 e——172—x—2 a1 (z+1)(z—2) 21241
r+3
lim — = —o0
z——1— T+ 1
T+3
m ——- = 400
z——-1+ r+1
Mivel zy = —1-ben az egyoldali hatarértékek nem végesek, ezért a fiiggvénynek
xo = —1-ben masodfaju szakadasa van.
o — 2
1.) zo € Dy és x( torlodasi pont.
2.)
2+2—6 3)(r—2 3 5
lim f(z) = limizlimwzhmx—F =-=
x—2 =22 —gx—2 z—2 ($+1)<$—2) z—2 x+1 3

3.) f(2)=0+# 2= A Mivel zp=2-ben létezik a hatarérték, de nem egyezik meg a helyette-
sitési értékkel, ezért xo=2-ben a fiiggvénynek megsziintethets szakadasa van (elséfaju
szakadas).

rafy
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10.2. Feladat. Adjuk meg a kévetkezd fiigguények inverzét. Ha a fligguény nem invertdlhato, szi-
kitsiik le egy olyan halmazra, amelyen mdr létezik inverze. Adjuk meg az eredeti és az inverz
fligguény értelmezési tartomanydt és értékkészletét.

a) f(r)=2-3*"141

Megoldds.
2; =R
3 > 0 YaeR
31 > 0 VzeR /-2
2.3271 > 0 /+1
2:3* 141 > 1

Ebbdl kovetkezik, hogy az értékkészlet:
Zr={yly R, y>1}.

Az f fliggvény szigoriian monoton nové fliggvény, igy kolesonosen egyértelmi leképezéssel
keletkezett, ezért invertalhato.

y = 2:3%7141
y—1 = 2.3%7!
y—1 2r—1
Z_ - =3
2
—1
log3yT = logy3®1=27-1
—1
10g3y +1 = 2z
1, y—1 1 _
Jlogs——+5 = v=f()

Formalis betticsere utan kaphato a fiiggvény inverze:

1 r—1 1

flz)=y==log, —— +—.
flx)=y 20g3 9 +2

Irjuk fel az inverz fiiggvény értelmezési tartomanyat és értékkészletét:

5 0
z—1 > 0
T >
Dr={zlreR,x>1} =%,
Fr=R=9; O

10.2. Megjegyzés. Abrdzoljuk kizos koordindta rendszerben az f figguényt és f inverzét.
Eszrevehetd, hogy az inverz fiigguény grafikonja az eredeti fiigguény grafikonjdnak y=x egyenesre
vonatkozd tikorképe. Az aldbbi dbrdn kék szinnel latjuk az f és zolddel az f fiigguényt. Segitségiil
berajzoltuk az y = x egyenest is (pirossal).
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b) f(z) = 272> — 362+ 10
Megoldas.

Mivel f egy polinom, ezért ¥y = R. Az érték készlet és az invertalhatosag vizsgalatdhoz
alakitsuk a mésodfoki kifejezést teljes-négyzetté:

18 \* 18\’
xr) = 27952—3695—1—10—( 27x——> —12+10—(\/§-3x——) —_9—
f(z) % o 73

= (x/§-3x—§\/§>2—2:(x/§)2(3x—2)2—2:3~(3x—2)2—2

Ekkor
> > 0 YaeR
(3z—2)* > 0 VxR /-3
3-(3r—2)2 > 0 / —2
3-(3r—2)*-2 > -2

Ebbdl kovetkezik, hogy az értékkészlet:
R ={ylyeR, y> -2},

Az f fiiggvény a g(x) =2? fiiggvény linearis transzformaciojaval keletkezett. Mivel g paros
fliggvény, ezért f tobb-egyértelmi leképezéssel keletkezett, igy a teljes értelmezési tarto-
méanyan nem invertalhato.

10.3. Megjegyzés. A fenti eszmefuttatds helyett elegendd lenne mutatni két olyan értel-
mezési tartomdnybeli elemet (x1, x2), ahol a figguény ugyazt az értéket veszi fel. (f(x1)=
= f(x2)). Példdul most x1=0 és xo=7%, mert ekkor f(x1)=3-(3-0—2)?—2=10=3-(3-3—
—2)2—2. Ekkor azonban nehezebben ldthatd, hogy milyen szikitett értelmezési tartomdnyt
érdemes vdlasztan:.
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Le kell sztikiteni az értelmezési tartomanyt. A fiiggvény grafikonja egy parabola, melynek
talppontja az xo = % helyen van. A lesztikitett értelmezési tartomany tehat vagy (—oo, %}

vagy [%,oo).

Legyen P, = {z|lr € R, 2 < %}, ekkor

Ry, = Ky

Az f fiiggvény a Py, halmazon szigorian monoton csokkend, igy kolcsonosen egyértelmd.
Ezen a halmazon mér invertalhato.

10.4. Megjegyzés. Igyeksziink olyan 1j értelmezési tartomdnyt vdlasztani, melyen a fiigg-
vény kolcsondsen egyértelmi €s felveszi a teljes értékkészletét.

Most mar elvégezhetd az invertalas:

y = 3-(3z-2)*—2
2
% = (3r—2)?
2
- % — 3x-2

Mivel minden x € Yy, elem esetén 3z — 2 negativ, ezért a fenti tobb-értelmd leképezés
negativ agat valasztjuk:

y+2
—\/— = 3r-2
3 x
2 1 Jy+2 —
373\ 3 ~ = [f(y)
Formalis betticsere utdn kaphato a fiiggvény inverze:
— 2 1 Jz+42
fla)=y= 373 3

Az inverz fliggvény értelmezés tartoméanya és értékkészlet meghatarozhato onéllo feladat-
ként is, vagy szarmaztathatok a

D= Rpoe Br= Dy

Osszefiiggések alapjan:

r+2
> 0
3 =
r > =2
D7 ={zlr €Rx > =2} = %y,
Va > 0 YaceRy
r+2
> 0
3 =
1 jx+2
S < 0
3 3 -
2 1 jz+2 2
3 3 3 - 3

2
Fr={ylyeR, y< g}:@fsz. O
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10.5. Megjegyzés. Abrdzoljuk kézos koordindta rendszerben az f figguényt és f inverzét. Az
aldbbi dabrdn kék szinnel ldtjuk az f azon dgdt, melyen az inverziot végrehajtottuk (r < %) €s
sdrgaval az (v > % ) dgat, zélddel rajzoltuk az f fiigguényt és segitségiil berajzoltuk az y = x
egyenest is (pirossal).

¥

c) f(z)=2cos(mx+ %) -1

Megoldas.

Mivel az f a cosx fiiggvény linearis transzformaltja, ezért minden valos helyen értelme-
zett, igy 9y = R. Az értékkészlet meghatarozésakor a cos fliggvény ismert korlataibol
indulhatunk ki:

—-1< COos o <1 VaeR
—1< cos(mz+7%) <1 VzeR/-2
—2< 2cos(mr+%) <2 /=1

—3< 2cos(mr+7%)—1 <1
Ebbdl kdévetkezik, hogy az értékkészlet:
Ry ={ylyeR, -3<y<1}.

Az f figgvény periodikus fliggvény, ezért tobb-egyértelmi leképezéssel keletkezett, igy a
teljes értelmezési tartoményan nem invertalhato.
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A cosa fiiggvényt a 0 < a < 7 feltétel mellett szikitjiik le:

0<

T
~L<
1S

o
(VAN

Legyen tehat Zy,, ={z|r €R, —i <z< %} Ezen az intervallumon az f fiiggvény szigortian

Tr+3 <

3T
<20

T

x <

I

monoton csokkend és az eredeti értékkészletének minden elemét felveszi: %y, = %

Mivel a %y, halmazon f kolcsondsen egyértelmd, ezért itt mér invertalhato:

y
y—+1

2
+1

)

Kénnyen lathato, hogy minden x € Py,

)
arccos(

2 cos(mx + %) -1
m
cos(mc—l—z)
7T

arccos(cos(mx + Z))

elem esetén arccos(cos(mz+ 7)) = Tz + 7, igy

1
arccos( y—;— ) = mx+ %
+1.
arccos( )— 1 T
1 y+1, 1 —
- arccos( )— 1 z=f(y)
Formalis betticsere utan megkaphato a fiiggvény inverze:
— 1 1. 1
f(x):y:—aurccos(x+ )—=.
T 2 4

Hatarozzuk meg f értelmezési tartomanyat:

PR
—2< z+1 <2 D
-3 <1

és értékkészletét:

0< arccos o <
0< arccos % <7
0< % arccos IT“ <1
1 3
- 1 z+1 1 e
1 < - arccos = i < 1

10.6. Megjegyzés. Abrdzoljuk kézos koordindta rendszerben az f figguényt és f inverzét. Az
aldbbi d@brdn sdrga szinnel ldtjuk az f fiigguényt és pirossal kiemeltik azt a darabot, melyen az
inverziot végrehajtottuk ( —i <z< % ), zolddel ragzoltuk az [ figguényt és segitségil berajzoltuk

az y=x egyenest is (kékkel).

={zlreR-3<2 <1} =%y,

1 3
= R——~<y<>t=9,.
i {y\ye 1 SYs 4} Dps:
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\

3 2 B 025 #75 1

10.7. Megjegyzés. Az aldabbi tabldzatban dsszefoglaljuk, hogy a trigonometrikus fiigguényeket-
melyik intervallumra érdemes leszikitens:

IN
IN

s
o 2

SIE]

: s
S < ‘ 3

tg « ‘—% <a<

IN
IN
)

cosa. 0 « Hctga‘ 0 <a< .
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10.2. Hazi Feladatok

10.1. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg folytonossdg szempontjabol a kovetkezd fiigguényeket! Ahol
nem folytonosak, adjuk meg a szakadds tipusdt!

—3x+1, haxr<-—1
a) flx)=4 —a2*—1, ha —1<z<1
3r—5, hal<ux megoldds

222 —6x+4
ey, har# £l o #£2

b) f(x)= 1, ha x =+1

-1, ha x =2 megoldas

20—3, hax<-—1
¢) fla)={ 28223 py 1<z x4l

x2—1

2, ha x =1 megoldas

10.2. Hazi Feladat. Adjuk meqg a kovetkezd fiigguények inverzét. Ha a fiigguény nem invertdlhato,
szikitsiik le eqy olyan halmazra, amelyen mdr létezik inverze. Adjuk meg az eredeti és az inverz
fiigguény értelmezési tartomdnydt €s értékkészletét. A fiigguénydbrdzolds gyakorldasdra dbrdazoljuk
kézos koordindtarendszerben a fligguényt €s inverzét.

W) f(z) = 5 loga(~o+3)+1

megoldas
b _ L resin@e 1) =
) f(z)= 5 arcsin(2x+1) — 5 megoldis
1 3
c r)=3(=zx—2) —1
) (@) <2 ) megoldas
d _ L ioess
) fl@) = 27 tert megoldds
s
e) f(x)=2ctg (23:— §> -1 megoldds

f) f(iU) = —3sin <_g;+f> 49

4 megoldds
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10.3. Megoldasok

10.1. Hazi Feladat. Vizsgdljuk meg folytonossdg szempontjibdl a kivetkezd fiigguényeket! Ahol
nem folytonosak, adjuk meg a szakadds tipusdt!

—3x+1, har<—1
a) f(z)=¢ —2?°—1, ha —1<z<1
3r—>5, hal<zx

Megoldas.
Az f fliggvény harom polinom fliggvény Osszeftizésével keletkezett, melyek az értelmezé-
si tartomanyuk minden pontjaban folytonosak, ezért csak a csatlakozasi pontokban kell
vizsgalni.

.1’0:—1

1.) zo € Y és x( torlodasi pont.
2.) limlf(x) =7

lim f(z) = lim —3z+1=4
r——1" r——1—

. - . 2 4
S0 = 1=
lim f(@) =

Az egyoldali hatarértékek léteznek, de nem egyeznek meg, ezért a fliggvénynek az x
helyen ugrasa van (els6faju szakadas). Az ugras mértéke:

lim f(z)— lim f(z)]=1]4—0|=4.

r——1— z——1+
o = 1

1.) zo € Yy és x torlodasi pont.
2.) lin% fx)="

lim f(r) = lim —2*—1=0
r—1~ Tz—1~

Ao g = i =ems=
lim f(z) = 3

Az egyoldali hatarértékek léteznek, de nem egyeznek meg, ezért a fliggvénynek az xg
helyen ugrasa van (elséfaju szakadas). Az ugras mértéke:

lim f(z)— lim f(z)|=[0—(-2)|=2.

r—1- r—1+

Mivel a tébbi pontban 6rokolte a folytonossdgot a polinom fiiggvényektsl, elmondhato,
hogy f az x¢y = 1 pontok kivételével minden valés helyen folytonos. &
vissza a feladathoz
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b) f(x)

222 —6x+4
WM7 hax%il, :L’%Q

= 1, ha r==+1
-1, ha z =2
Megoldds.

Az f egy racionalis tortfiiggvény és harom pont Gsszekapcsolaséval keletkezett, melyek az
értelmezési tartomanyuk minden pontjaban folytonosak. Ezért elegendd csak a csatlakozasi
pontokban vizsgalni.

ZL‘[):—l

1.) zo € Iy és x, torlodasi pont.

, . 20° — 6 +4 : 2(x—1)(z—2) 22
B AC R ry § pari § pry el peg  prag § p  r ;
. 2
lim —— = +o©
z——1-x+1
2

1m
z——1t x+1

Mivel xg = —1-ben az egyoldali hatarértékek nem végesek, ezért a fliggvénynek itt
méasodfaji szakadasa van.

.1’0:1

1.) zo € Iy és x( torlodasi pont.

212 — 4 20 —1)(x—2 2
lim f(z) = lim v brt = lim (z—1)(r—2) i

A e ey M e e e A

3) f()=1=A4

Az 1.) 2.) 3.) pontok allitasabol kovetkezik, hogy az f(z) fliggvény folytonos az zo =1
pontban.

1'022

1.) zg € Dy és x, torlodasi pont.
2.)

: L 20 —6r+4 . 2@-1)(z-2) . 2 2
@) = e e =2 S e )e—2) W13

3.) f(2) =—1# 2= A Mivel 2y = 2-ben l¢tezik a hatarértck, de nem egyezik meg a
helyettesitési értékkel, ezért xq = 2-ben a fiiggvénynek megsziintethets szakadasa van
(elssfaju szakadas).

Az f fliggvény tehat az xo = —1 és az xg = 2 pontok kivételével mindenhol folytonos. <
vissza a feladathoz
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2r—3, haz<-1
= 552;22—_“714, ha —1<zx, v#1

2, haz=1

Megoldas.

Az f egy racionélis tortfliggvény, egy polinom és egy pont Gsszekapcsolasaval keletkezett,
melyek az értelmezési tartomanyuk minden pontjaban folytonosak. Ezért elegendd csak a
csatlakozasi pontokban vizsgalni.

.1’0:—1

1.) zg € Dy és x( torlodasi pont.
2.) limlf(x) =7

lim f(z) = lim 2z—-3=-5
r——1" r——1"

2 +2r—3 (x+3)-(z—1) r+3 &
li —  lim T — i <
Jm e = i e = e eny L
lim, /() = 3

Mivel zp-ban a jobboldali hatarérték nem véges, ezért itt a fliggvénynek masodfaja
szakadasa van

l‘o:l

1.) zo € Yy és x( torlodasi pont.
24203 3)-(xr—1 3 4
2) lim f(z) = lim S8y A3l w3 4,
z——1 z—>1 x2—1 a1t (x+1)-(x—1) z+1 2

3) f1)=2=4

Az 1.) 2.) 3.) pontok allitasabol kovetkezik, hogy az f(z) fuiggvény folytonos az zy = 2
pontban. &
vissza a feladathoz

10.2. Hazi Feladat. Adjuk meg a kévetkezd fiigguények inverzét. Ha a fiigguény nem invertalhatd,
szikitsik le egy olyan halmazra, amelyen mdr létezik inverze. Adjuk meg az eredeti és az inverz
fiigguény értelmezési tartomdnydt és értékkészletét. A fiigguénydbrdzolds gyakorldsdra dbrdzoljuk
koz0s koordindtarendszerben a fligguényt és inverzét.

2) f(z) = = logy(—v+3)+1

3

Megoldas.
Ertelmezési tartomany meghatéarozasa:

—x+3 > 0

3 > = PD;={reR| <3}

Mivel f alog, x fiiggvény linearis transzformaltja, ezért minden valos értéket felvesz, azaz
Rf=R.
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Mivel f szigoriian monoton csokkend (vagy mert a log, = fliggvény lineéaris transzformalt-
ja), ezért kolesonosen egyértelmi leképezéssel keletkezett, igy a teljes értelmezési tartoma-
nyon invertalhato:

1
y = 510g2(_x+3)+1
3(y—1) = logy(—z+3)
280-D = 43

~20V43 = 2= f(y)

Formalis betticsere utdn kaphato a fiiggvény inverze:

fla)=y=—-2""D 13
Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:

D5 = % =R, Hf = Zy={rvcR|lz<3} O

vissza a feladathoz

b) f(z)= % arcsin(2z +1) _g

Megoldds.
Ertelmezési tartomény meghatarozasa:
-1 < 2241 < 1
-2 < 2r <0 = P =1[-1, 0]
-1 < T < 0
Ertékkészlet meghatarozasa:
-5 < arcsin o < 3
-7 < arcsin(—z+3) < z 3 T
2 = = 2 |2 =
- < % arcsin(—z +3 < z = Ry [ 27 Ty
=37 < faresin(—z+3)-% < %

Mivel f szigortian monoton novs, ezért kdlesondsen egyértelmii leképezéssel keletkezett,
igy a teljes értelmezési tartomanyon invertalhato:

1 T
= Zarcsin(2z4+1)— =
Y 2arcsm( r+1) 5
2 <y+g> = arcsin(2z+1)
sin(2y+m) = 2241
1 —
gsin(2y+m) =1 = = f(y)

Formalis betticsere utdn kaphato a fiiggvény inverze:

flr)y=y= %sin (2z+m)—1.

Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete: vissza a feladathoz

9 = #=[-4n -3, @ = =10 ¢

4
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¢) f(z)=3 (%x—2>3—1

Megoldds.
Mivel f egy polinom fiiggvény, ezért minden valés helyen értelmezett és mivel az 23 fiigg-

igy
P9 =R, %;=R.

Mivel f szigortian monoton névé (vagy mert az arcsin x fiiggvény lineéaris transzformaltja),
ezért kolcsonosen egyértelmt leképezéssel keletkezett, igy a teljes értelmezési tartomanyon

invertalhato:
1 3

1 1 3
NI 1
395 Tt

1 1 —_
24/ §y+§+4 = z=f(y)

Formaélis betticsere utan kaphato a fiiggvény inverze:

flx)=y=24/ %33—%%4—4. o

Az inverz fliggvény értelmezési tartoménya és értékkészlete:

9; = % =R
#; = 9;=R

vissza a feladathoz

d) f(x)= %x2+2x+5

Megoldas.
Mivel f egy polinom fliggvény, ezért minden valés helyen értelmezett, igy 7, = R.

Az értékkészlet leolvasdsahoz érdemes a kifejezést teljes négyzetté alakitani:
L o 1 2

Mivel o > 0, ezért 2 (z+2)?+3 > 3, igy #Z; = {z € R|z > 3}.
A fiiggvény tobb-egyértelmi leképezéssel keletkezett, igy a teljes értelmezési tartoméanyan

nem invertalhato. Mivel a fliggvény grafikonja egy parabola, melynek talppontja xo= —2-
ben van, ezért a fiiggvényt a (—oo, —2| vagy a [—2,00) intervallumra érdemes sziikiteni.

Most vélasszuk ez utébbit:

Dis: ={zv|lr €eR, x> =2}, ésekkor Hy,, =%;={xcR|z >3}
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1
y = (@+2)°+3

2(y—3) = (z+2)°

+/2y—6 = x+2

Mivel minden z € ¢, elem esetén x+2 pozitiv, ezért a fenti tobb-értelmd leképezés pozitiv
agat valasztjuk:
2y—6-2=2=7()

Formalis betticsere utdn kaphato a fiiggvény inverze:
flx)=y=v20—-6-2. o
Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:
D5 = Rps:={r€R|z >3}
Ky = Dfsr = {z|r €R, v > -2} vissza a feladathoz

e) f(x)=2ctg (29@— g) -1

Megoldas.
Ertelmezési tartomany meghatarozasakor induljunk ki abbol, hogy ctga kifejezés argu-
mentuméra « # k-7, ahol k € Z:

2—% 4 kr  (ke) _
2x 75 %—i-/{? (kGZ) = .@f:R\{l'ER|SE:E+I{?-
(keZ)

r # k-

, keZ}

IMERE
o

c stz

felvesz, azaz %y = R.

Mivel a fiiggvény periodikus, ezért tobb-egyértelmi leképezéssel keletkezett, igy a teljes
értelmezési tartomanyan nem invertalhato.

A ctga fliggvényt a 0 < o < 7 feltétel mellett sziikitjiik le:

0< 296—% <7

T gy <2
3= =37
T 2
— < x < -7
6= =3

Legyen tehat %y, = (%, %7‘(‘)

Ezen az intervallumon az f fliggvény szigortian monoton csokkend és az eredeti értékkész-
letének minden elemét felveszi: %y, = Z; = R.

y = 2ctg <2m—z)—1

3
1
v+l = ctg (2m—ﬁ>
2 3
1
arcctg% = 2:1:—%

1 1 —
§arcctg% +—- = zf(y)
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Formaélis betticsere utan kaphato a fiiggvény inverze:

— 1 rz+1
=y == t —.
flx)=y parcctg— + 5 o
Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:

PD: = Ry =R

T 2
z@f == @fs;;:(g, §7T>

vissza a feladathoz

f) f(x)=—3sin (—l‘-i—%) +2

Megoldas.
Mivel az f a sin x fliggvény lineéris transzformaéltja, ezért minden valos helyen értelmezett,
igy Yy = R. Az értékkészlet meghatarozasakor a sin fliggvény ismert korlataibol indulha-

tunk ki:
—-1< sin av <1 VaeR
—-1< sin(—x—i—%) <1 VxeR
3> —3sin(-z+%) >-3
5> —BSin(—x—i-%)—i-Q > -1

Ebbdl kdévetkezik, hogy az értékkészlet:
Zi={yly eR, —1 <y <5}

Az f fiiggvény periodikus fiiggvény, ezért tobb-egyértelmii leképezéssel keletkezett, igy a
teljes értelmezési tartoményan nem invertalhato.

A sina fiiggvényt a —5 < a < 7 feltétel mellett szikitjiik le:

m - m
oS TThE =5
3 < <7r
4= ~ 4
3 S S s
4= = 4

Legyen tehat %y, = (—%, %’/T).
Ezen az intervallumon az f fiiggvény szigorian monoton névé és az eredeti értékkészleté-
nek minden elemét felveszi: Xy, = Zf = (—1, 5).

Mivel a %y, halmazon f kolesonosen egyértelmd, ezért itt mar invertalhato:

—3sin (—:L‘—i—Z) +2

Yy = 4
-2
y_—3 = Sll’l(—x—f—%)

. (2—y

arcsin (T) = —x+ Z

i (22Y) 4T ()

—arcsin | —— - = =
arcs 3 1 x Y
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Formalis betticsere utan megkaphato a fiiggvény inverze:

f(x) =y = — arcsin (Z_Tx) —I—%.

Az inverz fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete:
D7 = Rps== (-1, 5)

T 3
%f - @fsz_(_17 ZT‘-)

vissza a feladathoz
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Masodik rész

Analizis 11.
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11. fejezet

Differencialszamitas

11.1. Gyakorlat
11.1. Definici6é. Akkor mondjuk, hogy az f fiigguény differencidlhato az xo € Dy belso-pontban,

ha létezik a

lim f(z) = f(zo)

T—T0 T — l‘o
hatdarérték. A fenti hatarértéket az f fligguény xo pontbeli differencidlhanyadosdnak nevezzik és
f'(xo)-lal jelolyiik.

11.2. Megjegyzés. A fenti definicioval ekvivalens az alabbi irdasmaod és sokszor kénnyebben al-

kalmazhato: A Ax)— f(x0)
, L To+Ax)— f(To
Flao=m ™

11.1. Feladat. Definicio alapjin hatdrozzuk meg a kovetkezd fligguények differencidlhdnyadosdt
a megadott pontokban!

a) f(z) =2 wy=2 -3 a

Megoldas.
o) = i L@ I @I 22 a2
) T —xq T—2 r—2 T—2 I — z—2 r—2
= limzx+2=4.
T—2
: _ f (@) — f (o) f@) = f(=3) x?—(=3)* _
J=3) = xlggclo T —x _foS r—(—3) _fo3 r+3
= (x—3)(:1‘:+3)_ lim 2—3=-6
r——3 gj—l—?) r——3
f'(a) = lim )= Jla) = lim voa = lim w=a)(z+a) =limz+a=2a

T—a Tr—a r—a T —Qa Tr—a T —aQ T—a

11.3. Megjegyzés. Ldthato, hogy a fenti megolddsok sordn rendre ugyanazokat a lépéseket vé-
geztiik el. A feladat tehdt megoldhato lenne ugy is, hogy a hatdrértéket eldszor valamely dltaldnos
a pontban irjuk fel, majd a kérdéses pontokat behelyettesitjiik.

169
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b) f(z)=V3z+1, z9=25, 0, a(> —1>

3
Megoldas.
0 T—T0 T — X T—X0 r—Xxp
Y V31 +1—+3Bxg+1 V3rv+1++3x0+1
= lim . =
T—T( T — X \/3$+1—|—\/3I0+1
. 3rx+1—(3x0+1)
= 1m =
a0 (1 —20) - (V3r+1++/3x0+1)
, 3(x—xo)
- hm =
z—wo (x—x0)- (V3 +1+/3x0+1)
= lim 3 = 5
v=z0 /34 14++/Bxo+1 2-v/3xz0+1
Igy
3 3
/5 = —_— = —,
J'G) 2-4/3-5+1 8
3 3
/0 e —:—,
710) 2-4/3-0+1 2
3 1 1
!
= > ——
@ = 3 Fagr 773

11.4. Megjegyzés. Jol ldithato, hogy az [ figgvénynek az xq = —% pontban nem létezik a
jobboldali derivdltja sem, hiszen

3 3
lim+ : LRSS
rz——1
s \/3x+1+\/3-(—§)+1
N’

=0
11.2. Feladat. Adjuk meg az aldbbi elemi fiigguények derivdltjat a definicio alapjdan

a) f(xz)=C, ahol C' € R.
Megoldas.

f'(x0) = lim f(@) = f(zo) — lim c-¢ —0.
T—xo T — Xy T—x0 T — X
Azaz f'(xo) =0, minden zy € R esetén. O
b) f(x)=u=.
Megoldas. B B
f’(ﬂfo) = lim M = lim e 1.
T—x0 T — Xy T—x0 T — T

Azaz f'(xo) =1, minden zy € R esetén. O



11.1. GYAKORLAT 171

c) flz)=2a"

Megoldds.

n n n—1 n—2 n—2 n—1
" —x xr—x0)(x R T SRR S o x
f/(xo) — lim 0 — lim ( 0)( + O_'_ + 0 + 0 ) —
z—x0 T — X T—x0 T — Xy
= lim 2" ' +2" 2 pg - Faay Pal =2l !
T—xQ

Azaz f'(zo) =n-zy~ ', minden zo € R &
d) f(z)=sinz

Megoldas. : .

, . sinx —sinx
f(xo) = lim ——
z—z0 T —Xg
Felhasznaljuk a
. . at+f . a—f
sin a —sin # = 2 cos -sin
2 2
addicios Osszefliggést, valamint a ;llmé Slflh =1 nevezetes hatarértéket:
2 cos 120 . gip Z-%0 T +xo Sin R T+ To+x
© lim 2 2_ — lim cos +o, —2_ = lim cos i 0 = cos ot O:cos:cg.
T—x0 T — X T—x0 2 =R T—x0
1

Azaz f'(x) = cosxyp minden zy € Dy = R esetén. &
e) f(z)=Inz, ahol z € R,.

Megoldds.

ro+Ax)— f(x In(zg+Az)—Inz 1 To+Ax
flao) = i f(zo+Az) — f( O)zlim (zo+Ax) 0 _ oy B0 AT
Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0 Az Zo

1 A 1 1\ 5
— lim — -y (1+—x) — lim —-In (1+H) =

Az—0 xg Ax T Az—0 X

1 1\ & 1
i) Az—0 =0 o

o
*Haaco>0ésAac>O,akkor%—m)o,l’gy(—i—ﬁ)A €,
A

\_/
D‘o
m

1
ha o >0 és Az <0, akkor X% — —oo0, jgy( + =
Ax

Azaz f'(x¢) = x—lo minden zy € Dy esetén. &
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11.1.1. Miiveleti szabalyok

11.5. Tétel. Legyen f,g: H— R, H nyilt és f,g € Dy

i) C-f €Dy, haCER és (C-f) =C-f,

ii) f+g€Dy és (f£g) =f+g,

iii) f-9€ Dy és(f-9) =f9+f7,
! S S

iv) LeDy, ha g#0 és (£> ZM,

I g g
11.6. Tétel. Legyen g:- H — K és f: K - R, H, K nyilt és g € Dy, f €Dk, ekkor foge Dy és
[f (g(@)) = f' (9(x)) g'(x)

11.7. Tétel. Legyen f : (a,ﬁ)_—> R szigorian monoton, igy invertdlhato figgvény. Ha f € Dy,
zo € (o, B)és f'(xo) #0, akkor f € Dy, ahol yo = f(x0) €s

— 1 1
T ) = 5 ) = 7 )

11.8. Kovetkezmény. A fenti miveleti szabdlyok, a konstans-fligguény €és az x™-fligguény deri-
vdlhatosaga alapjan nyilvanvald, hogy a polinom-fiigguények illetve a raciondlis tortfigguények a
teljes értelmezési tartomdnyukon differencidlhatok.

11.3. Feladat. Hol differencidlhatok az alabbi fligguények ¢

202 +1 x <0
a) f(x):{ B+ x?—1 z>0.

Megoldas.
A fiiggvény két polinom-fliggvény Osszeragasztasaval keletkezett, melyek a teljes értelme-
zési tartoméanyukon differencialhatok, ezért elegendd a csatlakozasi pontban vizsgalni.

[.) A csatlakozasi pontban (zy = 0) a fiiggvény nem folytonos, mivel

lim f(r)= lim 2°+2°~1=—14# lim f(z)= lim 22*+1=1,

r—0t z—0t z—0— z—0—

igy a fiiggvény nem differencialhat6 az o =0 pontban, mert nem teljesiti a differen-
cidlhatosag sziikséges feltételét.

Azaz a fliggvény az xo = 0 pont kivételével minden valds helyen differencialhato. &

24+1 xz>1

b) f@):{ 3r—1 z<1.

Megoldds.
A fiiggvény két polinom-fiiggvény Osszeragasztasaval keletkezett, melyek a teljes értelme-
zési tartoméanyukon differencidlhatok, ezért elegendd a csatlakozasi pontban vizsgélni.

I[.) A csatlakozasi pontban (zo = 1) a fiiggvény folytonos, igy teljesiti a differencialha-
tosag sziikséges feltételét.
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I1.) Vizsgaljuk az egyoldali-derivaltakat!

lim f(x)— f(xo) — im r34+1—(13+1) ~ lim 3 —1 _
z—1+ T — o z—1+ rz—1 z—1+ x—1
—1)(2? 1
_ g EEDEHREED g
r—1t r—1 r—1t
lim f(@) = flxo) _ fim 3r—1—(13+1) — fim 3r—3 _
z—1- T — X z—1- r—1 z—1- r—1
— g 28D 33
rz—1— T — r—1—

Mivel az egyoldali-derivaltak megegyeznek, ezért a fliggvény differencialhato az xo=1
pontban is és f/(1) = 3.

Azaz a fiiggvény minden valos helyen differencialhato. %
12+22x73 r>1
2 f<x):{ 0 w<l.
Megoldds.

A fliggvény egy racionalis tortfiiggvény és egy polinom-fliggvény Osszeragasztasival ke-
letkezett, melyek a teljes értelmezési tartomanyukon differencidlhatok, ezért elegendd a
csatlakozasi pontban vizsgalni.
[.) A csatlakozési pontban (xg = 1) a fiiggvény folytonos, mert
1.) zo € Dy és torlodasi pont.

; — 1 —9— — iy 224203 _ 15 (@43)(@=1) _ qi 0 43
2) a:ligl_ f<x) _xligl_ 2r=2 _xligl‘*' f(x) _azligl‘F Sl _xligl"" (z—1)(z+1) _xligl-&- T+l

3.) f(1)=2-1=2=A.
igy teljesiti a differencidlhatosag sziikséges feltételét.

I1.) Vizsgaljuk az egyoldali-derivaltakat!

— 2r—2 20 —1
lim —f(:zc) f(xo) = lim v = lim (z—1) =
T—1~ T —XTo z—17 T — z—1- r—1
= lim —=2.
rx—1—
z2422—3 x242x—3—2x242
_ zH2x-3 _ 9 T2 4203 2w 42
z—1+ T — X z—1t  x—1 z—1+ r—1
(z=1)(1-=)
—  lim ENEHD oy -1 = -1
e—1t  x—1 e—1+ x+1 2

Mivel az egyoldali-derivaltak nem egyeznek meg, ezért a fliggvény az ro=1 pontban
nem differencialhato.

Azaz a fiiggvény az xo = 1 pont kivételével minden valos helyen differencialhato. &
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Elemi fiiggvények és inverzeik derivaltja

fl@) | f'(=) flx) | f'(2)
c |0 x |1
"neQ | n-x" ! er | e
a® a>0,a#l | a*-1lna Inz %

log, x a>0, a#1 sinx | cosz

z-lna
cosT | —sinx tgx :
cos? ¢
cter | ——2 arcsin x 1
8 sin? 1—22
arccosx | ——— arctgx L
1—x2 & 142
1
arcctgr —3
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11.2. Hazi Feladatok

11.1. Hazi Feladat. Definicio alapjdan hatdrozzuk meg a kévetkezd fligguények differencidlhdnya-
dosdt a megadott pontokban!

or—1 1
= =1, ——, 1
a) f(x) 3r1a2 Yo ; ) megoldds
b) f(r)=2-3z+1, 20=-5,0, 3 megoldds
¢c) flz)=a’+2z, wy=-1,0, 1 megoldds
Q) f(z) = =5 0
T)=C0ST, Xg=— 50 U a megoldds

11.2. Hazi Feladat. Hol differencidlhatok a kévetkezd fiigguények ?

2 —2224+1 <1
a) f(x)=
) f(@) { ?—1 x> 1 megoldds

Pl g <],
b) f(x)=1 —iz+3 z>1,

0 r<-—1.

megoldas
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11.3. Megoldasok

11.1. Hazi Feladat. Definicio alapjan hatdrozzuk meg a kovetkezd fiigguények differencidlhdnya-
dosdt a megadott pontokban!

Sr—1 1
= — =—1, ——, 1
Q) fe) = m=-1, -,
Megoldads.
B 5z—1 _ 5xzp—1 0
fl(zo) = lim f(x) = f(xo) _ %2 Bwet2 O
T—XT( T — [L‘O T—XT0 T — xo
(52—1)(3z0+2)—(5xz0—1)(3z+2) 15z20+10x—3z0—2— (152041020 —32—2)
— lim (3242)(3z0+2) — lim (3z+2)(3z0+2) _
T—T0 T — T T—xT0 T — Xy
— lim 10(x — ) — 3(xg— ) ~ lim 13(x — o) _
v—wo (3x+2)(3x0+2)(z—x0) ==z (3x+2)(3x0+2)(x—x0)
~ lim 13 B 13
e (324+2)(Bro+2)  (370+2)2
Igy
13
f,(_l) = 2 — 19,
B-(=1)+2)
13
f/(_%) - 2 — 13,
(3-(=3)+2)
13 13
) = ———==, ,
(3-142)° 25 vissza a feladathoz
b) flx)=2*-3x+1, x9=-5,0, 3
Megoldds.
. 2_ (2 0 2.2 _
z—z0 X — X T—T0 T — X T—T0 T — X
— lim (x—x0)(x+m0) —3(x—20) — m (x—z0)(x+20—3) _
r—xQ T — X T—T0 r—Xxy
= $li_>r£010x+$0—3:2x0—3.
Igy

f(=5) = 2:(-5)—-3=-13,
F(0) = 2.0-3=-3,

f/(3) = 2:3-3=3 vissza a feladathoz
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¢) f(x) =242z, 20=-1,0,1
Megoldas. ; X .
o) = i L@ ) 2 (2 § o 2o an) _
T—T0 T — X T—T0 T —XTo T—T0 r—XTo
~ m (x —x0) (2 + w0+ 25) +2(x — 7o) _ i (x — o) (2® +xmo+75+2) _
T—xQ T — Xy T—T0 Tr—x
= lim 2® +azo+ai+2=3-22+2
T—XT0
Igy
f(=1) = 3-(=1)*+2=5,
f(0) = 3.0°+2=2,
(1) = 3-1°4+2=5.
vissza a feladathoz
T
d) f(x)=cosz, o= —3 0, a
Megoldds.
. flro+Az)— f(xo) cos(zo+ Az) —cos(zg)
! . P —
Flwo) = Alggo Ax © Az—0 Ax
_ oy 08 To-cos Ax —sin xg-sin Az — cos(xp)
v Ax N
’ cos Axr—1 sin Ax
= lim cosxg-————— —sinzg- =
Ax—0 0 Ax 0 Ax
, cosAr—1 cosAzx+1 . sin Ax
= lim cosxg- : —sinzy ——— =
Az—0 0 Ax cos Az +1 O Az
’ cos? Ax—1 . sin Ax
= lim cosxg- —sinzg- =
Az—0 O Az-(cos Az+1) ‘
. —sin? Az ) sin Az
= lim cosxg- —sinzy —— =
Az—0 O Az-(cos Az +1) Az
. o8 —sinAxz  sinAx i sin Ax y
= lim cosxg- : —sinzg- = — sin .
Az—0 0 Ax cos Az +1 Az 0
Igy
F5) - ()
f(0) = —sin(0)=0,
f'(a) = —sin(a).
Azaz az f(z) = cosx fiiggvény minden valds helyen differencialhaté és f'(a) = —sin (a)

acR.

o

vissza a feladathoz
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11.2. Hazi Feladat. Hol differencidlhatok a kévetkezd fiigguények ?

2 —22°+1 z<1

o iw={ n0 I

Megoldas.
A fiiggvény két polinom-fliggvény Osszeragasztasaval keletkezett, melyek a teljes értelme-
zési tartoméanyukon differencialhatok, ezért elegendd a csatlakozasi pontban vizsgalni.

[.) A csatlakozési pontban (zo = 1) a fiiggvény folytonos, igy teljesiti a differencialha-
tosag sziikséges feltételét.

I1.) Vizsgaljuk az egyoldali derivaltakat!

— 3222 41—(12—-1 322241
limM = limx vl )zlimw:
z—1- T —To z—1- rz—1 z—1- r—1

—1) (2?2 —2—1
= lim (z—1)@@"— ): lim 2> —z—1=-1
z—1— z—1 z—1—

* Mivel a szamlalo helyettesitési értéke xo = 1-ben 0, ezért a szorzatta-alakitasdban
szerepel az (r—1) elssfoku tényezs:

23 =222 40z +1 :(z—1)= 2*—2x—1.
B 2
—x? +0xr +1
—22 4z
—xr +1
—x +1
0
- 2 1.9 1)z +1
i L= f o) o120 e D@D
z—1+t T — X z—1t T — z—1t r—1 z—1t

Mivel az egyoldali-derivaltak nem egyeznek meg, ezért a fliggvény az o =1 pontban
nem differencialhato.

Igy a fiiggvény az zy = 1 pont kivételével minden valos helyen differencialhato. &
vissza a feladathoz

24223
ol _l<r<l,

b) flx)=q —iz42 2>1,
0 r<—1.

Megoldas.
A fiiggvény egy racionalis tortfliggvény, egy polinom és egy konstans-fiiggvény Osszera-
gasztasaval keletkezett, melyek a teljes értelmezési tartoményukon differencialhatok, ezért

elegendd a csatlakozasi pontokban vizsgélni.
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.230:—1

I.) A csatlakozési pontban (ry = —1) a fiiggvény nem folytonos, mert bar xzy € Dy és
torlodasi pont, de

lim f(x) = lim 0=0,

r——1" r——1—
24+2x-3 3)(x—1

lm f(z) = lim LT3 gy, EEIE=D

w1t o1t x2—1 o1t (z—1)(z+1)
= lim Lt é
z——1t x+1 ’
igy o = —1-ben a fiiggvény nem folytonos, tehat nem teljesiti a differencidlhatosag

sziikséges feltételét.
Ty = 1
[.) A csatlakozési pontban (xg = 1) a fiiggvény folytonos, mert

1.) zo € Dy és torlodasi pont.

. BT 22420—-3 _ 1: (z43)(z—1) _ 1: 3 _o_ 7 ERT
?) o ) = i S = i e = i =2 = i (0= i -

tehat a fliggvény teljesiti a differencialhatosag sziikséges feltételét.

I1.) Vizsgaljuk az egyoldali-derivaltakat!

224233 z242z—3—2z24+2
_ °4+22-3 9 224273 20%+2
lim f(x) ~ f(xo) — lim -2 T iy =L
z—1- T —To z—1- r—1 z—1- rz—1
(z—1)(1—x)
== lim —( D(@+1) = lim _ —
r—1- rz—1 a—1- r+1 2

lim —f(x)—f(xg) = lim —_%QH_%_Q = lim ——%(x—l) :—1
z—1t T — X r—1+ x—1 r—1+ r—1 2 ’

Mivel az egyoldali-derivaltak megegyeznek, ezért a fliggvény az o = 1 pontban dif-
ferencialhato.

A fiiggvény tehéat az xo = —1 pont kivételével mindenhol differencialhato. %
vissza a feladathoz
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12. fejezet

Derivalt szamitasa miiveleti szabalyok
alapjan

12.1. Gyakorlat
12.1. Feladat. Adjuk meg az aldbbi fiigguények derivaltfiiggvényét.

a) f(z)=3-2"+2-2*-3-2°4+2.22 —2+38

Megoldas.
f'(x)=3-52"+2-42° —3-32° +2-22' —1+0 = 152" + 82" — 92 + 4z — 1

b) f()—2x+\/_+\/— 3\/—

Megoldds.
Irjuk 4t a fiiggvényt tort- illetve negativ kitevGs hatvanyok Osszegére:

2
flz )—2x+\/_+\/_ T \/_+\/_+2 247 41 2—1—33: 54542

fl(x) = 2—|—lx_%—19€_%+g 1 x 3+1x 34+0=
T2 2 3\ 3 3 a
B 2+1 1 1 1 2 1 +1 1
N 2T 2 23 9 Vgt 3 Yy2
c) f(x)=xz-sinz
Megoldas.
f'(x)=1-sinz+x-cosx
d) f(z) =tgz-arcsinx
Megoldas.
f(z) = -y -arcsinx +tgx - =

181
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e) f(r)=2%lnz- cosz

f)

2)

h)

i)

)

=g(z)  =h(z)
Megoldas.
f'(@) = (9(2)-h(x))" = g'(x) - h(x) +g(x) - I (z)

1
f(x) = (Zx-ln2~ln:v+2x-;> ccosx+(2°-Inx)- (—sinzx) =

1
= 2. In2-lnxz-cosx+2%-—-cosz—2%Inx-sin z.
x

12.1. Megjegyzés. A fenti eredménybdl is lathato, de dltaldnosan is levezethetd, hogy hdrom-
tényezds szorzat esetén
(f-g-h)'=f-g-h+f-g-htfgh

Tovabba n-tényezds szorzatra teljes indukcioval 1gazolhato az aldbbi dsszefiliggés :

n / n
(114) - X115
i=1 =1 j#i
azaz n-tényezds szorzat derwaltjat ugy kaphatjuk, ha képezziik az dsszes olyan n-tényezds szorzat
osszegét, amelyekben mindig pontosan eqy tényezdt derivdlunk, a tébbit vdltozatlanul hagyjuk.
(Nyilvanvald, hogy ilyen szorzatbdl éppen n darab van.)

_arctge
f(x> - 10g2 T
Megoldas.
. 1+%-logQ:)s—arctga:-ﬁ
f (.2?) = D) <>
log; x
Fa) = 2?2 In3+ved -5
6117
Megoldas.
201In3-e® — (22 In3++v/e3 —5) -e”
f/(l') — ( 62x ) <>
f(z) =sin(2x +3)
Megoldas.
f'(z) = cos(2x+3)-2 O
f(x) — 63(r2—21) — €3x2—6x
Megoldas.
f'(x) =% (62 —6) ¢
1
f(z)=tgn—
x
Megoldds.
1 1 -1
/
J() cos? (Ind) 1 ( )a:2 z-cos®In i ¢
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0 )= i (oo (1))

Megoldas.
Az Osszetett fliggvény derivalési szabalyat alkalmazzuk, t6bbszor egymas utan:

fl@) =

|
NI~ NI~ N
VR
&
+
~/~
&
+
&\
N—

142 1+x :
1) flx)=1In4/ 1—x:1n<1—m)

Megoldds.
Kétszer alkalmazva az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat:

fo - () ()

D=

1+z 2 \1—=x

1 14\ (l—a) = (1) (—1)

B 14z 2 \1—x (1—x)? B
1-z

R 2 1 1

B 1t 2 [ixz (1—-2)2 (1+z)(1-2) 1—22
1-x 1-x

12.2. Feladat. A mduveleti szabdlyok felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az aldbbi elemi fiigguények
derivdltjait!

a) f(z)=2a", neN", zeR
12.2. Tétel. Ha f(z)=2", akkor f'(x) =n-2""', ne N*, z e R.
Bizonyitds. A Bizonyitast n-szerinti teljes indukcioval végezziik.
i) n =1 esetén a mult 6ran igazolt, 2’ = 1-2° = 1 Ssszefiiggéshez jutunk.
i) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas igaz, azaz
(z") =n-2"' VreR.
iii) Igazoljuk az allitast n+ 1-re

(m”*l),:(x-:c”)/zl-x”—l—x-n-x"*lI(“"‘l)'xn' =
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b)

f(x)=cosz, xz€R
12.3. Tétel. Ha f(x)=cosz, akkor f'(zr) = —sinz, z € R.

Bizonyitds.

1 ™ /_ ™ o
(cosz) = <sm <x+§>> = cos <a7+§>-1— sin x. O

f(z)=log,z, a>0, a#1l, x €Dy

12.4. Tétel. f(z)=tgx, akkor f'(x) = v#5+k-m kel

cosZz’
Bizonyitds.
top) — sin x /_ cosw-cos v —sinz-(—sinx) cos® z+sin® x 1
(tea) = (cosx) B cos?x B cos? x ~ cos?x’ O

12.5. Tétel. f(z)=log,x, akkor f'(z)=—-—, a>0, a#1, z €Dy

zlna’

Bizonyitds.

Inz 1 11

(log, z)" = (—)l = — (Inz) = —=

Ina Ina Inazx O

flx)=a", a>0,a#1, z€R
12.6. Tétel. f(z)=a", akkor f'(x) =a*-Ina, a>0, a#1, z€R
Bizonyitds.

Az y=a” fiiggvény inverze az x=log, y, y>0 fiiggvény. Ha y>0, akkor (log, 3)'#0, igy az inverz
fliggvény differencialasi szabalya miatt az a” fliggvény minden valos x helyen differencialhato
és
1 1
(aﬂ?)/ = 7 = 1 :y‘lna|y:az =a*-lna.
(log, y) |y=a y.l_na‘y=aw [

12.7. Megjegyzés. Az f(x) =e" derwdltja a fenti dllitds specidlis eseteként addodik :

f(x)=¢e"-Ine=¢".

f(z) =arcsinz, x€ (-1, 1)
12.8. Tétel. Az f:[-1, 1] :— [, F] f(z) = arcsinz figgvény a (-1, 1) intervallumon

2
differencidlhato és f'(x) = 1£x2.

Bizonyitds. Az y=arcsinw, —1 <z <1 fiiggvény inverze az x =siny, —3 <z < 7 fliggvény.
Ha ye (=3, %), akkor (siny)’ #0, ezért az arcsin x differencidlhat6 a (—1, 1) intervallumon és
(arcsin )’ 1 1 1
arcsinz) = — = = =
(SlIl y), Iy:arcsinz COS y|y:arcsinx V 1- Sinz yly:arcsinx
1 1

V1—sin®(arcsinz) V1—a?

12.9. Megjegyzés. A fenti levezetés sordn is ldtszik, hogy a fiigguény valdban nem differen-
cidlhato az x = —1 illetve az x =1 pontban.
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12.1.1. Logaritmikus derivalas

Legyen g(x) és h(x) fiiggvény differencidlhaté a H halmazon, tovabba g(z) > 0.
Ekkor f(z)=[g(z)]"* is differencialhaté a H-n és f'(z) az aldbbi médokon hatarozhaté meg.

1. Megoldas:
Ha g(x) > 0, akkor f(x) > 0. Ekkor

In (f(2)) = In (9(2)"®) = h(z) In(g(x))

Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat:

1 ! = h'(z)-In(g(x x)- ¢ (z
m'f(l‘) = W(x)-In(g(x))+n(z) ) g'(z)
fi(x) = f(x)- |W(x)-In(g(x))+h(z) ﬁ g'(z)

2. Megoldas:
Ugyanehhez az eredményhez jutunk, ha az

f(l') _ eln(f(a:)) _ eln(g(m)h(x)) _ 6h(a:)-ln(g(:z:))

atalakitasbol indulunk ki. Ekkor

f(@) = (Ol = o). (h’<x> Ing()+h(z): ﬁ ~g’<x>) |

=f(z)

12.10. Megjegyzés. A kovetkezd feladatok megolddsa sordn a fenti két modszer eqyformdn hatd-
sos. Mindenki maga dontheti el, melyik iton szeretne elindulni. A 2. Megolddsnak mégis van egy
kis elonye, a késdbbiekben a L’Hospital szabdly alkalmazdsakor ehhez a maodszerhez meglehetdsen
hasonlito eljdrdsra van szikség.

12.3. Feladat. Adjuk meg az aldabbi figgvények derivdltfiigguényét.

a) f(z)=(3z)"

Megoldas.
Ha 3z > 0, akkor f(z) > 0. Ekkor elvégezhetdk a sziikséges atalakitasok:

In(f(z)) = In(3z)” =22 In3z

1, , 1
. — 9.1 .
@) (x) r-In3zr+ux 3 3

f(z) = f(z)-2z-In3zx+2)= (3x)$2 -(2x-In3z+x).
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b) f(z) = (sina)™

Megoldas.
Ha sinz > 0, akkor f(x) > 0. Ekkor elvégezhetdk a sziikséges atalakitasok:

f(l‘) — eln(sinm)cosx _ 6cosx~111si11x
. 1
f(z) = ecos_x;(n:l” : (— sinz-Insinx+cosx- g O x) =
2
= (sinx)™"- (— sinx-lnsinx—i—cés a:) )
sin x
41 Inz
0 fla)=(155)
Megoldds.
Ha £ > 0, akkor f(z) > 0. Ekkor elvégezhetck a sziikséges atalakitasok:
f(l') — eln(i—_})lnx — elnmln;—ﬂ
, m(zzyme (1 oAl 1 (z-1)—(z+1)
) = ew_’l (x lnx— +1 z+l (x—1)2
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12.2. Hazi Feladatok

12.1. Hazi Feladat. Adjuk meg az aldbbi fiigguények derivdltfiigguényét.

1.) f(z)=¢€"-(sinx+cosx)

T

19.) f(x)=¢°
20.) f(x)=sinz-sin2x-sin 3z

2.) flz)= Va3 Inx43-2°

3.) f(.r):3-sinx+€/5~cosa:+cos% _ sinz+2cosw

i 2L) f(x) = sinz —2cosx
N _ Ssinx -
) @) 1+4+cosx 22.) f(z) = <ln .1 )
5) f )_sinx—i-cos:c i
)  sinz—cosz 23.) f(z) = cosctg(x®+1)
e’ —cosw . i
6.) f(ﬂi)zv 24.) f(x):%nL%tg(l—xQ)
7) f(x)=sinz® 25.) f(x)=sin’z-cos’x
8. = sin®
) f(z)=sinx %) f(z)=In 1
1— 2 20 —1
9.) f(x)=arctg
142 5 3
27) fla) = {14+ Va2
10.) f(z) = ctgV1+ a2
Jz=1
11.) f(z)=m-cos®x® —e*-sin 2 28.) f(z) = z+2
12.) f(z) = em(@+3) 20.) f(x) = (Vi+7)°
13.) f(z) = log, arctgy/zT—1 30) f(r) = tgraxctay/T
14.) f(z) =Inln*23 31.) f(z)=arcsin(cosz)
15.) f(z)=tgz-(Intgz) 32.) f(z)=logsInz
16.) f(z) = (22 +1)(2* +2)(z* +3) L T=5z
) 33.) f(x)=1In 53
17.) f(a;):((x2+3x+2)3+(x2—5x+6)5) —
34) f(z) =Iny/—<
18.) f(z)=sin"z’ 1—e”

Megoldasok: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34

12.2. Hazi Feladat. Adjuk meg az aldbbi fiigguények derivdltfiigguényét.
1 3 a3
a) f(z) = (\/E)lng megoldas ¢) fz)= (_) megoldas
x

b) f(x) = Tt megoldas d) f(z)=sin (z°7) megoldas
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12.3. Megoldasok

12.1. Hazi Feladat. Adjuk meg az aldbbi fiigguények derivdltfiigguényét.

1.) f(z)=¢€"-(sinx+cosx)

Megoldads.
f'(z) =€"-(sinx+cosx)+e”-(cosx—sinr)

2) f(z)= Va3 Inz+3-2° =25 -Inx+3-2°
Megoldads.

3 1
Fl(x) = g-x_%-lnx+x%-—+3-2x-ln2
xr

3.) f(z)=3-sinx+ \3’/5~Cosx+cos£: 3-sina+as -cosaH—cos%

Megoldads.
f'(z) =3-cosz+

X

W

1,
-cosz—x3-sinx+0

Wl =

Hsinx
4. _ o
) (@) 14+cosx
Megoldds.
f/( ) 5'COS{E-(1—|—COSJ;)_|_5,Sin2x
€T) =
(14 cos x)?
sin x +cos
SIN X —COS T
Megoldads.
() (cosxz—sinz)-(sinz—cosz) — (sinz+cosz) - (cosz+sinx)
€T e
(sin x — cos x)?
. —2
~ (sina —cos )2
e* —cos T
6. —
Megoldds.
f,<x> o (€x+SiH]})~(x.ex)_(ez_COSx).(l'ex—i_x.ez)

12. FEJEZET. DERIVALAS

O

vissza a feladathoz

%

vissza a feladathoz

o

vissza a feladathoz

%

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz

o

vissza a feladathoz
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7.) f(z) =sina?
Megoldas.

f'(x) = cos2® -2z

8.) f(r)=sin*z
Megoldads.

f'(x)=2-sinz-cosx

1—
9.) f(z)=arctg 1+x = arctg (
x
Megoldas.
1 1 /1—-x
’ _ -
/() 1+12 2 <1+x

1l—=z
1+x

10.) f(z) = ctgy/1+22 = ctg (1+22)°

Megoldads.

f'(x) =

— 1
V1422 3

sin?

[y

11.) f(z)=m-cos® x® —e*-sin 2

Megoldads.

f'(x)=7-2-cosa®- (—sina?)-32° = —672*-cosx

12) f(z) = e™(#+3)

Megoldads.

f(z) = esin(7+3) . cog (

13.) f(x) =logsarctgva?—1

Megoldads.

1

+7)
x —_— .
2

);

1 (1ta)-1-(1-z)

(1+2?) 72

1

1

f'(x)

14.) f(z) =Inln*2?
Megoldds.

F@)= s

1

In? 23

1
2. Inz3 = 322

3

- arctg\/x2—1-1n3'1-1—(962—1)'2

3

189

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz

O

vissza a feladathoz

¢

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz

¢

vissza a feladathoz

%

vissza a feladathoz

o

vissza a feladathoz
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15.) f(x) = tgz- (Intgz)"

Megoldads. 1 1 1

"(z) = (ntezr) +ter-7(Intexr)’ — . ——
fl(z) = —5—-(ntgz) +tgz-7(Intgz) o

%

vissza a feladathoz

16.) f(z) = (2*+1)(z* +2)(z* +3)

Megoldads.

f(z) =22(2® +2)(2* +3) + (22 + 1)32%(2* +3) + (2 + 1) (2® +2)42® '
vissza a feladathoz

17.) f(z) = ((m2+3x+2)3+ (x2—5x+6)5>4

Megoldads.

f'(x) = 4((x2—|—3$—|—2) (2 —52+6 5>3 o
-<3 (:L'2+3:c—|-2) (2z+3)+5 (2” 5:1:'+6) (2:c—5))
vissza a feladathoz

18.) f(x) =sin"z"

Megoldads.
f'(x) =Tsin2"-cosx” - 72"
vissza a feladathoz

T

19.) f(x)=¢°
Megoldds.
f/<$> — 669C .e®
vissza a feladathoz
20.) f(x)=sinz-sin2x-sin 3z

Megoldads.

f'(x) = cos z-sin 2x -sin 3z + 2 sin 2 - cos 2z - sin 3z + 3 sin x - sin 22 - cos 3x
vissza a feladathoz

sinx+2cosz

2L.) flx) =

Megoldads.

sinx—2cosx

(cosx—2sinx)- (sinx—2cosx)— (sinx+2cosx)-(cosz+2sinz)

f'(x) = ¢

vissza a feladathoz

(sinz —2cos x)?

22.) f(z)= (m ! )7

ST

Megoldds. 1
fl(x)="17 <ln ,

6 —
) sing- ———-
sin x sin® x vissza a feladathoz
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23.) f(z) = cosctg(x®+1)

Megoldds. 1
/ _ : 2
vissza a feladathoz
r-arcsinz 1
24. = —tg(l—2?
) fo) = (1)
Megoldads.
(arcsinx—l—x-\/#) 1—x2—(:r-arcsinx)'%(l—ﬁ)_%~(—2:c)
flx) = +

1—22
1 1

2cos?(1—a2) (—22).

vissza a feladathoz

25.) f(z) =sin’z-cos® z

Megoldas.

f'(x) = 2sinz-cosz - cos®

x—sin®x-3cos® x-sinx

vissza a feladathoz

1
26.) f(a:):ln\/m:m(zx—m—%
Megoldads.

f'(x):\/23:—1-_71-(2;1:—1)_3-2 ¢

vissza a feladathoz
27.) f(z) = \5/ 1+ Va2 = (14—.7:%)3

Megoldds.

4
-5 2
f’(x):g-(1+:c%> 5-5337% ¢
vissza a feladathoz
) s = [T = (21
S =N o2 T \ a2
Megoldads.
3
1 (2—1\ "% z24+2—(z—1)
! —_ — . .
fl) =7 (:c+2) (x+2)2 ¢

vissza a feladathoz

20) f(z) = (Va+7)’= (1 +7)"

Megoldads. ) 5
f'(2) =6 (w5 +7) %

vissza a feladathoz

N —
S
N[
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30.) f(z)=tga® arctgy/z

Megoldads.
f'(x) =

cos? 23

31.) f(x)=arcsin(cosx)
Megoldads.

F(@) = (= sinz) = —
V1—cos?x | sin z|

vagy

f(z) = arcsin(cos x) = arcsin(sin(x + g))

fla)=1.

Ebben az esetben viszont fontos az értelmezési tartoméany sztikitése.

32.) f(z)=logsInz

Megoldads.

f(a) = —

- 1
lnz-In3 =z

7—5x
33.) f(x)=1In 573

Megoldas.
203 —5(2x—3)—2(7—5x)
 7—b5x (22 —3)2

f'(x)

1+e®
1—e®

Megoldads.

34.) f(z)=1In

322 arctgy/r +tga® —— =2
T

(—sinz)

+7T
=T —_
2

—1-sgn(sinx)

NS

) = [1—e* 1 [1+e” 7%‘61(1—653)—1—6“5(1—1—6’”)
14+er 2 \1—e® (1—e)?

12. FEJEZET. DERIVALAS

%

vissza a feladathoz

7T ’ ’
<w< 7, ésigy

o

vissza a feladathoz

¢

vissza a feladathoz

o

vissza a feladathoz

¢

vissza a feladathoz
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12.2. Hazi Feladat. Adjuk meg az aldbbi figguények derivdltfigguényét.

a) f(z) = (Va)"*

Megoldads.
Mivel \/z >0, minden z >0 esetén, ezért f(x)>0 minden x € Dy ={z|r €R, x>0} esetén,
ezért elvégezhetGek a megfelel§ atalakitasok:

fl@) = (VAT = mim(va)
4 _ o omim(va) (Lo, i Loy
fi(z) e ~— (% % (=1)-Inyx+ n— 7 5T
= (\/g)lnz <—1-1n\/5+1-1-1n1)
x 2z =

o

vissza a feladathoz

1

b) f(z) =z~
Megoldds.
Ha x > 0, akkor f(x) > 0, ezért elvégezhetSek a megfelels atalakitasok:
1 1
f(LU) — elnxx :eg-lnm
11 1
flx) = e_ﬂlcf'ln)“- (—:L‘_Q 1nx+;-;) =g (—:13_2 lnm—l—;)

o

vissza a feladathoz

Megoldas.
Ha x > 0, akkor f(z) > 0, ezért elvégezhetSek a megfelelg atalakitasok:

Inf(z) = ln(§>x :gng’ln§

e

3 1
—f(x) = 33:21n—+x3-§-3-(—1)-—

fla) = (;) -(3352111%—352)
%

vissza a feladathoz
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d) f() = sin (a7

Megoldas.
f/(l') — cos (xcosm) . (l,cosat)/‘

Ha x > 0, akkor z°** > 0, ezért elvégezhetSek a megfelels atalakitasok:

1
pCosT ro_ eln:pc"” /: ecosa:-ln:c /:ecowc-lna:. —sinz-lnz+cosx-=) =
(@) = () = () ( p
= 2% (—sinz-lnz+cosz-—),
x
igy f'(z) = cos (x°*%) - 2°®% - (—sinz-Inz+cosx-—). %

X

vissza a feladathoz



13. fejezet

Differencialszamitas alkalmazasai 1.

13.1. Gyakorlat

13.1.1. Erintd egyenlete
13.1. Feladat. Irjuk fel az f(z) = cos(mz)+1 figguény o=} helyhez tartozo érintdjének egyen-
letét, készitsiink dabrdt!

Megoldds.
Az érint§ egyenlete:

y— [ (w0) = f'(z0) - (x —0), ahol
1
Ty = g,
flzo) = Cosg—i-l—g,
f'(z) = —n-sin(rz)
3
(o) = —W-sing = —\/7_ ST
Igy az érintd
3 V3 < 1)
Yy—o95 = —5 T\ T—5 |
2 2 3
2 6 2
H—/

25

195



196 13. FEJEZET. DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI 1.

13.2. Feladat. Hatdrozzuk meqg az f(x) =tg2x fligguény gorbéjének azon pontjait, ahol az érintd
pdrhuzamos az %y =4x—1 egyenessel!

Megoldds.
Az egyenes egyenletét a szokasos y=m-x+0b alakra atirva az érinté meredeksége leolvashato:

y=8r—-2 <& f'(xg)=m.=8.

1
/ g .
)= cos? 2x
2 = 8
cos?2xy
1 29
- = cos’2x
1 0
+ L 2
— = cos2x
5 0
s 2
20y = tgp+2km kEZ 2y — :I:%—I—%W =/
¢
s
g = ko tht kel Ty = ig+€7r lez
13.3. Feladat. A differencidlszdmitas segitségével igazoljuk az aldbbi dllitdsokat!
1
a) Az f(x) = arctge+arctg— fliggvény konstans.
x
Megoldas.
A fiiggvény pontosan akkor konstans, ha differencidlhat6 és a derivéltja azonosan 0.
1 1 1 1 1 1 1 1
"(z) = — = | === — =0, Ve e R\{0}.
f(z) 1+x2+1—|—a% ( xQ) 1+ 22 —xi;gl 22 1422 1422 7 MO}

Mivel f(z) konstans elegendd a fiiggvényértéket egyetlen xy € R\{0} pontban kiszdmolni.
A fliggvényérték az o = 1 helyen konnyen szamolhato:

f(1) = arctgl +arctgl = 2-

N
b
<

b) Az f(z) = cos 2z +2sin® x fiigguény konstans.

Megoldads.
A fiiggvény pontosan akkor konstans, ha differencialhato és a derivaltja azonosan 0.

f'(x) =—sin2z-2+2-2sinx cosz = —2sin 2z +2sin 2z =0, Vo € R.

Mivel f(0) =1, ezért f(z)=1. &

13.1. Megjegyzés. A fenti dllitdas pusztin az addicios tételek felhaszndldsdval is igazolhatd
lenne, de most nem ez volt a cél.
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13.1.2. L’Hospital szabaly

0 00

Legyen lim % wo » vVagy ,o alaka hatarozatlan hatarérték és legyen f és g az a valamely

kornyezetében differencialhato. Ha a lim ]gc /(i)

) hatarérték létezik, akkor az eredeti hatarérték is
r—a
fz

@) @)
M g@) g e)

létezik és

13.4. Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrértékeket L’Hospital szabdly segitségével!

T —x

. (&
a) lim
x—0 x

Megoldas.

.oet—e P n . ete”
lim —— "= lim
z—0 x x—0

—€

—9. %

. In(4—12)
b) lim ———=
L T

Megoldds.

z—3 2r—06 r—3 2 2

Megoldas.

1
T

. 0-(—00) 1. Inx =eru . .
lim z-lnz =" lim —— "= lim %= lim -2 =0 &
z—07F z—07F P z—0t — 2 z—0t

f) lim Tr—sinx

x—0 ,’1:‘3
Megoldds.

. r—sinz Yvn,, 1l—cosx uu_, sinx 9vm , cosx 1
lim —— "= lim ——— "= lim = lim =—. &
z—0 3 z—0 32 z—0 Ox z—0 6 6
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g) liH(l] (e —1)-ctgx

Megoldas.
. = 03 ;. et —1 Sum | er
lim (e —1)-ctgr = lim = lim —— =1 &
x—0 z—0 tggj’ z—0 =
13.2. Megjegyzés. A feladat megoldhato a ctgr = > dsszefiiggés felhaszndldsdval is.
1 1
h) lim ( — ———
z—1 \Inz rz—1
Megoldas.
, 1 1 woooo .. T—1—Inz 9uu 1-1
lim [ — — —° lim—— = %~ {im e _
z—1\Inz z-—1 a=1lnx-(x—1) e—llng+=-(r—1)
i xT_l i rx—1 Opm
= lim—+—2—=Ilim———— "=
m—»l% x—>1x.1nx+x_1
. . 1 1
= lim —————— =1lim =—.
e=llng+z--+1 eo=llnz+2 2
N
sinx \ =
i) lim ( )
x—0 x
Megoldas.
o
SIn T z oo sin x
lim < ) = Jim sz 5"
z—0 €x z—0
A kitevs hatarértékét kiilon vizsgalva:
1. sinx ., . Insne Oum _L_. Zeoer—sing . xcosr—sinz Jum
lim — In = lim T "= ]im 2% L =lim——m =
2—0 12 x z—0 2 z—0 2x z—0  2x’sinx
COST —xSiInxr—cosxr . —zrsinw Sum

lim _ 5 = lim —— 5
z—0 4xsinz+2x%coszx z—0 4x sin x + 2x2 cos x
—SInx —2xCcosST

im — - =
z—0 4 sin z +4x cos x +4x cos x — 2x2 sin x
—sinxr —xcosw OLH

lim — P
z—04sinx+8xrcosx —2x?sinx
—COST—COoST+xsinx

lim
2—0 4 cos ¥ +8 cosx — 8z sinx — 4z sin x — 222 cos x

—2cosx+xsinx —2 1
— 1m = —— = ——,
2—0 12cosx — 12z sinx —2x2cosx 12 6
Mivel az exponencialis fiiggvény folytonos az x = —% helyen, ezért a kérdéses hatarérték:

=

1

3 22 1 .
lim (227 S limesz " = ¢
x—0 x x—0 <>
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13.2. Hazi Feladatok

13.1. Hazi Feladat. Milyen szdget zdr be az x-tengely pozitiv felével az y = x-cosx gorbéhez az
xo =0 abszcisszdji pontjdban hizott érintd ¢ Irjuk fel az érintd egyenletét!

megoldas

<]

13.2. Hazi Feladat. Hol metszi az x-tengelyt az y=1In3x+1 gorbe xo= 5 abszcisszdji pontjihoz

hizott érintdje ? Irjuk fel az érintd eqyenletét, készitsink dbrdt!
megoldas

13.3. Hazi Feladat. Keressiik meg az y =sinx+cosx gorbe azon pontjait, melyekben az érintd
pdrhuzamos az x-tengellyel!

megoldas
13.4. Hazi Feladat. A differencidlszdmitds seqgitségével igazoljuk az aldbbi dllitdsokat!
a) Az f(z) = arccos(22* — 1) —2arccos x fiigguény konstans. megoldds
b) Az f(x) = cos2x—2cos’x fiigguény konstans. megoldds

13.5. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az alabbi hatdrértékeket L’Hospital szabdly segitségével!

a) lim M megoldds
z—0 sin x

b) lim In 2 megoldds
rz—1 r —

¢) lim In” megoldds
-1 —1

d) lim ln_x megoldas
z—0t ctgx

e) lim 2Ct§3x megoldds

f) lim, V22 - ctga? megoldds
x—0

1 .

g) lim 2?-sin — megoldds
T—00 T

h) lim E megoldds
20 \x sinz

i) lim x® megoldds
r—0t

2 v .
7) lim (— arct gx) megoldds
z—o00 \ TT



200 13. FEJEZET. DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI 1.

13.3. Megoldasok

13.1. Hazi Feladat. Milyen szdget zdr be az x-tengely pozitiv felével az y = x-cosx gorbéhez az
xo =0 abszcisszdji pontjdban hizott érintd ¢ Irjuk fel az érintd egyenletét!

Megoldas.
Mivel tga =m = f'(xg), ezért
f'(x) = cosx—xsinx
f'(xg) = cosxg—zgsinzg=cos0—0-sin0=1
tga =1 = a= % = 45°

Igy az érinté egyenletéhez minden sziikséges adat ismert:
e y—flxo) = f'(zo)(x—0),
hiszen f(xo) =0, f'(z9) =1 és xg =0, ezért az érint6 egyenlete:

Y=
vissza a feladathoz

13.2. Hazi Feladat. Hol metszi az x-tengelyt az y=In3x+1 gorbe vo=5 abszcisszdji pontjihoz
hiizott érintdje ¢ Irjuk fel az érintd egyenletét, készitsiink dbrdt!

Megoldas.

f(z) = In3z+1

e
T Flwg) = 1n(3~§>+1:2
flle) = 3=~ 1 3
fllwo) = =7
Az érint§ egyenlete: 3
y—f(zo) = f'(w0)(z—p) il
3 e
—9 = Z(p—=
y o (2=3)
5 Lo
y=-x+1
e 15
Az érint6 akkor metszi az x-tengelyt, ha y =0, azaz /
5
O:—I'O—f—]_ = ZL‘OZ—g. /
(& AT o 05 &1
A
Az érint6 a P(—%, 0) pontban metszi az r-tengelyt. &

vissza a feladathoz
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13.3. Hazi Feladat. Keressiik meg az y =sinx+cosx gorbe azon pontjait, melyekben az érintd
pdrhuzamos az x-tengellyel!

Megoldds.
Az érinté pontosan akkor lesz parhuzamos az z-tengellyel, ha az adott pontban a derivalt 0.

f'(x) = cosx—sinx

f'(rg) = cosxg—sinzg=0
cosx = sinz (cosx #0, mert akkor sinx =1 # cosx)
1 = tgxg
T
xrg = —+k-n keZ.

4 vissza a feladathoz

13.4. Hazi Feladat. A differencidlszamitds segitségével igazoljuk az alabbi dllitasokat!

a) Az f(x) = arccos(22® —1) —2arccos x fiigguény konstans.

Megoldas.
A fiiggvény pontosan akkor konstans, ha differencidlhato és a derivéltja azonosan 0.

1 1 4x 2

Axr—2 = — =
V1— (222 —1)2 V1i—2?  \/1—4da24+4x—1)2 V1-—2a?
4 2 4 2
- - - - —0, Yz €Dy
V42 +4x)2 V1-2? 2zV/1—-2? V1-2a?

f'x) =

vissza a feladathoz

b) Az f(x) = cos 2z —2cos® x fiigguény konstans.

Megoldas.
A fiiggvény pontosan akkor konstans, ha differencidlhato és a derivéltja azonosan 0.

f(r) = =-2sin2x—2-2cosx-(—sinx) = —2sin2zx+2sin2x =0, Va € Dj.
vissza a feladathoz

13.5. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi hatdrértékeket L’Hospital szabdly segitségével!

. sinbx—sin3x
a) lim ———
z—0 sinx

Megoldds.

sin bx —sin 3z frm lim D €os DT — 3 cos 3T _5 o

vissza a feladathoz

lim -
z—0 Sin T z—0 COsS ™

1 1 1 B hH% P M
r—1 px — r— x xr ViSSZa a feladathOZ
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Megoldds.

1

T

ln2:17 dvm |

2Inx-
1

lim =
z—1gx—1

z—1

1
d) lim —~
z—0t Ctgf[)

Megoldas.

= lim
z—0+

13.3. Megjegyzés. Az utolsé L’Hospital
nevezetes hatdrérték is:

2

— sin

X

. DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAT 1.

¢

vissza a feladathoz

2 T Svm

. —2sinx-cosx
= lim —— =0
z—0t 1

o

lépés helyett alkalmazhato az eldzd félévben tanult

. —sin“x . . sinx
lim = lim —sinx- =0.
z—0t T z—0t T
1
vissza a feladathoz
. 2ctgdx
e) lim —
z—0 =
X
Megoldas.
2cte3x 2r Ou 2 2
lim ig i lim ——— =" lim : - &
a—0 L z—0 tg3x =0 ——-3 3
cos® 3T .
vissza a feladathoz
f) lim v2z-ctga®
z—0*
Megoldads.
oo 2 Ovn 2 . 2 cos? x?
lim v2z-ctgz? = lim \/_2 L Jim L = lim V2 +00. &
z—0t z—0+ thL‘ z—0t o222 -2z z—0t 2x
vissza a feladathoz
g) lim 2% sin ~
T—00 x
Megoldds.
—1
1
1. sin < o5 cos*-(—1)-272 L+ Cos —
lim z2-sin — = lim - "2 Jim L (=1) = lim L — to0. &
T—00 T T—00 x_2 T—00 —2-[1;‘*3 T—00

vissza a feladathoz
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1 1
h) Ii ——
) ) (:v sin2:1:>

Megoldas.
] 1 1 oo, SIN®T—2 9um | 2sinxcosx — 1 =
lim { —— —— = lim ———— "= lim — _ = —00 &
z—0 \ x sin“zx z—0 x-sin“x z—01.sin“x+x-2sinxcosz
vissza a feladathoz
i) lim z®
z—0t
Megoldas.

. * . T . .
lim z° = lim ™% = lim "8
z—07F z—0+ z—07F

* Mivel ha = > 0, akkor =% > 0 is fennall.
Vizsgaljuk meg kiilon a kitevé hatarértékét:
1

0-(—00) Inz =2LH =

lim z-lnz =" lim —— "= lim 5 = lim —x =0
z—0t z—0t P z—0t —3 z—0t

Mivel az exponencialis fiiggvény folytonos az xy = 0 helyen, ezért ott a hatarértéke meg-
egyezik a helyettesitési értékével, igy:

e’ =1. O

vissza a feladathoz

N1 2 ’
j) lim (—arctgm)
r—00 \ T
Megoldds.

2 * 2 @ 2
lim | Zarctgez | = lim eln(Farcten)” _ Jjy oo in(Farcter) e
Tr—00 T r—00 r—00

* 5 x .
Mivel ha = > 0, akkor (;arctgz) > 0 is fennall.

Vizsgaljuk meg kiilon a kitevs hatarértékét:

) In (2arcton) o 121
lim o-In ( Zarctgr ) = lim —mo ST B, mcter T
im x- — = —r 2 = =
x X
1.2 L .2
. %arctgm ™ . %arctgm ™ 2
= 1 T = Him = ——
e =4 o0 —or 7T
€T x
Mivel az exponencialis fiiggvény folytonos az xy = —% helyen, ezért ott a hatarértéke
megegyezik a helyettesitési értékével, igy:
_z2
e . o

vissza a feladathoz
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14. fejezet

Differencialszamitas alkalmazasai I1.

14.1. Gyakorlat

14.1.1. Taylor-formula és alkalmazasai

14.1. Feladat. Irjuk fel az aldbbi fiigguények adott ponthoz tartozé megadott fokszami Taylor
polinomjdt és a Lagrange-féle maradék tagot!

a) f(zr)=cos3x, xy==, n=4

Megoldas.
A Taylor-tétel alapjan (mivel f minden valos helyen végtelen sokszor differencialhato,)
minden x € R esetén létezik &,, xo és x kozé esé szam, melyre

cos 3x = Ty(x) + Ry(z).

A negyedik Taylor polinom felirdsdhoz sziikség van a fiiggvény és elsé négy derivaltjanak
helyettesitési értékére az xy pontban, a Lagrange-féle maradéktaghan az 6todik derivalt
helyettesitési értéke szerepel a tételben emlitett kozbiilss &, helyen. A sziikséges adatokat
az alabbi tablazatban szamoljuk:

f(z) = cos3z f(zg) = cosm=-—1
f(z) —3sin 3z 1 (o) —3sinm =0
f"(x) = —9cos3x f"(xg) = —9cosm=9
f"(x) = 27sin3z f"(xg) = 27sinm=0
f@(z) = 8lcos3w f@(z¢) = 8lcosm=—81
fO(z) = —243sin3x fO¢) = —243sin3¢ &
/ " " (4)
1) = flan)+ T (o LU0 oy SO gy SO0 (o
= 4 Ty B T
A T
6 435
Ry(z) = / 5'@)-@—%)5:%-@—%)5, ahol € az x és az xy kozott van.

205
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r0=0, n=95

Megoldds.
A Taylor-tétel alapjan (mivel f minden valos helyen végtelen sokszor differencialhato,)
minden = € R esetén létezik &, z¢ és x kozé es6 szadm, melyre

=T5(x)+ Rs(x) :

Az 6t6dik Taylor polinom felirdsahoz sziikség van a fliggvény és els§ 6t derivaltjanak
helyettesitési értékére az xy pontban, a Lagrange-féle maradéktagban az hatodik derivalt
helyettesitési értéke szerepel a tételben emlitett kozbiilss &, helyen. A sziikséges adatokat
az alabbi tablazatban szamoljuk:

flx) = == [ (o) =0

flx) = 5= flxo) = =1

/(x) _ e'—e® f//($0) = 0
f”/(SC) — f”+2e—-”” f”,<x0) —

fO) = == fO(w) = 0

fOx) = “H— fO(w) =

6><x> = & fOE = 5= o

1 1
Ts5(x) = ﬁ-x+§-m3+§ x°
-
Rs(z) = gl 2% ahol € az x és az xy kozott van

14.2. Feladat. A Taylor-formula segitségével hatdrozzuk meg az aldbbi értékeket a megadott r
pontossdggal!

a) e,

r=10"° (3 tizedesjegy pontossdy.)

Megoldds.
Az f(x) =e" fiiggvény o = 0 koriili Taylor polinomjaval fogunk kozeliteni.

e=f(1)

Olyan n-et kell valasztunk melynél a hiba:

=T,(1)+R,(1) = e~rT,(1).

T.(1)| =[R.(1)] <1077

le—
Ehhez irjuk fel a Lagrange-féle maradék tagot

f(nJrl) (6) (1 . O)n-i-l

Bl = 175,

Mivel f+)(z) =e® (YnEN, Vo €R, ) és 0 <& < 1, ezért fMHD(¢) <e! < 3. Igy

3

<107? <
(n+1)! —

|Rn(1)] <

(n+1)! > 3000.
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Mivel 7!'= 5040, igy n+1>7 (n > 6) esetben T, (1) méar elég jo kozelitést ad:

1 1 1 1 1
T - 1 t2, 4t 3, Y 4 4 5, L 6
() +x~|—293 +6:B +24:)3 +120:B +720x
1 1 1 1 1 517
To(1) = 1414 -4 -4 —4+— 4+ _— =921+ ~271806.
6(1) ot T T 0 T T v

b) lgll, r=107°

Megoldas.

Az f(x) =lgz figgvény xy = 10 korili Taylor polinomjaval fogunk kozeliteni. Irjuk fel
az f(x) derivaltjait egészen addig, amig meg nem sejtjiik az n+ 1-edik derivalt altalanos
alakjat!

flx) = lgx

o) = x1r111o:1n11o'(_1>0'0"%

(@) = ﬁ'(—l)x_2:ﬁ~(—1)l.1l.%
f(n+1)(g;) = ﬁ.(_l)n.n[.xr}ﬂ

A Lagrange-féle maradéktag felirdsanal tehat az alabbi helyettesitési értékre van sziiksé-
glink:

1 1
f(”H)(g):m-(—l)"-n!-g —  ahol { z &s xo kozott van.

n n

Igy a hiba:
1 [
A9 | _mm b 111

1e11—T,(11)| = |R,(11)] = | L— 5 (11 —10)*| = — : R
g (1= R (I = 77275 ) (1) Inl0 ntl et

Mivel 10 < ¢ <11, ezért igaz a kovetkezd becslés:

1 1 1 1 1 1« 1
<

R.(11)] = S S b
[ Fen(11)] In10 n+1 &+ = Inl0 n+1 107t~ 107+!

* Mivel (n+1)-In10 > 1.
Igy akkor megfelels a kozelités, ha

1 1
Toer < v 10" >10° & n>4
Most mar felirhat6 a negyedik Taylor polinom:
flz) = lgaﬁ1 1 f(10) = 1g§10) = 1
/ / _
) = = 11110'5 f(10) = 1n(1o%'ﬁ X
" -2 " o
f'(x) = _21n10x , f"(10) = _12n(10) '1ﬁ
n _ — n _
f4 () = 1n106'37 X f4 (10) = 1n(10%' 1000
fO(z) = “In10 10000 f®0) = ~ In(10) ~ 10000 O
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_1 .1 1 1 _2 1
T4<11) - 1+ ln(lOl)! 10 (11_ 10)1+ ln(lg!) 100 (11_10)2+ 11’1(10)3! 1000 (11_ 10)
6 1
~In(10) 10000 1 1 1 1 1 1
00 10000y )t
S TR )y T1n(10) 10 In(10) 200 " in(10) 3000
1 1

L x1,04139.
In(10) 40000

14.1.2. Szoveges szélsGérték feladatok

14.3. Feladat. Egy 100cm? teriiletd négyzet alaki lemez sarkaibol egybevdgd négyzeteket vagunk
le, majd a lemez széleit felhajtjuk és dobozt készitiink. Mekkora legyen a levdgott négyzetek oldala,
hogy a doboz térfogata mazximalis legyen ?

Megoldas.

V =(10—2a)*-a = (100 —40a+4a*) -a =

@ =4a®>—40a>4+100a 0<a<5

A V(a) = 4a® —40a? + 100a térfogatfiiggvény-
nek akkor lehet szélsGértéke, ha a derivaltja O
(Mivel V' € Dg).

dv—12a —80a+100 = 0
da

B — 01

3a>—20a+25 = 0

a) Masodik (vagy magasabbrendd) derivélt segitségével. Ha az aq helyen 49X =0, de a
masodik derivalt nem 0, akkor ott a fiiggvénynek szélsGértéke van. A méasodik derivalt
elgjelébdl megallapithatd a szélsGérték tipusa is, nevezetesen, ha d V > 0, akkor lokalis
minimum, egyébként lokalis maximum van az ag pontban.

’ 204+A00-300 20410 ;170

1,2 = = =
10— 2a 6 6 \a _5
273

Hogy valoban maximum van-e az adott helyeken, az alabbi modszerekkel ellenérizhetd:

d2v
d2

4’V
d*v T o
el = 120—80=40>0 = lokalis minimum. (Nyilvanval6 is volt.)
d*v 5
— = 24.-—-80=-40<0 = lokalis maximum.
da? |, 3

Mivel ez az egyetlen lokélis maximum hely van a [0,5] intervallumon, ezért ez abszolut
maximum is.
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14.1. Megjegyzés. Ha a mdsodik derivdlt is 0, akkor az elsé nem-nulla derivdlt segit-
ségével vizsgdlddhatunk. Ha ez az f n-edik derivdlt és n pdros, akkor f-nek a kérdéses
pontban szélsdértéke van, amelynek tipusdt az eldzd modszerhez hasonloan donthetjik el,
ha n pdratlan, akkor f-nek inflexios pontja van. Errdl a jovd drdn beszéliink bévebben.

b) Tablazattal.

Ha a derivalt az adott helyen 0 és elGjelet valt, akkor szélsGértékhely van. Ha a derivalt
pozitivbol valik negativva, akkor lokédlis maximum, egyébként lokalis minimum van.

A derivalt elGjele konnyebben vizsgalhato, ha szorzatta alakitjuk:

V(@)= (a-5)-(a-3)
O<a<ay as as < a<d

%4 + 0 —
\% ya lok. max. N\

14.2. Megjegyzés. Altaldnos esetben, ha a fiigguény zdrt intervallumon értelmezett, kilon
meq kell vizsgdlnunk az intervallum végpontjait. Most nyilvanvalo volt, hogy a végpontokban
nem lehet mazimum, hiszen ott a doboz térfogata 0 lenne.

A maximaélis térfogatot tehat akkor kapjuk, ha a lemezbdl az% oldali négyzeteket vagunk
le, ekkor a térfogat:

5 53 52 5 2000
VIZ)=4-=—40-=4100- = = — ~ 74.07(cm?).
(3) 33 R T 07(em’)

&
14.4. Feladat. FEgy parabolaszelet alaki ablak szélessége és magassaga egyardnt 16dm. Mekko-
ra az a legnagyobb teriletd téglalap alaki mozaiklap, amely elhelyezhetd gy az ablakban, hogy
szimmetria-tengelyiik kozos legyen ?

Megoldads.

El6szor hatarozzuk meg a parabola
egyenletét :

©, 16)

y = oz’ + B4y

A hérom paraméter az alabbi egyenletek-
b6l kaphato:

1.) P(0, 16) pont a parabolan van:

16=a-04+5-0+7 = v=16

(@ b)

2.) Py(—8, 0) pont a parabolan van:

0=a-64—3-8+16

3.) P3(8, 0) pont a parabolan van:

(-8,0) 0,0) &0

0=a-64+03-8416
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A (2) és (3) egyenletet kivonva egymasbol kaphato:
168=0 = B=0,

illetve Gsszeadva a két egyenletet:

1

1280 +32=0 = a«a= I

Igy a parabola egyenlete:
1
Y= —sz +16
Az abran lathato téglalap teriilete: T'(a,b) =2-a-b, ahol 0 <a <8 és 0 <b < 16. De mivel
az (a,b) pont szintén a parabolan van, ezért:

1
b:16—1a2.

Ezt visszairva a kétvaltozos teriiletfiiggvénybe, a kovetkezs, most mar egyvaltozos fiiggvényt
kapjuk:

1 1
T(a) :2~a'(16—1a2) :32a—§a3, 0<a<s.

Mivel T' € Dy, ezért ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja 0:

3
T'(a) = 32— ~a®

= 0
2
3
32:§a2
64
3 -
8
+— = a

V3

A kapott eredmények koziil csak az a = % esik az értelmezési tartoméanyba.
ugyanezen téglalap masik cstucsanak z-koordinatajat adja meg.)
A [ szélsGérték-gyanis” helyek tovabbi vizsgéilatara az el6zd feladatban bemutatott két

modszer barmelyike alkalmazhato:

(A negativ gyok

a) Mdsodik (vagy magasabbrendi) derivdlt segitségével.

T"(a)
T (%) = —3-% < 0.

Igy T-nek \%—ban lokalis maximuma van.

—3a

b) Tabldzattal.

A derivalt elGjele konnyebben vizsgalhato, ha szorzatta alakitjuk:

3, 8 8
T'(a)==(—%=—a) - (—=+a).
(@)= 5(5=a) (5 +a)
8 _ 8 8
O<CL<7§ (1—75 7§<CL<8
T + 0 —
T e lok. max. AN
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A tartoményon csak egyetlen lokalis maximum van, igy az lesz az abszoltt maximum is.

14.3. Megjegyzés. Altaldnos esetben, ha a figguény zdrt intervallumon értelmezett, kilon
meq kell vizsgdlnunk az intervallum végpontjait. Most nyilvanvald volt, hogy a végpontokban
nem lehet mazimum, hiszen ott a terilet 0 lenne, de a monotonitdsi viszonyok alapjan s
lathato.

Ha a = \%, akkor b=16—2% = 16— % = % A maximalis teriiletet tehat akkor kapjuk, ha a
8 32

1
téglalap cstcsa az (a, b) = ( 7 g> pont. Ekkor a maximalis teriilet:
8

32 512
T=2—-2= """ ~09853(dm?).
33 3.3
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14.2. Hazi Feladatok

14.1. Hazi Feladat. Irjuk fel az aldbbi fiigguények adott ponthoz tartozé megadott fokszdmi
Taylor-polinomjdt és a Lagrange-féle maradéktagot!

a) Az f(x)=e", n=51x0=0 megoldds
b) Az f(x) =sin’z, n=4, x0= g megoldas

14.2. Hazi Feladat. A Taylor-formula felhaszndldsdaval hatdarozzuk meq az alabbi értékeket a meg-
adott r pontossdaggal.

a) sinl°, r=10"° megoldds
1 .
b) n3, r= 100 megoldds

14.3. Hazi Feladat. Osszuk fel a 8-at két részre gy, hogy a részek négyzetdsszege minimdlis

legyen! megoldas

14.4. Hazi Feladat. Egy vasit mellett fekvd A helységbdl bizonyos druszallitmdnyt irdnyitanak a
vasuttol 9km tdvolsdgra lévd B helységbe. B-nek a vasiutvonalra vald vetiilete A-tol 30km tavolsdgra
van. Tudjuk, hogy 1 tonna dru vasiuti szallitast koltsége «, tehergépkocsival valo szdllitdsi koltsége
pedig B(> «). Hatdrozzuk meg a vasitnak azt a pontjdt, ahonnan a B helységbe vezetd egyenes
dtnak indulnia kell ahhoz, hogy a szdllitds a lehetd legolcsobb legyen! Ha valakinek problémdt okoz

a paraméteres tdrgyalds, eldszor oldja meg a feladatot o« =1 és 3 =1,5 esetén. megoldas

14.5. Hazi Feladat. Egy épild atlétika pdalydn két parhuzamos egyenes szakaszbol és az ket

osszekotd felkorivekbdl dll a futopdlya. Hogyan kell kialakitani a pdlya alakjdt, hogy a futopdlya
hossza 400m legyen €s a lehetd legnagyobb teriletd, téglalap alaki focipdlya férjen el a belsejében ¢

megoldas
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14.3. Megoldasok

14.1. Hazi Feladat. Irjuk fel az aldbbi figguények adott
Taylor-polinomjdt és a Lagrange-féle maradéktagot!

a) Az f(x)=¢e"

n=>5 IL'():O

213

ponthoz tartozo megadott fokszama

Megoldds.
flz) = e® flzg) = =1
fll) = —e* f(zg) = —e"=-1
Fos e
M) — —e @ Mre) = —ef=—1
fO@) = e D) = =1
[0 = —et fO(m) = —=-1
fO) = e o) = et O
T5(flf) _ f($0)+ fl(ff(]) '(x_flfo)l"‘ f”;‘TO> X ($_x0>2+ f”/3(‘!1:0) X (l._x0>3+
(4) ()
+f 4(!$o) (z—10)* + / 5(!£E0> (2 —20)°
Ts(z) = 1—m+%-x2—%-x3+i-x4—%o-x5
(6) -
Rs(z) = / 66'(6) a8 = %é 2% ahol ¢ az 1 és az 1y kozott van.
‘ vissza a feladathoz
b) Az f(z)=sin*z n=4 xozg
Megoldas.
f(r) = sin*z f(zo) = sin®Z=1
f'(x) = 2sinzcosx =sin2z f'(xg) = sinm=0
jcf”gxg = 2cos2z J{”Exo% = 2cosTm=—2
"(z) = —4sin2x "(xg) = —4sinwm=0
f@(z) = —8cos2z f@(zg) = —8cosm=38
f@(z) = 16sin2x fOE) = 16sin2¢ &
1) = flao)+ 2 gy 4 T (o 0 oy
(4)
+f4—(!x0>-(a:—x0)4:1—%(%—%)2—%%-@—%)4:1—(3:—%)2—1-% (:E—g)4
() i
Ry(x) = f 55'(5) (z—m0)° = 1618121(1)25 (x— 3)5, ahol ¢ az x és az x( kozott van.

vissza a feladathoz
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14.2. Hazi Feladat. A Taylor-formula felhaszndldsdaval hatdarozzuk meq az alabbi értékeket a meg-
adott r pontossdaggal.

a) sinl® r=10"

Megoldas.

T N . T 9
=— in — =7
180 T

10
Az f(x)=sinx fiiggvény xo=0 koriili Taylor-polinomjéaval (MacLaurin-polinom) kézelitiink.
Ehhez irjuk fel a fliggvény derivaltjait, egészen addig, amig fel nem tudjuk irni dltaldnosan
az f("*V(z) (n+1)-edik derivéltat, amelyre a maradéktag becslésénél lesz sziikségiink:

f(z) = sinz f(zg) = sin0=0

f'(x) = cosx f'(zg) = cosO=1
f’(x) = —sinz f"(xg) = —sin0=0
f"(x) = —cosx f"(xg) = —cosO0=—1
fW(z) = sinz f@(zg) = sin0=0

Ha n paratlan, akkor

(@) = (1) sinz fOV(E) = (~1)"F sin¢

T (—1)2 sin¢ T
R, (—) =2 2(r—0)""" ahol £ €0, —
180 @m0t abol £€ (0, 7ol
Igy a hiba:
‘R (7r )\ _|sin¢] (7r O>n+1_ sin¢ gl _ 1 grtt
"\180/1  (n+1)! \180 © (nA+1)! 180+ T (n+1)! 160m+1

B 1 1 n+1< 1 n+1
 (n+1)! \40 40
T 1 n+1
o — 107°
’R <180>‘<(40> < 10

100 000 < 40"+

n = 3 mar megfelel6 pontossagot ad, hiszen 403T! =2 560 000. (Ha n paros, akkor is
tekinthetjiik ezt a hibabecslést, mert f"*V(z9) =0 = T,(z) =T, 11(z).)

gy

T 1 s O/ m™mN\2 1/ m™\3
in(—) =0 —(-) —(—> ——(—> ~ 0,01745.
Sm(lSO) t1 180/ "2 \180) "6 \1s0 o

vissza a feladathoz
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1

b) In3 r=—
) I3 =15
Megoldas.

Az f(x) =Inzx fiiggvény xy = e koriili Taylor-polinomjaval kozelitiink. Ehhez irjuk fel a
fiiggvény derivéltjait, egészen addig, amig fel nem tudjuk irni altalanosan az f*+9(z)
(n+1)-edik derivaltat, amelyre a maradéktag becslésénél lesz sziikségiink :

f(z) = Inz f(zg) = Ine=1
) = 1 Plaw) = 1
f"gfcg = _i’U_Q f”Eﬂfog = ;?2
f/// T — 2F f/// .T() — 6_3
f9@) = & fO() = -3
1 1
FUO@) = (1) nl o FRE) = (<1l
(=1)"-n! n1+1 n (=1)"- T n
R, (3)= (n+1)!£ (3—¢) +1:T1“(3—e) 1 ahol £ €[3, €]
Igy a hiba:
1
_ T 0 1 1 1
|Rn(3)’ - TL+1 (3 <€1) < (n+1)§n+1 < gn-i-l < 3n+1
R, (3)] < S < 1072
100 < 3

n = 4 mar megfelel6 pontossiagot ad, hiszen 3% = 243.
Igy
11 11 11 11
In3~ 1—1——-—(3—6)—5-—2(3—6)2+§-—3(3—6)3—1-—4(3—6)4% 1,0986.

1 e € € € vissza a feladathoz

14.3. Hazi Feladat. Osszuk fel a 8-at két részre gy, hogy a részek négyzetisszege minimdalis
legyen!

Megoldds.
A két rész legyen x és 8 —z! Ekkor a cél, hogy az

fl@)=2"+(8 =)’

fiiggvény minimalis legyen. Mivel f mindenhol differencidlhato, ezért f-nek csak ott lehet
szélsGértéke, ahol f/'(x) = 0.

fl(x)=22+2-8—1)-(-1)=42—-16=0 =x=4.

Mivel f”(x) =4 >0, ezért xo = 4-ben valoban lokalis minimum van. Mivel ez az egyetlen

lokalis minimum hely, ezért egyben abszoltt minimum is. . &
vissza a feladathoz
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14.4. Hazi Feladat. Egy vasut mellett fekvd A helységbdl bizonyos druszallitmdnyt irdnyitanak a
vasuttol 9km tdvolsdgra lévd B helységbe. B-nek a vasitvonalra vald vetiilete A-tol 30km tavolsdgra
van. Tudjuk, hogy 1 tonna dru vasiuti szallitast koltsége o, tehergépkocsival valo szdllitdsi koltsége
pedig B(> «). Hatdrozzuk meg a vasitnak azt a pontjdt, ahonnan a B helységbe vezetd egyenes
dtnak indulnia kell ahhoz, hogy a szdllitds a lehetd legolcsobb legyen! Ha valakinek problémdt okoz
a paraméteres targyalds, eldszor oldja meg a feladatot a =1 és 3 =1,5 esetén.

Megoldds.
B
b
v 9
A 20—z By x B’

Legyen f(x) a szallitasi koltség, ha x az atrakodasi pont (B;) tavolsaga B’-t6l:
f(z) =a30—z)+4V22+81 x €0, 30]

Akkor lehet szélsGértéke a fiiggvénynek, ha a derivaltja 0:

f= et ™
_@_’_ﬁ.L = 0
Va?+81
g—X __ — 4

G-x = ava?+8l1, a,B,x>0
2.2? = o?-(2*+81)
(B —a*)2? = 8la?

. _ 8la?
= (B2 —a?
Yo
r = =+
32— a2
Mivel > 0, ezért xg = ——2—.
82?2

Vizsgéljuk most az elégséges feltételek valamelyikét:
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a) Nézziik meg, hogy a derivalt a pontban elGjelet valt-e:

x V22481461
Va2 +81 Va2 481
Mivel a fenti tort nevezd§je mindig pozitiv, ezért az elGjele megegyezik a szamlalojanak

elGjelével:
Legyen g(x) := -z —a-vx2+81, g(x) és igy a tort is pontosan akkor negativ, ha

f(@) =—a+p-

0<fB-x < a-vax2+81
Fr? < o (2% +81)
(B —a*)2x® < 8la?, BE—a*>0
9 8la?
T < ma
9
7] < ——=
322
9« Yo
N 52_a2<x< 32 _ 2

A fenti eredményt Osszevetve az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyaval:

O<x<zg| =29 |T0<2
= 0 n
f N\ lok. min. /

Ebben a pontban tehét valéban minimuma van a koltségnek, a fiiggvény menetébdl az is

latszik, hogy az értelmezési tartoméany végpontjaiban a fliggvénynek nem lehet minimuma,

gy az x9 = \/% pontban abszoltt minimuma van.

b) Vizsgaljuk a mésodik derivéltat:

1 2x 2?2
f”(x):ﬁ,vx2+81_x.§ 22181 :ﬁ.\/;p2+81——,7x2+81 :5$2+81_$2: 816 S0 Va
22+ 81 22+ 81 (z2481)7  (22481)2 '

Igy xo-ban lokélis minimum van, melynek értéke

flao) =a (30—9—0‘> NN Ly

52—042 52—062

Meg kell még vizsgalnunk, hogy abszolut minimum van-e a pontban. Az értelmezési tar-
tomany belsé pontjaiban mashol nem lehet szélsGérték, de a végpontokban ki kellene szé-
mitani a koltséget. Ehelyett hivatkozhatunk arra, hogy a fliggvényiink zéart intervallumon
értelmezett folytonosan differencidlhato fiiggvény, amelynek pontosan egy bels§ pontban
van szélséértéke. Ezek a tulajdonsagok biztositjak, hogy a fliggvény derivaltja mashol nem
valthat elGjelet, igy

f(0) > f(xg), mivel a [0, xo] intervallumon a fiiggvény szigortian monoton csékkend és

f(zo) < f(30), mivel a [y, 30] intervallumon a fiiggvény szigorian monoton néve.
vissza a feladathoz
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14.5. Hazi Feladat. Egy épild atlétika pdalydn két parhuzamos egyenes szakaszbol és az ket
osszekdtd felkorivekbdl dll a futopdlya. Hogyan kell kialakitani a pdlya alakjdt, hogy a futopdlya
hossza 400m legyen €s a lehetd legnagyobb terileti, téglalap alaki focipdlya férjen el a belsejében ?

a

A pélya teriilete két valtozo figgvényeként irhato fel. (Ezek a kor r sugara és a futopalya
egyenes szakaszanak a hossza. Az értelmezési tartomany egyszertien meggondolhato.)

200
T(a,r)=2-r-a, 0<a<200, 0<r<—
T

A K=2r-m+2-a=400 feltétel felhasznalasaval egy-valtozos teriiletfliggvény is irhato:

200
T(r)=2-r-(200—7-7) =400-7r—2-7%-7, 0<r <"
7r
Zart intervallumon értelmezett folytonosan differencialhato fiiggvény szélsGértéke vagy az
értelmezési tartoméany végpontjaban van (most ott biztosan nincs maximum, hiszen a teriilet
mindkét végpont esetében 0), vagy olyan kozbiilsg helyen, ahol a derivalt 0:
dT 100

— =400—4r7=0 - r=
dr T

A sziikséges feltételek kozil példaul a masodrendii feltételt felirva:

42T
W = —4mr <0.
Azaz a fiiggvénynek az adott pontban maximuma van. Ekkor a =200 —r -7 = 100(m). &

vissza a feladathoz



15. fejezet

Teljes fuggvényvizsgalat

15.1. Gyakorlat

A teljes fiiggvényvizsgalat 1épései

L

II.

I1I.

IV.

VL

Alaptulajdonsagok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany meghatéarozasa

e Szimmetria tulajdonsagok vizsgalata (paritas, periodicités)
e Folytonossag vizsgélata

e Differencialhatosag vizsgalata

e Tengelymetszetek meghatérozasa (ha lehetséges)
Vizsgéalatok az els6 derivalt alapjan:

e Monotonitasi intervallumok meghatéarozasa

o SzélsGértékek keresése
Vizsgalatok a masodik derivalt alapjan:

e Konvexitési intervallumok meghatarozésa

e Inflexios pontok keresése
A fliggvény hatéarértékei:

e Az értelmezési tartomany végpontjaiban (vagy foo-ben)

e A fliggvény szingularis pontjaiban és szakadési helyeinél
A derivalt hatarértékei:

e Ahol f folytonos, de nem differencialhato

e Ahol f nem folytonos, de létezik legalabb féloldali véges hatarérték
Aszimptoték:

e Vizszintes aszimptota van, ha lim f(z)=c, vagy lim f(z)=c¢, ahol c€ R

r—00

o Fliggbleges aszimptota, ahol lim f(x)= 400 (elég ha az egyoldali hatarérték végtelen)

T—x0

219
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e Ferde aszimptota, ha lim f(x)= 400 és lim @ =m, m € R. Ekkor az aszimptota:

—+oo T—00

y=m-z+ lim (f(x)—m-x)

z—too
~ .
VII. Abrazolas
VIII. Ertékkészlet leolvasasa
15.1. Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = m fiigguényen.

Megoldas.

I. Alaptulajdonsigok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany, szingularis helyek:

—2+V4+4
P?420-1=0 & z15= TJF =—1+V2
Dy =R\{-1£V2} = z15=—14+/2 szingularis helyek.
e Szimmetria tulajdonsagok:
* Nem paros és nem péaratlan, mert

B 1 N 1 7 flx)
) = 1 Paa 1 4 —f)= i

* Nem periodikus.

e Folytonossag, differencidlhatosag:
Mivel racionélis tortfiiggvény, ezért a teljes értelmezési tartoményan folytonos és
mindenhol differencialhato.

e Tengelymetszetek meghatarozasa:
* A gorbe metszi az y-tengelyt, ha x = 0. Ekkor y = 55— = —1.
* A gorbe ott metszené az z-tengelyt, ahol f(z)=0. De m #0, igy a gorbe

nem metszi az z-tengelyt.

II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

—1
"2)= ————-2242)=0 & 224+2=0 <& =—1.
f'(z) CES T (2x+2) T+ x
Df/ = Df.
z2<—1—-v2 | 2=—1-v2 | —1—V2<z<—1 z=—1 —1<az<—14+v2 | z2=—1+V2 | —14+V2<z
f/(l') + nem ért. —I— 0 — nem ért. —
f(l') / nem ért. / lok. max (Ymaz) \ nem ért. \

|
N[ —=
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ITI. Vizsgalatok a mésodik derivalt alapjan:

f,,(x>__2(x2—|—2$—1)2—(2x+2)2(w2+2$—1)(2x+2) _ 9
(2422 —1)4
2(z°+2r—1)2— (20 +2)2(x* +22—-1)(2v+2) = 0
2z +22—1)- (2*+22—-1—(22+2)%) =
N——

#£0 —3x2—6r—5 =

Df” - Df

Mivel D =36—60 < 0 ezért az egyenletnek nincs megoldasa, igy a fliggvény nem rendel-
kezik inflexids ponttal. Fontos megjegyezni, hogy ennek ellenére a konvexitasa megval-
tozhat a szingularis pontokban, ezért meg kell vizsgalni a méasodik-derivalt elGjelét:

2<—1-v2 | 2=—1-v2 | —1—V2<2<—1+V2 | 2=—1+V/2 | —1+V2<2
nem ért. — nem ért.
fa) ]+ : : +
~ nem ért. ~ nem ért. ~
€T . .

Osszevont tablazat:

r<—1-v2 | 2=—1-v2 | —1—v2<z<~1 z=—1 —l<z<—1+v2 | 2=—1+v2 | —1+V2<z
f/<l') —f- nem ért. —|— O — nem ért. —
f”(l‘) + nem ért. - — — nem ért. +
flz) | —/ nem ért. ~)/ lok. max (Ymaz) ~\, nem ért. AN

IV. A fliggvény hatéarértékei:

. . . 1 _ . _ . 1 _ . .
lim f(z)=—o0 lim f(x) =—o0 lim flz) =00
z—x] T—=Ty T

V. A derivalt hatarértékei:

Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartomanyéan folytonosan differencialhato, ezért nem
sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgalni.

VI. Aszimptotak:
e Vizszintes aszimptota: y = 0 egyenes, mind plusz, mind minusz végtelenben ehhez
az egyeneshez simul a gorbe.
o Fiiggsleges aszimtotak: v =z, = —1—+/2 és az = 2, = —1 4+ /2 egyenesek.

e Ferde aszimptota nincs. (Ha két vizszintes aszimptota van, akkor nem lehet ferde.
De indokolhaté a szokdsos modon is.)
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VII. Abrazolas:

| ] |x '
f % ! ] i
N
5L
VI Ertck készlet: Ry =R\ (-3, 0]. O
15.2. Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = x+ 1 fiigguényen.
x

Megoldas.

I. Alaptulajdonsigok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany, szinguldris helyek: Dy = R\{—1}, igy x = —1 szingularis
hely.
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e Szimmetria tulajdonsagok:
* Nem paros és nem péaratlan, mert

L # )
e L

* Nem periodikus.

e Folytonossag, differencialhatosag: Mivel racionalis-tort fiiggvény, ezért a teljes ér-
telmezési tartomanyan folytonos és mindenhol differencialhato.

e Tengelymetszetek meghatéarozasa (ha lehetséges):

* A gorbe metszi az y-tengelyt, ha z = 0. Ekkor y =0+ 517 = 1.

* A gorbe ott metszené az z-tengelyt, ahol f(x) = 0. De mivel az

1 B 24+r+1
r+1 x+1

flz)=z+

kifejezés pontosan akkor nulla, ha a szamlalé nulla. A szamlaloé viszont egy
pozitiv fGegytitthatos, negativ diszkriminansa (D = 1—4 < 0) masodfoku kife-
jezés, igy a szamlalé barmely valos x esetén pozitiv, a gorbe tehét nem metszi
az r-tengelyt.

I1. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

1
") =1+ (-1
Dy =Dy
F@) =14+ (-1)— = 0
N (z+1)2
(x4+1)*-1 0
(z+1)2
2242 = 0
z(z+2) = 0.
Tehat a lehetséges szélsGértékhelyek: x1 = —2 és 9 = 0.
r<—2 r=—2 —2<x<—1 r=—1 —1<z<0 =0 0<zx
f/(LE) + 0 — nem ért. — 0 +
f(l') / lok. max (Ymaz) \ nem ért. \ lok. min (Ymin) /
= -2+ L _ 3 =0+ L _ 1
ymax_ 1_2_ ) ymzn_ 1_0_ .

ITI. Vizsgalatok a mésodik derivalt alapjan:

) = (2z+2)(z+1)* = (@*+22)2(x+1)  (z+1) ((z+1)(2r+2) —2(2*+22))
o= (x+1)* N (@ +1)* -
202+ 20420 +2—22% — 4z B 2 20

(x+1)3 S (x+1)3




224 15. FEJEZET. TELJES FUGGVENYVIZSGALAT
Konnyen lathato, hogy Dy» = Dy és az is, hogy f-nek nincs inflexios pontja.
r<—1 r=—1 —1<z

f// (l‘) — nem ért. +
f (ZL’) /“ nem ért. ~

Osszevont tablazat:

r<—2 r=—2 —2<x<—1 r=—1 —1<z<0 =0 0<z
f/(SC) + 0 - nem ért. — 0 +
f”(l‘) — - - nem ért. + -+ +
f($) ~ /" | lok. max (ymaz) ~\, nem ért. | =\, | lok. min (ymin) | — "

IV. A fiiggvény hatéarértékei:

2 1 r+1+1
lim f(z) = lim rarrl lim £ = —00
T——00 T——00 x+1 z——o0o 14 P
2 1 141
lim f(z) = lim AL T u — 0
> +x+1
I — lim T
Jim fle) = thm = >
’+z+1
li = lim —=
Jim, @) = lm e = e

V. A derivalt hatarértékei:

Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartomanyéan folytonosan differencialhato, ezért nem
sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgalni.

VI. Aszimptotak:

e Vizszintes aszimptota nincs, mert nincs ,végtelenben véges” hatéarérték.

e Fiigglleges aszimptota az x = —1 egyenes.
e Ferde aszimptota lehet, mivel lim f(z) = oco. Vizsgaljuk lim @ = hatéarértéket:
o flx) . 24adl . 2P4x+l . 14144
lim — = lim ——— = lim ——— = lim —*5"~=1=m,.
Ekkor

?’+ax+1 1 1
b — 1‘ — . == 1' _— = 1' —_ = =
= i () = i () =l =
Igy az aszimptota: y = x.
Hasonloan lathato be, hogy minusz végtelenben is ehhez az egyeneshez simul a
gorbe.
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VII. Abrazolas:

VIII. Erték készlet: Ry =R\ (=3, 1). &

1
15.3. Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = e figgvényen.
x

Megoldas.

I. Alaptulajdonsigok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany: Dy ={z € R| x > 0}, igy nincs szingularis hely.

Szimmetria tulajdonsigok:

e Nem paros és nem paratlan, hiszen mar Dy sem szimmetrikus.

e Nem periodikus.

Az elemi fiiggvények tulajdonsagai és a mtveleti szabalyok miatt a teljes értelmezési
tartoméanyon folytonosan differencialhato.

Tengelymetszetek meghatarozasa:
* A gorbe nem metszi az y-tengelyt, mivel 0 ¢ D;.
* A gorbe ott metszi az x-tengelyt, ahol

fla) =" = o

T
lInz = 0

xr =
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II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

Loy—Inz-1 B 1—-Inxz

flay =2 =
Dy =Dy

f’(q;)zl_;;x _ 0

l—lnzx = 0

Inx =1

r = e

Mivel 22 > 0Vz € D; esetén, ezért a derivélt elGjele megegyezik a szamlalo elGjelével.

o<z<e r=e e<x
fllx) | + 0 -
f(l’) / lok. max (Ymax) \
Ine 1
Ymax = ——— = —
e e
ITI. Vizsgalatok a mésodik derivalt alapjan:

., —1.2?—(1—-Inz)-2z  —3r+2rhnx
F(w) = — -y
Df// = Df

—3x+2xInx
[y = =25 = 0
—3z+2xlnx = 0
r(—=34+2lnz) = 0, x#0
—3+2Inz = 0
3
lnz = =
2
3
r = e2.

A mésodik derivalt elGjele is megegyezik a szamlalo elGjelével, hiszen a nevezé minden
szObajohets x esetén pozitiv.

3 3 3
O<z<e? r=e2 ez2<x
['@) | - 0 +
f(x) ~ inf. pont (Yiny) ~
Ine> %
Yinf = —3 = "5~
€2 €2
Osszevont tablazat:
O<z<e r=e e<m<e% x:e% e2<x
P - 0 O e
f(z) | - - - 0 +
f(l‘) /“/ lok. max (Ymaz) /“\ inf. pont (yinr) \/\
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IV. A fiiggvény hatéarértékei:

8|~

Inz Inxr «<vu
li = lim — = — li = lim — *= lim £ =0
Jfm flz)= lim —==—co, lim f(z)=lim —= =" lim 3

V. A derivalt hatarértékei: Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartomanyan folytonosan
differencialhato, ezért nem sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgélni.

VI. Aszimptoték:

e Vizszintes aszimptota az y = 0 egyenes.
e Fiiggdleges aszimptota, az x = 0 egyenes.

e Ferde aszimptota nincs.

VII. Abrazolas:

0.51

e 225 10 15 20 25 30

1.5

-2.5+

35+

VIIL Erték készlet: Ry = {ylye Ry <1} &
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15.2. HAazi Feladatok
15.1. Hazi Feladat. Végezziink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(z) = 5z® —4x° fiigguényen.
megoldés

15.2. Hazi Feladat. Végezziink teljes figguényvizsgdlatot az f(x) =x-e % —1 fligguvényen.

megoldas
.. o e ?+3x+2
15.3. Hazi Feladat. Végezziink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = 13 fiigguényen.
x
megoldas

15.4. Hazi Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = x-Inz fiigguényen.

megoldés
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15.3. Megoldasok
15.1. Hazi Feladat. Végezziink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = 52° — 4z fiigguényen.
Megoldads.

I. Alaptulajdonsiagok megallapitésa:

e Ertelmezési tartomany: Dy =R, igy nincsenek szingularis helyek.

Szimmetria tulajdonsigok:

e A fliggvény paratlan, mert
f(=z) =5(—2)*—4(—2)° = =2’ +42° = — (52" —42°) = — f(z) VzeR.

Ezért elégséges a [0, 00) intervallumon vizsgalni a fiiggvényt, hiszen a képe az
origbra szimmetrikus.

e Nem periodikus.

Folytonossag, differencialhatosag:

Mivel f polinom fliggvény, ezért a teljes értelmezési tartomanyan folytonos és min-
denhol differencialhato.

Tengelymetszetek meghatérozasa (ha lehetséges):

e Az y-tengelyt az x = 0 feltétel teljesiilése esetén metszi, ekkor y = 0.
e Az z-tengelyt akkor metszi, ha

flx) =
2. (5—42%) = 0.

Mivel az = = 0 esetet mar targyaltuk, ezért:

5—422 = 0
422 = 5

T12 = +
II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

f'(x) =152° —202", Dy =Dy.

flx)=2(15-202") = 0 2,=0

2022 = 15
3
2 — —
Ty
3
T23 = i%

A paritas miatt csak az x > 0 esettel foglalkozunk.
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—§<$<0 =0 O<z<§ x=L3 §<z
flx) |+ 0 + 0 -
f(l’) / nem szé. / lok. max. (Ymaz) \

C5:3v3 4-9v3 6

3
V3= Z\/§
III. Vizsgélatok a mésodik derivalt alapjan:

f"(x) =30z —80z, D =Dy.

f(x) =10z (3—-82%) = 0 ;=0
8 = 3
3
2 — —
TR
3
s = £ V3

A paritas miatt csak az x > 0 esettel foglalkozunk.

V3 _ V3 _ V3 V3
—m<x<0 =0 0<x<m r=00 o <T
' (x) — 0 + 0 —
f(ZL‘) ~ inf. pont yins, ~— inf. pont yinf, ~
21
Yinfr :0, Yinfo :6_4\/6

IV. A fiiggvény hatarértékei:

lim f(z)=0, lim f(z)=—o0.

r—0t T—00

V. A derivalt hatarértékei:

Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartoméanyéan folytonosan differencialhato, ezért nem
sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgalni.

VI. Aszimptoték:

e Vizszintes aszimptota nincs.
e Fiiggbleges aszimptota nincs.

e Ferde aszimptota lehetséges, de mivel

5 3_4 5
lim M: lim or TR lim 522 —4z* = —o00,

r—o00 I T—00 x T—00

ezért ferde aszimptota sincs.
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VII. Abrazolas:

Y

15 {/}5/’—

VIII. Erték készlet: Ry =R. O

vissza a feladathoz
15.2. Hazi Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) =x-e =1 figguényen.

Megoldads.

I. Alaptulajdonsagok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany: D ¢+ =R, igy nincsenek szinguléris helyek.
e Szimmetria tulajdonsagok:

e Nem paros és nem paratlan, hiszen

f(—ac):—x-ex—l 7& f(:l:)

e Nem periodikus.

e Folytonossag, differencidlhatosag:

Mivel f polinom fliggvény, ezért a teljes értelmezési tartomanyan folytonos és min-
denhol differencialhato.
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e Tengelymetszetek meghatarozasa:

o Az y-tengelyt az x = 0 feltétel teljesiilése esetén metszi, ekkor y = —1.
e Az x-tengelyt akkor metszi, ha

8
®I
8
|
—
|
Q= O O

Bebizonyithato, hogy a fenti egyenletnek nincs megoldasa, igy az eredeti fiigg-
vény nem metszi az z-tengelyt.

II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

f/(l’) =eT—zx-e " Df/ = Df.

fl(x)=e"—z-e"=¢"-(1-2) = 0
z = 1
<l x=1 1<z
fz) | + 0 -
f(.%') / lok. max. Ymax \

1
Ymaz = -—1
e

ITI. Vizsgalatok a mésodik derivalt alapjan:

f'(@)=—e*(1=z)+e " (=1) Dpn=Dy.

f(z)=—e"A—2)+e " (-1)=—"-(1—2+1) = 0

v 2 J—
#0 - =
r = 2
<2 r=2 2<x
f//(x) _ O +
f(i’) | inf. pont yinp |
1
Yinf =2+ PO 1
Osszevont tablazat :
r<l =1 I<x<2 =2 2<x
[ | + 0 - - -
fla) | = - - 0 +
/ (x) ~ " | lok. max (ymaz) | >\ | inf. pont (yins) | =\,
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IV. A fiiggvény hatéarértékei:

s, 1
lim — =" lim — =0 = lim f(z)= lim ——1=—1.
r—o00 €T r—o00 T T—00 r—o00 €T

lim f(z)= lim z-e*—1=—oc.

V. A derivalt hatarértékei:

Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartoméanyéan folytonosan differencialhato, ezért nem
sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgalni.

VI. Aszimptotak:

e Vizszintes aszimptota van, mivel lim f(x) = —1, igy plusz végtelenben az y = —1
r—00
egyenes az aszimptota.
e Fiiggsleges aszimptota nincs.
e Ferde aszimptota lehetne, mert lim f(z)= —o0, de
T——00
x
1 f()— lim e*=00¢R

Tehat nincs ferde aszimptota.

VII. Abrazolas:

VIIL Erték készlet: Ry ={ylyeR, y <1-1}. o

vissza a feladathoz
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B 2 4+3x+2

15.3. Hazi Feladat. Végezzink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) = 13
x

. fliggvényen.

Megoldas.

I. Alaptulajdonsigok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany: Dy = R\{—3} = 1z = —3 szingularis hely.
e Szimmetria tulajdonsagok:
e Nem paros és nem paratlan, hiszen

(—2)?>+3(—z)+2 _ 2 -3x+2 # f(x)

J(=2) = —r+3 —z+3 # —f(v)=

2% 43x+2
z+3

e Nem periodikus.

e Folytonossag, differencialhatosag:

Mivel f racionélis tortfiiggvény, ezért a teljes értelmezési tartomanyan folytonos és
mindenhol differencialhato.

e Tengelymetszetek meghatéarozasa:

o Az y-tengelyt az x = 0 feltétel teljesiilése esetén metszi, ekkor y = %
e Az z-tengelyt akkor metszi, ha

flz) =0
?’+3r+2 0
r+3 N
?4+3z+2 = 1
—3+y9-8 —3+1 T = -2,
T19 = = =
’ 2 2 To = —1.
II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:
. (22+43)(x+3) — (z*+3x+2)
fx) = (513)2 Dy =Dy.
) (22+3)(z+3)— (2*+32x+2) a?+6x+7
f(x)= = - 0
(r+3)? (x+3)?
2’ +6x+7 = 0
oo TOEVE6-® _ —642v2 oz = -3-V2
b2 2 T2 Ty = —34+2.
r<—3—/2 z=—3—2 —3—V2<x<—3 | z=-3 | —3<z<—34+V2 z=—3+2 —34+V2<z
f(x) + 0 — nem ért. - 0 +
f(x) e lok. max (Ymaz) A nem ért. A lok. min (Yumin) ya
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(=322 +3(-3-V2)+2
(=3—=v2)+3

ymax_
O (BEVPH3(3+VR) 2 o
e (=3+v2)+3 =2v2-3

III. Vizsgéalatok a mésodik derivalt alapjan:

=-2v2-3,

(22+46)(x+3)* — (2?2 +6x+7)2(x+3)

") = D =Dy,
f(z) (z+3)4 f f
" (22+6)(x+3)? — (22 +62+7)2(x+3) 4
= = 0 VxeD;.
/(@) (v+3)* (z+3)3 70 veeDy
Igy a fiiggvénynek nincs inflexiés pontja.
r<—3 r=-—3 —3<z
f”(l') — nem ért. +
f(.T) [ nem ért. ~
Osszevont tablazat:
r<—3—/2 r=—3-/2 —3—V2<z<—3 | z=-3 | —3<z<-3+V2 r=—3+v2 —34+2<x
f/(l') + 0 — nem ért. — 0 +
f/(.’l?) — — — nem ért. + + +
f(l') /\/ lok. max (Ymaz) /\\ nem ért. \—/\ lok. min (Ymin) v/‘
IV. A fiiggvény hatéarértékei:
2% +3x+2 r+3+2
2% +37+2 r+3+2
I i 0TS g, TR
24 32+2
lim f(z) = lim rAsrte
z——3~ r——3" r+3
22+ 3742
l. p— p—
JJ—EEI}’FL f(5(7> r——31 r+3

V. A derivalt hatarértékei:

Mivel a fiiggvény teljes értelmezési tartoméanyéan folytonosan differencialhato, ezért nem
sziikséges a derivalt hatarértékeit vizsgalni.
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VI. Aszimptotak:

e Vizszintes aszimptota nincs.
e Fliggbleges aszimptota, az x = —3 egyenes.

e Ferde aszimptota lehetséges,mivel lim f(z) = oo és mivel
r—00

- flx) 2?4342 14243
lim —* = lim ———— = lim —*—=% =
T—00 I z—oo x(x+3) T—00 1(1—{—;)

24 3x+2 24 3x+2—22-3 2
b=lim (f(z)—x)=lim TS ) = lim & orteow T~ lim =0.
Ekkor az aszimptota:

Yy =2

Hasonléan lathaté be, hogy —oo-ben is ugyanez az egyenes az aszimptota.

VII. Abrazolas:

VIII. Erték készlet:

Ri= {WGR y<—3-2v2vagy y > —3+2\/§}

vissza a feladathoz
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15.4. Hazi Feladat. Végezziink teljes fiigguényvizsgdlatot az f(x) =x-Inx fligguényen.
Megoldds.

I. Alaptulajdonsagok megallapitasa:

e Ertelmezési tartomany: Dy = {z|r € R, >0}
e Szimmetria tulajdonsagok:

e Nem paros és nem paratlan, hiszen mar Dy sem szimmetrikus.
e Nem periodikus.
e Folytonossag, differencialhatosag:

Az elemi fiiggvények tulajdonsagai és a miveleti szabalyok miatt a teljes értelmezési
tartoméanyon folytonosan differencialhato.

e Tengelymetszetek meghatarozasa:

e Az y-tengelyt nem metszi, mert 0 ¢ Dy.
e Az x-tengelyt akkor metszi, ha f(x) =0:

z-lnx =

x#0

Inz =

— o o

T

II. Vizsgalatok az elsé derivalt alapjan:

1
f(x) :1Hm+x-g, Dy =TDy.

1
f(z)=lnz4+z-—=lhz+1 = 0

x
Inz = -1
1
r = -.
e
O<z<é r:i 1oy
flla)| — 0 +
f(l’) \ lok. min. Ymin /
1
Ymin = ——
e
III. Vizsgélatok a mésodik derivalt alapjan:
1
f'(z) == Dy =D;.

Mivel f”(z) >0 Vz € Dy esetén, ezért f a teljes értelmezési tartomanyan konvex.

IV. A fiiggvény hatéarértékei:

1
Inz =evn -
. . 0- . . . —
lim f(z)= lim z-lnz = lim — "= lim —%-= lim —2=0".
z—07t xz—07t xz—07t p z—07F -2 xz—07t

lim f(x)= lim z-Inz = occ.

r—00 r—00
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V. A derivalt hatarértékei: Mivel f nem derivalhato xo=0-ban, de ott létezik véges egyoldali
hatarértéke, ezért itt kiszamitjuk a derivalt hatarértékeét is:

. 1 - . _
mlir&f (x) fgﬁlir(r)l+ Inz+1=—o0.

Az eredmény geometriai jelentése, hogy a gorbe jobboldali érint6je az x = 0 pontban
fliggdSleges.

VI. Aszimptotak:

e Vizszintes aszimptota nincs.
e Fliggbleges aszimptota az x = 0 egyenes.

e Ferde aszimptota lehetne, mert lim f(z) = oo, de

lim @: lim Inx =00, ¢ R
r—00 I T—00

Nincs ferde aszimptota.

VII. Abrazolas:

A
J

[N

-2

VIIL Erték készlet: Ry={yly € R, y > —1}- &

vissza a feladathoz



16. fejezet

Integralasi modszerek

16.1. Gyakorlat

16.1. Definicié. Legyen f:7 — R, ahol Z C R intervallum. A F : T — R fiigguényt a f primitiv
fiigguényének nevezzik, ha

i) F € Dz, azaz F differencidlhato az T intervallumon.
i) F'(x)= f(x) Ve €Z, azaz f a F derivdlt-figgvénye az T intervallumon.

16.2. Megjegyzés. Ha F primitiv fliigguénye f-nek, akkor F+C'is, ahol C€R, illetve ha Fy és F,
ugyanazon [ figguény primitiv figguényei, akkor Fy— Fy = dllando, azaz a primitiv figguények eqy
additiv konstans erejéig egyértelmiiek. A primitiv fliigguények 6sszességét hatdrozatlan integrdlnak
nevezzik.

16.1.1. Miiveleti tulajdonsagok
Ha f-nek és g-nek létezik primitiv fliggvénye Z-n, akkor f+ g-nek és \- f-nek is 1étezik és

/f(x)+g(x)dx:/f(:z:)dx—l—/g(x)da: /)\-f(x)dx:)\-/f(a:)da:

16.1.2. Elemi moédszerekkel integralhatoé fiiggvények

16.1. Feladat. Szdmitsuk ki a kovetkezd hatdrozatlan integrdlokat.

a) /9952 —4x+3dx

Megoldds.

3 2
/9x2—4$+3d1‘:9/$2d$—4/$d1’+3/1d1‘:9~%—4-%+31’+0. &

1
b) /sinx+cosx+—dw
x
Megoldas.

1 1
/sinx+cosx+—dx:/sinxdx—i—/cosxdx—i—/—dx:—cosx+sinx+1n\x|+0. &

T T

239
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3-27 — d
c) / P x
Megoldds.
3-2 —x2+1da::3~ 2%dr —2- 1+x2dx:3-1n2—2arctga:+0.
4 .5
Q) / vy,
NES
Megoldds
4 .5 20 5. i 17
/—x \/de = / x xd:v:/xllodx:/xfoédx:/xédiv_x;:
\6/5 \G/E xT6 15
15 17
= —.x5+(C
7 15 +
) / dx
e _—
sin z-cos? x
Megoldas.
dx sin x4+ cos? x sin® x cos’ x
— 5 = ——— zdx: — 2dx+ —5 5
sin® z - cos? x sin® z - cos? x sin® x - cos? x sin® z - cos? x

/ d:zH—/

16.1.3. Helyettesitéses integralas

cos? x sin?

dr =tgxr —ctgr+C.

16.2. Feladat. Szamitsuk ki a kovetkezd hatdrozatlan integrdalokat.

sinln x

T

) [

x
Megoldds.

/t

dt
dx

dt

sinln x

T

—_

nx

8= 8|

dx

b) /(2:1:'—1—3)(3:2 +3z+1)"dx

Megoldas.
tS
/(2x+3)(x2+3x+1)7dx = /t7dt = §+O =
t = z2243z+1
4t — 9743

dx
dt

(2z+3)dx

dr = /sintdt: —cost+C =—coslnz+C

(22 +3x+1)8

C
3 +

16. FEJEZET. INTEGRALASI MODSZEREK

dx =
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c)/ ° _dr
e*+m

Megoldds.
r 1
/exe_’_wdx :/gdt:ln|t|+0:ln(ex+7r)+0 &
t = e+
At e
dx
dt = e dx
Sr+T7
d) /cos T dx
3
Megoldds.
br+T7 3 S5r+T7 5 3 3 3 Sr 417
/cos .753—1— dx:g/cos x3—|— gda:—5/costdt:58int+C’:5$in a:3~|— +C &
B i
a _ 5
dx 3
dt = 32dx

Masik modszerrel is megoldhatjuk a feladatot:

Megoldas.
bx+T7 3 3 3 3 . bx+T7
/cos x; dx:/cost-gdtZE/costdt:gsint—i-C':gsin :v3+ +C &
t — 51;»7
o = 3t=T
5
dz  _ 3
dt - 5
de = 3adt
1
——dx
) /W—\/E
Megoldds.
6t° 612 6t°—6 6
dr = T sdt= dt = —dt
/fo/\/_\/_ - [t [ i [ e
= V=
8 = 2
de = 645
dr = 6t5dt
(t—1)(¢ 1 1 2
@/ + /—dt-6/udu+6/—dyzG%—i—Gln\yH—C’@
Y
= -1
du = dt dy = dt
O3(t+1)2+6In|t—1|+C=3(Yz+1)*+6In|Yz—1|+C &

16.3. Megjegyzés. A késdbbiek sordan sokszor taldlkozunk olyan dsszetett fiigguénnyel az integ-
randusban, melynek belsd fiigguénye ax—i—b (a #0) alaku. Ilyenkor a fenti helyettesitést ,fejben” is
elvégezhetjiik. Ilyenkor [ f( aa:—l—b)da:— a“Hb —i—C ahol F' a f primitiv fligguénye.
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16.1.4. Parcialis integralas

16.4. Tétel. Ha f és g valamely intervallumon differencidlhatok és f-g' -nek létezik primitiv figg-
vénye, akkor f'-g-nek is létezik primitiv figguénye és

/f’(zv)-g(m)dm:f(a:)-g(a;)—/f(g;>-g'(x)dx.

16.5. Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a mddszer akkor haszndlhato jol, ha az f és g fiiggvényeket
gy vdlasztjuk, hogy f-g' fiigguény primitiv fiigguénye konnyebben szamolhato, mint az eredeti f'-g
fiigguényé. Az aldbbi négy tipus esetén érdemes parcidlisan integrdlni:

L

I1.

111

Polinom fiigguény és exponencidlis-, vagy trigonometrikus fiigguény szorzata.

Megoldds : A parcidlis integrdlds sordn legyen g a polinom, igy a fenti eljardst alkalmazva a
kiszamitando [ f(x)-¢'(x)dx hasonld tipusi lesz, mint az eredeti primitiv fiiggvény, de a po-
linom fokszama eqgyel csokken. A parcidalis integrdldst egészen addig ismételten alkalmazzuk,
amig a polinom konstanssd nem vdlik, ekkor mdr elemu uton integralhatunk.

a) Polinom és logaritmus-, vagy ciklometrikus (,drkusz”) figgvény szorzata.
Megoldds : A parcidlis integrdalds sordn legyen ' a polinom, igy a fenti eljarast alkalmazva
a kiszamitandd [ f(x)- ¢ (x)dx integrdlban a polinom mellett egy konnyebben kezelhetd
fiigguény jelenik meg.

b) Logaritmus-, vagy ciklometrikus (,drkusz”) fligguény integrdldsa.
Megoldas : Ilyenkor az integrandust tekinthetjik olyan szorzatnak, melynek az eqyik té-

nyezdje az eredeti integrandus, a mdsik tényezdje pedig az azonosan 1 polinom. A parcidlis
integrdlds sordan ugyanigy jarunk el, mint az eldzd tipus esetén.

FExponencidlis- €s szinusz-, vagy koszinus fligguény szorzata.

Megoldds: Kétszer egymds utdn parcidlisan integralunk. (Tetszdleges megfeleltetéssel, de
mindkétszer ugyanolyan szerepkiosztdssal.) A mdsodik lépés utdn egy fliggvényegyenlethez ju-
tunk, melybdl elemi dtalakitdssal ,kifejezhetjik” a keresett figguényt.

16.3. Feladat. Szdamitsuk ki a kovetkezd hatdrozatlan integrdlokat.

a) /xz-sinxdx

Megoldds.

/x2-sinxdx =% (—cos ) —/23:- (—cosx)dx = —$2-cosm+2/xcosxdx@
g(x) = 22 fl(z) = sinx g(z) = = f'(x) = cosz
g (x) = 2z f(z) = —cosz g = 1 f(z) = sinx

©—2%cosx+2 (x-sinx—/l-sinxdx) = —x?.cosx+2z-sinz+2cosz+C. &
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b) /(3:B—5) 23y

Megoldas.
€2x+3 62x+3 6236+3 3
/(31:—5)~e2“3dx: (3z—5)- —/3~ dz = (3z—5)- ——/eQH?’d:c@
2 2 2 2
glz) = 325 flz) = e¥? ‘
g(z) = 3 fle) = [e*H3da=1 [e2*+32dx=1 [eldt=1e'+C= 6212+3 +C
e2:}c+3 3 €2I+3
3r—5) ——— - C.
c) /arctgxd:c
Megoldds.
[ mctgods = [ 1-axctgad tgo— [0 g [ 20 e
arctgrdr = -arctgrdr = x-arctgr — [ - r =x-arctgr — = x- x
& s & 1+a? S 1427
g(z) = arctgz fllz) = 1 t =1+a2
J@ = o fl@) = « At =2ada
1 1 1 1 9
@x-arctgw—§ -;dt:x-arctgx—51n|t|+0=x-arctgm—§ln 1+27|+C. &
d) /ln2 xdx
Megoldds.
2 2 2 1 2 1
In“"zde= | 1-In“zde=x-In"z— [ x-2-Inx-—dr=x-In"z— [ z-2-Inzx-—dz©®
x x
g(x) = In?z fflz) = 1
g(x) = 2-lnz-% flz) = =

1
@x'ln2x—2/lna:dx—x-ln2x—2(a:-lnx—/—~a;dx) =z-In*z—2(z-Inz—2)+C
x

g(z) = Iz FE o= 1
g@ = 3 fl) = =
¢
e) /(Zx—i—l)-arctg?)xdx
Megoldds.
3 2
/(290—1— 1)-arctgdrdr = (v +x) -arctg?;x—/ %dw = (2°+x)-arctgdr—
x
g(z) = arctg3z fl(z) = 2z+1
g @) = Hﬁ{i flz) = 2%+x
322 3z 3x?+1i-1 1 [1
— dr— dz = (2° -arctg3z— ¢d——/—dt
/1—1—9932 v /1+9x2 = (0"t ) arctgde / 11922 76 ) ¢ S
t = 9z241

dt = 18xdx
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1 1 1 1 1
w2 +x)-arctgdr—= [ de+- | ———=dx——=In|t| = (2® + ) -arctg3r — —a+
14 (3x)? 6 3

3 3 (32)
y = 3z
%dy = dz
+1/ ! d —lln\9x2+1\:(x2+x)~arct 3x—1x+1arct —lln]9x2+1]+C:
90/ 1+2% % BT M TG
= (2* +x)-arctgdz — éx—i— %arctg?)x— % In|92%+1|4+C

f) / sinx-e’dx
Megoldas.

/sinmezdx:e’”'sinx—/ez-cosxdx:em-sina:—<6’”'cos:c+ e”sinxdm)@

g(z) = sinz fi(x) = e* g(x) = cosz ) = €*
g'(z) = cosz flz) = €* g (xr) = —sinz flz) = €*
Ee”-sinx—e*-cosx— | e*-sinxdr.

A fenti egyenléség két oldalat Gsszevetve kapjuk:

/Sinx-ezdx = ex-sinx—e‘”-cosx—/e”c-sinxdm,
ahonnét rendezéssel kifejezhetjiik a keresett integralt:

/sinx-exda; = e”-sinx—ex-cosx—/e”‘“-sina:dx

2/sinx-exdx = ¢®.sinx—e*-cosx

. - e’-sinx —e’-cosx
sinz-e“dr = .

2

Mivel tudjuk, hogy a primitiv fliggvény csak egy additiv konstans erejéig egyértelm, ezért

. et-sinx—e*-cosx
/sm:c-exdx: +C

2 ' %

g) / 3 cos 2xdx

Megoldds.
3 1 3x 1 3z : 1 3x 2 3z
e’* cos 2zdr = 3¢ cos 2r — 3¢ (—2sin2z)dx = 3¢ cos 2x—|—§ e’ sin 2xdx &
g(z) = cos2z fllx) = e3° g(r) = sin2z fllx) = e
g (z) = —2sin2z flz) = e?f g'(z) = 2cos2z flz) = eix

3z 3x

1 2 1 2 4
@gesx cos 2x + 3 (% sin 3z — %2 cOS 2xdm) = 56330 cos 2x + §e3x sin 3z — 9 / 3 cos 2xdx.
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A fenti egyenléség két oldalat dsszevetve kapjuk:
3x 1 3x 2 3z o3 4 3x
e’ cos 2xdx = §e cos 2x + 56 sin 3z — ) e”* cos 2zdx,
ahonnét rendezéssel kifejezhetjiik a keresett integralt:

1 2 4
/ e cos2rdr = - cos 2+ 5639“ sin 3z — 9 / > cos 2xdx

3
13 1 2
9 e cos 2udr = 56396 cos 2z + 5635” sin 3z
9 /1 2 3 2
/ 3 cos 2rdr = 3 (56336 cos 2x + §GSI sin 31‘) = 1—3639“ cos 2x + 1—363” sin 3z.

Mivel tudjuk, hogy a primitiv fliggvény csak egy additiv konstans erejéig egyértelm, ezért

3 2
/ e cos 2xdr = 1—363“3 cos 2z + 1—363:0 sin3z+C. o

h) / cosInzdx

Megoldds.
/coslnxdx:/etcostdt:et~cost—/et-(—sint)dt:et-cost—i-/et-sintdt@
t = Inz g(t) = cost i) = & g(t) = sint ') = &
et = =z g'(t) = —sint f@&) = &t g'(t) = cost f@) = et
etdt = dx

@et-cosH—et-Sint—/et-costdt
A fenti egyenléség két oldalat Gsszevetve kapjuk:
/coslnxdx = /et costdt = et-cost—f—et-sint—/et-costdt,
ahonnét rendezéssel kifejezhetjiik a keresett integralt:
/et costdt = et~cost+et-sint—/et-costdt
2/et costdt = e'-cost+e'-sint
1

1
/etcostdt = Eet-cost+§et-sint

zcoslnz+zsinlnx
2

1 1
/coslnxdx = 561”-Coslnx—l—ﬁelm-sinlnx:

Mivel tudjuk, hogy a primitiv fliggvény csak egy additiv konstans erejéig egyértelmii, ezért

/Coslnxdx:xcoslnx;—xsinlnijo N
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16.2. Hazi Feladatok

16.1. Hazi Feladat. Szamitsuk ki a kévetkezd hatdrozatlan integrdlokat.

a) /tgxdx megoldds
b) /@dw megoldas
c) /($2+23€>/§_2)d$ megoldas
d) /tgzmdx megoldds
¢) /\/l—i—x \/1+x megoldds
f) /x-(31:2—|—5)8dx megoldds
q) /— cos —dx megoldds
h) /1+25xdx megoldds
i) /eﬁdx megoldds
7) /x3-sin3xd:c megoldds
k) / In® zdx megoldds

l) /sin Vadr megoldas
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16.3. Megoldasok

16.1. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a kévetkezd hatdrozatlan integrdlokat.

a) / tgrdx

Megoldds.
: e 1
/tgxd:c:/smxda::—/ Smxdx:—/Edt:—ln]t\+0:—ln]cosx|+0 &

vissza a feladathoz

1
b d
) /sin22x v

Megoldds.

1 11 1 -1 1 1
do==> | ——2de=—= dt = ——ctgt+C = ——ctg2z+C.
/sin22x ! 2/ ! /sin2t pClel T peteert ¢

sin? 2x 2
t = 2z

dt = 2dx

De megoldhato elemi atalakitédsokkal is:

Megoldads.

1
/ ——dx
sin” 2x

Errrr=r
= B —— x g
4 sin®  cos? &

1 sin?z+cos? x
= - ﬁdﬁ =
4 sin” x cos? x

1 1 1 1 1 1 1 —1
= - dr+- dr = - dr— - dr =
4/(30821: x+4/sin2x v 4/c082x v 4/sin2x v

vissza a feladathoz

1 1
= —tgr—-ctgx+C.

4 4
2 3 3_2
c) /(w i g(x )dx

2V/22

Megoldds.
2 3_ 5 3_9,2_
/(a: +3)(@ 2)dx = L fattse -2 6d:c:1/x5§+3:c3§—2x2g—ﬁxgdx:
2v/ 12 2 N 2

Il
N | —
&
l5
Q
&
+
| W
&
W~
QL
8
|
&
Wl
SH
&
|
w
H\
win
SH
&
Il

1 z5 3 2% xg T3
= - —+ - —— — — —3. —+(C =
16 10 7 1
2 3 2 3 3 3
vissza a feladathoz
3 16 9 10
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d) /tg%dm

Megoldas.

in? 1 —cos? 1
/thxdx:/Sln xdmz/ﬂda::/ d:p—/ldx:tgx—w+0. &
cos? x cos? x cos? x
vissza a feladathoz
/\/ler \/
1—|—a7

Megoldds.

/\/H—x \/ oy V(A +z)2 4/ (1—2)? e
l+z = V+z)(1—=)

Az integrandus akkor értelmezhets, ha —1 < z < 1, ekkor viszont /(14+z)? =14z és

V (1_3:)2 = 1_1:, igy

1—|—x 1
————dx =2arcsinz+C.
<%/\/ 1—1—3: V1—22 <

vissza a feladathoz

f) /x (3x2—|—5)8 dx
Megoldas.

1 1 1t 1
/x-(3x2—|—5)8d:p:6/(3m2+5)8-6xdx:g/tsdt:a%—i—C’:5—4-(3x2+5)9+0. &

t = 32245
dt = 6zdx
vissza a feladathoz
/— CoS —dm
Megoldds.
1
/— cos—dx———/cos— (——) dx:——/costdt@
27
27
dt = —i—gda:
1 1 2
©— —sint+C=——sin 2 +C. &
2 21 T

vissza a feladathoz
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w |

53}
25
Megoldds.
5* 5* 1 57 Inb 1 1
drv= | —————do=— | ————do=— [ ——=dt
/1+25x * /1+(5w)2 * 1n5/1+(5~”")2 v 1n5/1+t2 ©
t = 5°
dt = 5%Inbdx
1 1
©&——arctgt+C = —arctgh” 4 C. O
Inb Inb

vissza a feladathoz

i) / eVeda

Megoldds.

/eﬁd:c = /et-Qtdt = 2te! — / 2eldt = 2tet —2e'+C' = 2/zeV® —2eV7 + C.

b= VE e = 2% ) = e
2 = 2 gty = 2 f@t) = et

2dt = dzx vissza a feladathoz

j) /x3-sin3xdx

Megoldds.
3 L 3 2 1
x”-sin 3zdx = —3®"rcos 3x— [ 3= (—g) cos 3zdr &
glz) = a° f(x) = sin3z
g(x) = 3z? f(z) = [sin 3ccdcc:% [ sin 3z-3dz=

t=3x = dt=3dx

= % [ sin tdtzfé cos t+C:f% cos 3z+C

1 1 1 1
@—§x3'cos3a:+/xQ-COSSxda::—§x3~0083x+§x25in3x—/2x~gsin?)xd:c@

() = 22 fl(x) = cos3z
") = 2z f®) = [cos3azdz=% [ cos3x-3da=
t=3x = dt=3dz

= %fcos tdt:% sin t+C:% sin 3z+C

1 1 1 1
@—gx?"cos 39(:—1—5:1;2 sin 3m—§ /x-sinSa:da: = —gxg-cos 3x+§x2 sin 3z—

glz) = = f'(x) = sin3z
g =1 flz) = —%00533:

2 1 1 1 1 2
~3 (—gxcos?)x—/(—g)cos?)xdx) = —§x3~cos3x+ §x2 sin3x+§x00s3x—

2 1 1 2 2
~9 / cos 3xdx = —gxg cos 3xr + 5352 sin 3z + §IB cos 3 — o7 sin 3z + C. | &
vissza a feladathoz



250 16. FEJEZET. INTEGRALASI MODSZEREK

k) / In® zdx

Megoldas.
1
/ln3xdx:/l-lngxdx:x-ln3x—/31n2x-—-xdx@
x
g(x) = Indzx fllz) = 1
g (x) = 3ln2x~% flz) = =z
1
@I-ln3x—3/1-1n2xdx:x-1n3x—3-(x-anx—/anx-—mdx)@
x
g(z) = In?z flz) = 1
g (x) = 21nx~% flz)y = =
1
@xln3$—3$ln2x+6/11na:d$:xln3:v—3xln2$+6(zlnx‘—/—xdm)@
x
gl) = Iz  flz) = 1
g@ = 3 f@) = =
@xlngx—3xln2x+6xlnx—6/1d$:x1n3a:—3xln2x—|—6xlnx—6m—|—0. &
vissza a feladathoz
1) /sin%dw
Megoldas.
/sin {*/dez/?,tQ sin tdt = —3t> cost—/6t(— cost)dt@®
t = Yz g(t) = 3t2 f'(t) = sint
2 = z g'(t) = 6t f(t) = —cost
t2dt = dw
@—3t2cost+6/tcostdt:—3t2cost+6tsint—6/sintdt@
g(t) = 6t f'(t) = cost
gt = 6 f(t) = sint
@—3t2008t+6tsint+6cost+0:—3{‘752(30525—1—6\3/Esin\3/§+6cos\3/§—|—0 O

vissza a feladathoz



17. fejezet

Specialis fiiggvényosztalyok integralasa 1.

17.1. Gyakorlat

17.1.1.

Racionalis fiiggvények integralasa

17.1. Definicio. Az

i) f(z)= a2 +ap 12" - Faxrtay, rER, neEN, ¢;€R (i=0,...,n)

i) f(x) =

wt) f(x) =

A
ﬁ, aeR, v#a, neN", AeR
r—a)"
Arx+ B
( Qflj_—i— o A BER, z€R, a,b,ceR,(b*—4ac<0), ne N,
axr T +c)™

alaki fiigguényeket elemi tortfiigguényeknek nevezzik.

17.2. Tétel. Minden raciondlis fiigguény felbonthato véges szdmai elemi tortfligguény Osszegére.

17.3. Megjegyzés. A tétel bizonyitasatol eltekintink. Helyette eqy, a gyakorlatban jol alkalmaz-
hato eljards lépéseit irjuk le, amellyel a felbontdst eld is dllithatjuk.

1.1épés:

2.1épés:

A racionalis fiiggvényt polinom és valddi racionalis tort Osszegére bontjuk.

17.4. Definicio. Az f(x) = 553 v € R\Ag, Ag ={\€R| Q(\) =0} (P,Q polinomok)

raciondlis tortfigguényt valddi raciondlis tortnek nevezzik, ha deg P<deg Q. (Ha deg P>
> deg Q, akkor a fiigguényt raciondlis dltortnek hivjuk.)

Ha f(x) = ggg (x € R\Ag) egy racionalis altort, akkor P-n ()-val maradékos osztést
végezve felbontjuk:

P(z) = Pi(x)-Q(z)+ R(x), ahol R =0, vagy deg R < deg().

Ekkor
P(z) _ Pi(z) -Qz)+ R(z)

Qz) Q(x)

ahol % mar valédi racionélis tort.

R(z)
Q(x)’

= Pi(z)+

fx) =

A nevez6t irreducibilis (elséfoki-, vagy negativ diszkriminanst méasodfoka-) tényezdk
szorzatara bontjuk.

251
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3.1épés: A tortet elemi tortek Osszegére bontjuk az egyenld egyiitthatok modszerével.
17.1. Feladat. Bontsuk elemi tortek dsszegére a kovetkezd raciondlis fiigguényeket!
e

Ca242x-3

Megoldads.
1.1épés:

a) f(x)

3 4022 +x 40 :(I2+2$—3): r—2.

2 4222 -3z
—22% 44z +0
—22% —4x +6

8r —6

Py (z) R(z)
8r—6
—r—2
Ja) = +x2+2:p—3
2.1épés: 2°+2x—-3=0,
—2+£V4+12 -2+£4 r = —3
12 = = =—142
’ 2 2 XTo = 1.
lgy 2°4+22—3 = (2 +3) - (z—1).
3.1épés:
8z —6 A N B Az—A+4+Bz+3B (A+B)z+(3B—-A)
(x+3)-(z—1) 2+3 2-1  (2+3)-(x—1)  (2+3)-(z—1)

Felhasznalva, az el6z6 félévben kimondott tételt, melyszerint két polinom ponto-
san akkor egyenld, ha egytitthatoik rendre megegyeznek. A megfelels egyiitthatok
egyeztetésébdl a kovetkezd egyenletrendszer irhato fel:

A+B = 8 = A=8-B

3B—A = —6
3B—(8—B) = -6
4B—-8 = —6
4B = 2
1
B = -
2
1 15
A = 8——:—
2 2
oy 826 :%+§ i
(x+3)-(x—1) z+3 z-—1
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b) f(z) = xt —142°% +292% — 262 +9
(22— 2+1)2-(32-2)
Megoldds.

1.1épés: Mivel f(z) valodi racionélis tort (a szamlalo fokszama kisebb, mint a nevezsé),
ezért az els6 1épést nem kell elvégezniink.

2.1épés: A nevezs szorzat alakban adott, igy csak azt kell ellendrizni, hogy a masodfokn
tényez6 valoban irreducibilis-e.

2—r+1 = D=1-4<0.

Igy a felbontasban csak elséfoki és negativ diszkriminansi méasodfoku tényezék
szerepelnek.
3.1épés:
rt — 1423 + 2922 — 262 +9 A n Bx+C N Dzx+E
(z2—2+1)2-3v—2)  32—2 22—z+1 (22—2+1)2
A(2?—2+1)?+(Bz+C)(3z—2)(2* —x+ 1)+ (Dz+ E)(3z —2)
(x2—2+41)2-(3z—2)

A zéarojelek felbontasa utéan, a nevezok egyenlGsége miatt a szamlaloknak is meg
kell egyezniiik:
ot —142° +292° —2604+9 = (A+3B)a*+(—2A—-5B+3C)z* +
+(3A+5B —5C +3D)x*+
+(—2A—-2B+5C -2D+3E)z+
+(A—2C-2F).

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl a kovetkezs egyenletrendszer irhato fel:

A+3B =1 = A=1-3B

—2A-5B+3C = -—-14 = C:—4—§
7
3A+5B-5C+3D = 29 = D:2—§B
—2A—-2B+5C—-2D+3E = —-26 = Ez%B

A-2C-2E = 9

2B 70

1-3B48+°2—-—B = 9
MR NT:
133

9——2B = 9
27

B=0 E=0 A=1 D=2 (C=-4
Igy
1 . —4 + 2z
3r—2 a?—zx+1 (22—z+1)% O

fx) =
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2004627+ 927 +1

B (x+1)3

Megoldas.

1.1épés: A nevezében elvégezve a hatvanyozéast: (z+1)° = 23 + 322 + 32 +1

c) f(x)

274 4623 41922 40z +1 (24322 +3x+1)= 2z,
22 +62° +622 +2x
3x° —2x +1

gy 22* +62° +92° +1 = (22) -(2* + 32° + 32+ 1)+ 32° — 22+ 1, és
—_—————

~—
Py (z) R(z)
32 —2x+1
o T
flo) =204 =y
2.1épés: A nevezd elséfoku tényezok szorzataként adott, igy méar nem kell atalakitani.
3.1épés:
3r—2z+1 A N B N c
(x+1)3 o+ (x41)? (ZE+1)3_
A(z+1)°+B(z+1)+C
(z+1)3 N
A+ (2A4+B)z+A+B+C
B (z+1)?

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl a kovetkezs egyenletrendszer irhato fel:

A = 3
2A+B = -2 = B=-8
A+B+C = 1 = (C=6
Tey 3 8 6
—9 . .
J@) =224 e~ e T gy &

1823 — 622+ 29z + 11
(2x+1)%- (22 —4x+5)
Megoldds.

1.1épés Mivel f(z) valodi racionalis tort (a szamlalo fokszama kisebb, mint a nevezsé),
ezért az els6 1épést nem kell elvégezniink.

)

2.1épés A nevez§ szorzat alakban adott, igy csak azt kell ellenérizni, hogy a méasodfokt
tényezk valoban irreducibilisek-e.

v —4x+5 = D=16-20<0.

Igy a felbontasban csak elséfok és negativ diszkriminanst mésodfoki tényezsk
szerepelnek.
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3.1épés
1823 — 622 +29x + 11 A n B n Cx+D
(224+1)2- (22 —4x+5) 20+1 (2v+1)2 22—42+5

A2z +1)(2? —4x+5)+ B(2? —42+5)+ (Cx+ D) (2x+1)?
(2z+1)2- (22 —4x+5)

A zarojelek felbontasa utan, a nevezdk egyenldsége miatt a szamlaloknak is meg
kell egyezniiik:

182° — 622 +292+11 = (244+4C0)2 +(=TA+B+4C +4D)x* +
+(6A—4B+C+4D)x+(5A+5B+ D).

A megfelels egytitthatok egyeztetésébdl a kovetkezd egyenletrendszer irhato fel:

2A44C = 18
—TA+B+4+4C+4D = —6
6A—-4B+C+4D = 29
5A+5B+D = 11

A linearis egyenletrendszert megoldva,
A=3 B=-1 C=3 D=1
adodik és igy
3 1 . dr+1
2241 (224+1)2 a2—4dx+5 o

/()

Elemi tortfiiggvények integralasa
[. Ha f polinom, akkor tagonként integralunk.

A

(x—a)"’

a) Ha n =1, akkor

II. Ha f(z) = (n € N*), akkor az alabbi két eset lehetséges.

A 1 1
/ da::A/ dx:A/—dt:A-ln|t|+C:A-ln|$—a|+C’.
rT—a r—a t

t = x—a
dt = dzx
b) Ha n > 2, akkor
A 1 —ntl A 1
————dr=A | ———dz=A [ tT""dt=A- C=- : C.
/(x—a)” v /(a:—a)" v / —n—|—1+ n—1 (x—a)"—1+
t = z—a

dt = dzx
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Ar+ B
III. H =
af@) (ax?+bx+c)"’
teljes négyzetté alakitjuk:

2 bt 2 b C b 2 b?+c b 2+4ac—62
ax r4+c=al2x*+—-z2+—-|=al|llz+— ) ——+—-| =0a T+ —

a a 2a 4a?2  q 2a 42

N——

Ekkor

(n € N*), ahol D = b* —4ac < 0, akkor els6 lépésként a nevezét

B Az+B (A (t-%)+B
/f(x)dx B /a”<(x+%)2+oz2>ndx_/ @ @ra?)

t = x—i-%
x = t—%
dt = dz
A t B—4b 1
= = —dt + Za —dt.
(2 +02) a (2 +02)

Ezek utan az alabbi négy fajta integral kiszamitésara lehet sziikség:

1 1 1 1 1 1 1 t
a) / ——dt=— | ———dt=— / du = —arctgu+C = —arctg—+C
« a !

t =
2+ a? a? 1+(£)2 1+wu?
du = Lldt
t 1 /1 1 1 5 9
u = t2+a?
du = 2tdt
t 1 /1 1yt —1 1
———dt=—= [ —du=—- = ——4C
°) /(t2—|—a2)” 2 ) w2 —n+1+ 2(n—1) u”—1+
u = t24a?
du 2tdt
1 o' 1 1
d - . d — . d f—
) / t24a?)n /(oﬂtg%—l—oﬂ)” cos2u /oﬂ"—l(l—irtg%)" costu "
= oatgy —F<u<ly
dt = owﬁdu
1 1 1 1 cos?" u 1 )
= — (n—1)
a2n—1 / (coszu—‘;sm u)n C082 udU— a2n1/ COSQ’udu— a2n—1 /COS udu
COS

Az eljaras folytatasara visszatériink a trigonometrikus fiiggvények integralasakor. (258. oldal)
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17.2. Feladat. Integraljuk az 17.1. feladatban szerepld raciondlis fiigguényeket!

24
—d
2) /x2+2:1:—3 .

Megoldds.

4 1 i 15 1 1 1
=Y = 2 2 dr= [ ade—2 [ lde+-—= | ——do+=
/$2+2x—3x /x st /Im / x+2 7+3 +2/.2:—1

15 1 1 1 2 15
SRR, PO Rl L +—/ dr=" 9422 ln|t|+ Inju|+C =

2 2 ) z+37 2) v-1 2
t = =z+3 u = 2=l
dt = du du = dz
2 15
:%—2x+—ln|x+3|+ Injz—1|+C %

b dx

) / ot — 1423 + 2922 — 262+ 9
(2 —2+1)2- (32 —2)
A feladat megoldéasat a trigonometrikus fiiggvények integralasa témakor utan adjuk meg.

/2x4+6x3+9x2—|—1
c) dx
(z+1)3
Megoldas.
22 +62° + 922+ 1 3 8 6
dx 2 — dr =
/ 1P /x+m+1 1) a1t

ot [ e [ S [ e
=2z +3/x+1daz —8/ (:Eil) dx +6/(:ET11)3dx:

t = z+1 t = xz+1 t = xz+1
= dzx dt = dx dt = dx
2+3/1dt s [ Lares [ Lar—w2vampy—s. = 16 t_2+c
= —_ — —_— —_— = n _— _— =
t 12 3 —1
8 3
2
= 31 1 — C.
r°+3In |z + |+x—1—1 <x+1)2+
Q) / 1823 — 622+ 29z + 11
x
(2x+1)%- (22 —4x+5)
Megoldas.
/18x3—6$2+29:c+11 / 3 s S
xr = — xr =
(2x+1)%2- (22 —4x+5) 2e+1  (2z+1)2 22—4x+5

1 1 31+1
p— _— —_— d pr—
3/2x+1dx /(2x+1)2d$+/(x—2)2—4+5 v

t = 2z+1 t = 2x+1
dt = 2dz dt = 2dz
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3 1 L[ 3r+1 3 [1 1 (. 3(u+2)+1
e T S (. s N g [ TR /—————d —
2/? 2/ﬁ 'f/(x 2241 2/? 2/‘ T e ™

u = x—2

w2 = @
du = do
3 1t 3u+7 3 11 u 1
:§1n|t|—§_—1—|—/u2j;1du:§1n|t|+§-¥—l—3/u2+1du +7/u2+1du:
y = u?4l
dy 2udu
:§In|t|+2lt+;/$dy+7arctgu:gln|t|+2lt+gln|y|+7arctgu+0:
:§ln|2x+1|+;+§ln]u2+1\—|—7arctg(m—2)+ ==
2 220 +1) ' 2
:§ln|2x+1|+—+§ln](a:—2)2+1|+7arctg(ac—2)—i—0. O
2 202z +1) ' 2

17.1.2. Trigonometrikus fiiggvények polinomjainak integralasa

L) /sinxdx:—cosx—l—C, /cosxdx:sinx—l—C

I1.) /sin”x~cosmxd:€ (n,m € N)

i) Az n=m=0 eset érdektelen, hiszen ekkor val6jaban nem is trigonometrikus fiiggvényrdl
van szo.

ii) Ha n paratlan (m tetszéleges)
Legyen n = 2k+1, ahol k € N. Ekkor

/sin" x-cos™ xdr = /sin%H x-cos" xdr = /sinzl€ x-cos™ x-sinxdr =

= /(sin2 z)¥-cos™ x-sin xdr = /(1 —cos® x)¥ -cos™ x-sin xdr = — /(1 —tHk .t
t = cosz
dt = —sinwde
Ezzel a feladatot egy polinom integralasara vezettiik vissza.
iii) Ha m paratlan (n tetszéleges)

Legyen m = 2¢+1, ahol ¢ € N. Ekkor

/sin” x-cos" xdr = /sin” z-cos? M xdr = /sin" z-cos® x-cos xdr =

:/sin":v-(COSQ:r)e-cosa:dm:/sin”x-(l—sian)g-cosmd:E:—/t”-(l—tQ)ﬁdt

u = sinz
du = cosxzdzr

Ezzel a feladatot most is egy polinom integralasara vezettiik vissza.

iv) Ha n és m mindegyike paros, azaz n =2k és m =2(, ahol k, ¢ € N és nem mindegyik 0.
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Ekkor az tgynevezett linearizal6é formulat kell hasznélnunk, amely a jolismert addicios
képletbdl és a trigonometrikus Pitagorasz tételbdl vezethetd le:

cos2r = cos’r—sin®x

1 = cos’z+sin’z

A fenti egyenletrendszerbél cos? z-t illetve sin? z-t kifejezve:

1+4cos?2

cos’r = Tx rzeR
1— 2

sin?z = $ rz€eR

/sin” x-cos™ xdr = /sin% z-cos® xdr = /(sin2 z)* - (cos® x)'dx =

/ 1—cos2z\" 1+cos2x Kd
= . T=...
2 2

Megmutathato, hogy véges sok 1épésben / cos™ax dr  (a € Z*,m € N péaratlan) in-

tegrélasara vezethetd a probléma.

17.5. Megjegyzés. Parcidlis integrdldssal rekurzios formula adhato erre az esetre.

17.3. Feladat. Integrdljuk a kévetkezd trigonometrikus figguényeket!

a) /sin3 <2x+%> dz

Megoldas.

/sin3 <2x+%> dx = /sin2 (2x+%> -sin <2I+%> dx =

:/<1—cos2 <2x+£)) -sin <2x+%> d:z::—%/(l—tQ)dt:—%(t—%)vLC:

t = cos(2x+§)
dt = 72Si1’1(21+%)d$
L (2 + 7T> + L (2 + 7T> +C &
= —— COS — — COS — .
2 )76 T

b) /0053 -sin® zdx
Megoldds.

/Cos3 x-sin® xdx = /cos2 x-cosx-sin’ xdr = / (1 —gin? 93) -cosz-sin? zdx =

t = sinx
dt
3P 1

1
:/(1—t2)-t2dt:/t2—t4dt:§—€+C’:§sin3x—gsin5x+0. %

cos zdx
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c) / sin? 3xdx

Megoldads.
1 1 1 1 1 1
/sin23xdx:/§—§cos6a:dx:/§dx—§/cosﬁxdx:5:1:—5/costdt:
sina = # t = 6x
sin?3x = % dt = 6dz
1 1 1 1
zax—ﬁsint+C:§x—Esin6x+C. &

d) /sin4 x-cos® xdx
Megoldas.

1—cos2z\” 1 2
/Sin4£€‘COSQl’dQ?:/(Sin2l’>2'COSZQ3dQ}:/< 020s I) : +C2OS Ty =

sin2x = #

C052 z — 1+cgs 2x

1
/(1 —2cos 2z +cos® 2z) - (14 cos 2z )dx = 3 /(1 — 08 22 — cos”® 22+ cos® 2x)dx =

1 1 1
/1d:v—§/(3052xdx— g/cos2 2xdx +§/Cos2 2x-cos 2xdx =

t = 2z cos?aq = ItegsZe

dt = 2dz cos?2x = %

ool»—k | =

1 1 1 1
gx—l—/costdt—ﬁ/1+cos4xd:v+§/(1—sin22$)-0052xd1’:
u = 4z y = sin2x
du = 4dz dy = 2cos2xdx
1

1 1 1
:gx—ﬁsint—6—4 (1+Cosu)du—|—1—6 (1—y*)dy =
RS WS SRS IR SHIE S
R T 7 7 R T L

1 1

1 1 1 1
:gx—1—681n2m—1—6x—asm4x+1—6811129[:—@51113215—1-6' &

17.4. Feladat. Oldjuk meg a 17.2. feladatban félbehagyott integralt!
Megoldas.

/1:4—14x3+29:1:'2—26x+9d / 1 q 4/ 1 q +/ 20 —1+1 q
r= T — ———dx —————dr =
(x2—x+41)2-(3z—2) 3z —2 2?2—x+1 (22 —x+1)2

t = 3x—2
it = 3du
1 2 —1 1
:§/ —dt— 4/ 3dw+/ﬁdw+/ ———dr =
_ )2y 2—x
x 4 u = xz2—z+1 ((Qf—%) +Z§l)

du = (2z—1)dx
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4 1 16 1
:—ln\t]—él —/ dx+/—du+ sdr =

Gy )
V3
= z y = 2221
- l V3
dy ‘/gd dy = %dm
8 1 8
:—1n|3m 2|—£ —— \/_/ =
3 1+y2 u (1+y2)?
y = tgz 26(-%,3)
dy = @dz
1 8v/3 1 8v/3 1 1
= —In |3z —2| - ——arctgy — . dz =
3 nf3e—2| 3 OBV T T 1jL 9 /(1+tg2z)2 cos? 2
1 8v3 2x—1 1 8v'3
:gln\3az—2|— \?)/_arctg x\/g —x2_$+1+ \9/_/0032zdz:
1 8v3 20 —1 1 43
:gln\3az—2|— \B/_arctg :1;'/5 _x2—a:+1+ \9/_/1—|—COSQZdZ:
= 2z
dw = 2dz
1 2x—1 1 2V/3
:§ln\3x—2|— 5 arctg x\/g _1:2—95+1+ \9/_/1+(305wdw:
1 2z —1 1 2v3  2V3 |
:§ln\3x—2|— 3 arctg 5 —atll 9 w+ 5 sinw+C =
1 2z —1 1 2v3,.  2V3 .
:§ln\3x—2|— 3 arctg 5 w—atll 9 22+ 5 sin2z+C =
1 2x—1 1 44/3 2v3
:gln\3x—2|— 3 arctg x\/g P \9/_arctgy—|— sin 2arctgy +C =
1 2z —1 1 443 20—1 23
:gln\3x—2|— 3 arctg 7 B 9 arctg 7 + 5 sm2arctg7 +C.$



262 17. FEJEZET. SPECIALIS FUGGVENYOSZTALYOK INTEGRALASA 1.

17.2. Hazi Feladatok

17.1. Hazi Feladat. Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdlokat!

a)/ T dx
20+5
x
b) /—(Sx—l)QdI
)
¢) /x2—|—x—6d$

1

4 / (x2+x—|—2)-(x2+4:v+5)dx

2x
d
Z /(m2+6x+10)3 v

f) /sin32x-cosx dx
7, /ctg3a: dx

h) /sin2x'cos5a: dx

)/sm T
1
\/cosx

7) /sin4x dx

megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

megoldds

megoldas

megoldds

megoldds
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17.3. Megoldasok

17.1. Hazi Feladat.

263

Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdlokat!

x
d
2) /2x+5 !
Megoldas.
1
x [ 5@2z+5)- 2 _/1 5/ 1 1 5/ B
/2:c+5dx_/ evs T M Tty ) v
t = 245
dt = 2dzx
1 1
——x—§ln|t\—|—C:—x—éln\2x+5]+0.
2 4 2 4 vissza a feladathoz
x
b —d
) /(3x—1)2 e
Megoldas.
. | N B A@Bz—-1)+B 3Ax+B-A
(Bz—1)2 3z—1 (3z—-12  (3z—1)2  (3z—1)2
1
1 = 34 = A=-
3
1
0 = B-A = B:A:§
1 1 [1 1 /1 1 11
——dr = —dt+—- [ =dt=—-Inlt|—=-—+C =
@/3—1 /(3;1:1) 9/t Ty ) glt=ghltl=g-3+
= 3z-1 t = 3z—1
dt = 3dz dt = 3dzx
1 1
ln|3a: - — ¢
9 3z-1 vissza a feladathoz
5
c) /—xQ—l—:p—de
Megoldds.
5 5
——dr= | ——d
/932—1—:E—6 v /(:B—Q)([L’+3) O
5 A n B Ax+3A+Bx-2B (A+B)r+3A-2B
(x—2)(x+3) -2 z+3  (2—-2)(z+3) = (v-2)(x+3)
0 A+B = A=-B
5 3A—-2B = bHA=5 = A=1 = B=-1
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1 1 1
/—x—/ dx :/—dt—/—du:ln]t|—ln]u\—|—0:
r+3 t u
= x+3

dt = dz du = dzx

=In|z—2|—In|z+3]|+C. O

vissza a feladathoz

1
d d
>/(x2+x+2)-(x2+4x+5) v
Megoldds.

1
d
/ (22 4+242)- (22 +4x45) 79
A nevez§ irreducibilis masodfoki tényezdk szorzata, mivel D1=1—8<0 és Dy=16—20<0.

1
(@2 +z+2)- (12+4z+5)
Ax+B N Crx+D  (Az+B)(x*+42+5)+ (Cx+D)(x*+x+2)
24142 22+4x+5 (224+2+2)- (22 +42+5)
(A+C)2*+ (4A+B+C+D)a*+ (5A+4B+2C+ D)z + (5B +2D)
(22 +2+2) (22 44z +5)

Az egylitthatok egyeztetésébdl:

A+C = 0 = C=-A
1A+B+C+D = 0 = 3A+B+D=0 B_0
5A+4B+2C+ D = 0 = 3A+4B+D=0 o
5B+2D = 1 = D=1
1 1 1
3JA+-=0 = A=—— = (C=-
+2 6 6
Ly r+1 1 [2c4+1-1 1 [ 204442
@/x2+x+2 er/az:2+4 +5 12 ) x24x+2 x+12 x2+4x+5 v
1 2x+1 1 1 1 2rx+4 1 2
= = g e+ — | - et — [ dp=
12/x2+x—|—2 x+12/x2+1‘—|—2 ") Pidarss I+12/x2+4x+5 v
t = z24z42 u = z%44z+5
dt = (2z+1)dz du = (2z+4)dz
1 1 1 1 1 1 1 1
= [ —dt+— do+— [ ~du+~ | —————dz =
2/t ) Grlp i e u+6/(x+2)2+1 !
1 4 1 1 1
et 2 o+ =1 —— dz=
ThRTS 7/ oy gty /(a:—i—2)2—|—1 v
(5
f z = x+2
Yy = % dz dx
dy = ﬁd:c

1 1 1 1 1
= 121n\:c —i—x—l—QH— \/_/1—1—3/2 vt 15 ln]a: +4x+5]+ /1+22dz:
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1, 1
-arctgy + 5 In |z*+4x+5|+ éarctgz—l—(j =

VT(z+13)
2

1
= 21n|:1: +x+2|+

2
1 217

1 1 1
:—Eln|x2+x+2|+ -arctg +Eln|x2+4x+5|+6arctg(ﬂc+2)+a &

2
217

vissza a feladathoz

e) / 20 d
(@2 +62+10)°

Megoldas.

2z
/ (x2+62+10)3 2©

Az integrandus valodi racionalis tort (a szamlalo linearis, a nevezs hatodfokt). A nevezd
tovabb mar nem bonthato, hiszen D=36—40<0. A tortet elemi tortek dsszegére bontjuk,
amit megtehetiink az egyenld egytlitthatok modszerével, vagy a ,,teve szabdly-t alkalmazva
az alabbi modon:

20 +6—06 2x+6 1
_dr = dr—6 | —~  dr=
@/ (2 +62+100"" /($2+6x+10)3 * /((x—|—3)2—|—1)3 v

t = 22+462+10 u = xz+3
dt = (2z+46)dz du = dx
1 1 2 1 1
£ / Ay 2 / (1+tg2y)* cos?y”
w = tgy ye(=3,3)
du = cosl2ydy
2 2
= — _6 4 d — _ _6 2 2d —
(2 + 62 +10)> /COS YO T 2 1 6a+ 10)2 /(COS y) dy
B 2 6/ 14cos 2y 2d B
T (22 +46x+10)2 2 y=
2 3
(22 + 62+ 10)2 2/ +2c082y+cos”y ay
2 3 3 [ 1+cosdy
(@2 + 6211012 27 /COS v 2/ 2 W
z = 2y
dz = 2dy
2 3 3 3 3
:_<x2+6$+10)2—iarctgu—i/cosz dz_é_ly_Z/COS4y dy =
w = 4y
dw = 4ddy
2 3 3 3 3
— _(x2+6x+10)2 — éarctg(x+3)—§ sinz—Zarctg(x—i—S) ~ 16 /cosw dw =
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2 3 3. 3 3 .
= — CETESTE — §arctg(x+3) — 5 sin 2y — Zarctg(x—{—?)) 1 sinw4+C =
2

3 3 3
= — _—— —_— 1 2 [—— R
(224 62+ 10)2 2arctg(:1:+3) 5 sin(2arctg(z+3)) 4arctg(a;+3)

- % sin(4arctg(z+3)) +C. O
vissza a feladathoz
f) /sin3 2x-cosz dx
Megoldas.

/sin32x-coszv dx:/(Zsinx-cos:v)3-cos:1: dx:8/sz'n3x-cos?’x-cosaz dx =

—8/sin2x~cos4x~sinx dx—8/(1—coszx)~cos4x~sinx dx =

t = cosx
dt = —sinz dx
2\ 4 t° ! 8 5 8
=-8 [ (1-¢t*)-t"dt=—8—+8=+C=——cos’x+=cos' x+C. O
5 7 5 7
vissza a feladathoz
g) /ctg% dx
Megoldds.
3 2 .. 1 —gi 2
/ctg3a: dx:/césgxdx:/wdmz/ﬁ-cosx dr =
sin® x sin® x sin® x
t = sinx
dt = cosz dx
1—¢? 1 12 1 12
= dt= | —=dt— | =dt= [ t3dt— | ~dt=———Int|+C =
/t3 /t3 /t3 / /t g Ml
1
=—————In|sinz|+C. &
2-sin“x

vissza a feladathoz
h) /sin2 x-cos’ x dr
Megoldas.
/sin21:~cos5x dr = /sian‘cos‘labcosx dx = /sin2x'cos4:1:~cosx dr =

:/sinzx-(cos2x)2-cosx dm:/sin2x-(1—sin2x)2-cosa: dx =

t = sinzx

dt = cosz dx
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:/t2 (1—12)? dt—/ (1—2t2+t4)dt:/t2—2t4+t6dt:

t* 2 t7 1 2 1
=55 t5+7+0_§s1n3x—gsm x+?sm z+C. ¢

vissza a feladathoz

7

) sin’
i) dx
\/cos
Megoldas.
sin’a p sin® 2 -sin x p (1—cos®x)3-sinx p
€Tr = _—m €r = €Tr =
Jcos T V/cos x \/€os
t = cosz
dt = —sinx dx

1—1¢2)3 1—3t2+3t* -8

:—/< ) dt:—/ + dt:/—t—5+3t3—t5+t1§dx:
Vit Vit

13

1 5 9
t2 t2 t2 t2 6 2 2
= ——2+3—2—3—2+%+C’ = —2\/cosx+g\/cos7x—g\/cosgx—i-ﬁvcos 13z+C. &

2

vissza a feladathoz

j) /sin4x dx

Megoldas.

1—cos 2z’ 1
/sin493 alx:/(sin29€)2 dx:/ (%) d$=1/1—20082$+C08221‘d£B:

1 1 1 1 1 1 1 4
:ZI—E/COSQJ} dx+é—1/00822xdx:1x—1/cost dt—}—z/wdx:

t = 2z
dt = 2 dzx

1 1 1 1 1 1 1 1 1
:—$——sint+—x+§/cos4x dI—ZSB——Sln2$—|— —x+— | cosu du:g/cosélx dr =

4 4 8 4 8 32
u = 4dx
du = 4 dz
1 1 1 1 1 1 1 1
= Z$_ZSIH2$+8x+3_251nu+C_ Za:—zsm2x+8:v+§sm4x+0 &

vissza a feladathoz
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18. fejezet

Specialis fliggvényosztalyok integralasa 11.

18.1. Gyakorlat

18.1.1. Trigonometrikus fiiggvények racionalis fiiggvényeinek integralasa

1 1
I11.) / ——dx és / dx alaku integralok
sin- x cos™x

i) Han=2k keN*

-1
1 1 1 1 1 1
/sin”x o /sin%:v . /sin%_%c sinZg /(sian) sin?z

) 2 k—1
1 - 1
_/ (sm x—f;cos x) 3 dx-/(l—i—ctg%)k h 5 dx—/(1+t2)k_1dt.

sin“ x sin” x sin“ x
t = ctgr x€(0,m)
_ —1
dt = siandm

Ezzel a feladatot egy polinom integralasara vezettiik vissza.

Hasonléan jarhatunk el /

dx esetén is:
cos"x

k-1
1 1 1 1 1 1
dr= | ————dx = . dr = . dr =
/cos”x * /cosgkx o /cos%—gx o2z /(cos%c) o2z

2 ) k—1
1 _ 1
_/ cosTrrsInEy dx_/(1+tg2a;)’“ t dx—/(1+u2)k_1du.
cos? x cos? x cos? x

%77%)

u = tgr xE(—

du = %dw
cos“ T

Ezzel ezt a feladatot is egy polinom integralaséra vezettiik vissza.

ii) Han=2k+1 keN

/ 1 J / 1 d / sin d / sin d / 1
r= | ——dr= | —5——dr= r=— [ ——
sin” x sin?*1 g (sin? z)k+1 (1—cos? x)k+1 (1—¢2)k+1

dt = —sinxdz

A feladatot ezzel egy racionalis tort integralasara vezettiik.

269
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Hasonloan :
1 1 Ccos T CcosS T 1
dt = | ———doe= | ————do= | ————dor = | ————
/cos”x /cos%“x /(cos2x)k+1 /(1—sir123:)k+1 /(1—t2)k+1
t = sinx
dt = coszdr

Ezzel ezt a feladatot is egy racionalis tort integrélasara vezettiik vissza.

18.1. Megjegyzés. Parcidlis integrdaldssal rekurzios formula adhato.

IV.) tgzx, vagy ctgx raciondlis tort-fiiggvényeinek integralasa

/%tgmdm-/% 1+t2

E

™
= 973

r = arctgt

dr = 1+t2 dt

Ezzel ezt a feladatot is egy racionéulis tort integrélasara vezettiik vissza, hasonléan

/@ ctgw dx—/%
1+y

= ctgr =x¢€
xr = arcctgy
dr = 1+y2 dy

Igy egy racionalis tort-fiiggvényt kell integralnunk.
V.) sinz és cosz racionalis tort-fliggvényeinek integralasa

/%(sin x, cosx)dr®.

t = tgg x€(-mm)
r = 2arctgt
_ 2
de = T2 dt

sin x és cos x atirdsahoz tekintsiik a kovetkezs abrat:

Az addiciés Osszefiiggések alapjan:

xT n~
: _ . _ 2tga a=3 . . 2'tg% 9t
sin2a = 2sina-cosa = {pan = sinr = Rar =1y
xT
. 1—te2 a=y 1-tg2Z 42
cos2a = cos2a—sin?a =18« cosT = 2 — 1t

1+tgla 1+tg22 = 14+42°
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Ezeket az Osszefiiggéseket megkaphatjuk pusztdn az addicids képletek és a négyzetes Ossze-
fliggés (trigonometrikus Pitagorasz-tétel) alkalmazéséaval:

T T sin £ x z 1 2tgZ 2tgl ot
sinz = 2sin ~ cos — = 2 1-6082— =2tg=—— = sin%ggczosw = g22§ = 5
2 2 cos 2 2 feos”y;  14-tg 141
2 cos? 5 s — 2
2
2 x 2z 2
5T . o@x COST 5 —sin” g o T ( Qx) 1 1-1¢
cosT =cos” ——sin° — = —=——=.cos* — = |1 —tg“= ) - =
2 2 cos? Z 2 52) Ttz ~ 14182

Igy
2t 1—1¢2 2
874 . dt.
@/ (1+t2’ 1+t2) 1+¢2

Azaz tjfent elég egy racionalis tort-fiiggvényt integralni.

18.2. Megjegyzés. Ezzel a mddszerrel minden ilyen tipusi integrdl megoldhatd (a kordbban
targyalt esetek is), de nem mindig ez a célszerd it.

Osszefoglalva t = tg3-es helyettesités soran az alabbiak igazak:

T
t = tg§ x € (—m,m)
2
dr = ——=dt
1+12
) 2t
smr = —-—=
142
1—¢
COsSxT =
142

Az €l6z6 tipusba tartozo integralok esetén, ha Z(sinz, cosx) = Z(—sinz, — cosx), akkor
az y = tgr-es helyettesités is célravezetd és egyszertibb eredményt ad. Ilyenkor

9 1 1 1 1
R sin® z4cos? x - 1+to? - 1 2
cos? cos? Tt Ty
: 2 2 2
.o sin“xw s .o 1 tgtx oy
sin“ x = -cos” x =tgTr—

cos? x =i 14t 1492

Osszefoglalva, a helyettesités soran az alabbiak igazak:

_ T 2 — Y

y = tgr ze(-5,5) sin‘z Ty
1 2. _ ¥

dx g dy cos"r = i3

18.3. Megjegyzés. A Z(sinz, cosx) =% (—sinz, —cosx) feltétel a gyakorlatban annyit
gelent, hogy mind a sinx, mind pedig a cosx hatvanyar az integrandusban pdros kitevdsek.
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18.1. Feladat. Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdalokat!

1
a)/_4 dx
sin*

Megoldas.
1 1 1 2 in? 1

/'4 dx:/_2 L dw:/cosx'—gsmac..2 dr —

sin* sin“z sin“z sin® sin® x

— 3 1
:—/(1+ctg2:v) — d:L':—/(1+t2)dt:—t———l—C’:—ctgx——-cth.tE—i—C. &
sin® x 3 3
t ctge  x€(0,m)
dt = sigzlzdx
1
b d
)/0086233 o
Megoldds.
1 1 1 1 1 1 1 1 \° 1

/ dx:—/ dt:—/ . dt:—/ g

cosb 2z 2 | cosbt 2 | cos*t cos?t 2 cos? t cos? t

t = 2z

dt = 2dz

1 sint+cos?t\” 1 1 ) 1 1
== : dt == [ (1+tg%t)”- dt == [ (1+u*)?du =
2/( cos?t ) cos?t 2/(+g) cos?t 2/(+u)u

u = tgt te(—3,3)
du = L

cos2 t

1 1 31 1 1 1
:5/1+2u2+u4 du=-ut+ ey =Y 0= Ctat+ gt —tg¥t+ O =

2 3 2 5 2 3 10
1t2+1t32—|—1t52+6’ O
= —tg2r+ - T+ — x )
9 8ETT RN ST
1
d
c) /0083:1; v
Megoldas.
1 cos T cosx 1 1
dr = dr = ———dr = [ ——=dt= dt
/cos3x v /cos4x v /(1—Sin21‘>2 ’ /(1—252)2 /(1—t)2-(1+t)2 S
t = sinz, z€[-3,7]
dt = cosz dx
1 A n B n C n D
(1-t)2-(1+)2  1—t 1+t (1-t)2 (1+8)2

(B—A)*+(C+D—-B—A)t*+(A—B+2C—-2D)t+ A+ B+C+D
(1—1)2-(141)2

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+B+C+D = 1 = 244+2C =1
A-B+20-2D = 0 = C=D
-A-B+C+D = 0 = 2A4+20=0= A=C

-A+B = 0 = A=1B
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gy A=B=C=D=

, azaz

R

11 1 1 1
(1—t)2-(1+t)2 4 (1—t+1+t+(1—t)2+(1+t)2> '

1 1 1 1 1 1 1 1
L LV BV (N N L (S
@4/1—75 1)1 +4/(1—15)2 +4/(1—|—t)2

w o= 1t y = 1+t u o= 1-t y = 1+t

du = —dt dy = dt du = —dt dy = dt
:—i/édu—ki/idy—i/%du—l—i/%dy:—iln|u|+%ln|y|+$—£+0=
:—iln|1—t|+i1H|1+t|+4(11_t>—4(11_H>+C=
:—ilnfl—sinxl—l—iln\1+sinx\+4(1_lsinx)—4(1+1Sinx)—|—0. &

3+tgx
d d
)/tg2x—|—2 v

Megoldds.
3+t 3+t 1 3+t
/ﬁm:/;._dt:/ t+ e
tg2x 42 24+12 1412 (24-12) - (1412)
t = tgz z2€(—%,%)
r = arctgt
dr = ladt
3+t _At+B+Ot+D_(A+C)t3+(B+D)t2+(A+20)t+B+2D
(24+12)- (1+12)  2+2 142 (2412)- (1 +12)
A+C = 0 = A=-C
B+D = 0 = B=-— N A=-1
A+20 = 1 = C=1 B=-3
B+2D = 3 = D=3
Igy
3+t —t—3 t+3

210)-(146) 242 142

—t—3 t+3 1 2t 1 1 2t 1
dt dt = —= dt—3 dt + = dt+3 dt =
@/ 2412 +/1+t2 2/2+t2 /2+t2 +2/1+t2 * /1+t2

u = t242 y = t3+1
du = 2tdt dy

1 [1 3 1 1 /1
:__/_du__/—th+—/—dy+3arctgt:
2/ u 2 1+< ) 2]y

= 2tdt

ook S
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1 3 1 1
= ——In|ul +§/ dz—l—g In |y| + 3arctg(tgzr) =

2 1+ 22
L |tg? +2|+3 LS tg’z+1|+32+C
=——In —arctg— + = =
5 g 58T g\/§ 5 Inltg’s x
1 3 t 1
:_51n|tg2x+2|+§arctg%+§1n|tg2x+1|+3:c+c*. O
sinx
d
°) /33inw+5cosw .
Megoldas.
i 1 1 1
[ e [l [ e
3sinz+5cosx 3+ 5ctgr 345y 142
y = ctgz z€(0,m)
xr = arcctgy
de = 1;;26@
1 A +By—|—C_(A+BB)y2+(5C+BB)y+A+30
(3+5y)-(1+y?) 345y 1+y2 (3+5y)- (1+y?2)
A+5B = 0 = A = -5B A — 2
5C+3B = 0 = C = B = o
A43C = 1 = 1 = —5B+YB = B=-2 B = -1
Igy N
1 _ 6 _E‘ y+3
(3+5y)-(1+y?) 3+5y 16 1+y?
bt 5 5 y+3 5 1 5 2y 15/ -1
- = | —dy—— dy | =—— | —dt+— dy—— dy =
S 16 J 5y+3 Y16 1442 Y 16 J t +32/1+y2 " 16 1492 Y
t = by+3 u = 14y?
dt = bdy du = 2ydy
5 5 1 15 5 5 15
=1 In |¢| +3—2 / adu— 1—6arcctgy T In |5y + 3| +§ In |u|— 1—6arcctg(ctgx)+6’ =

5 5 15
= ——In|5ctgz+3|+ = In|1+¢*|— —z+C =
161{1|cg:15+ |+32n| + v 16:)3+

5 ) 15
:—1—61n|5ctgx+3|—|—3—2ln|1+ctg2x|—ﬁx+0 O
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tg5-es helyettesitést hasznalva is megoldhato a feladat, de ekkor a racionélis tort-fiiggvénytink

bonyolultabb lesz:

Megoldas.
. 2
/ sin dr :/ 14—% 1 dt:/ 4t g — o
3sinz+5cosx 3.2 +51L 1+ (1+¢2)(—5t2+6t+5)
t = tg§ z€(-mm)
dr = Zadt
sinx = 1-?-32
cosx = 1
1442
d
£) / o
1+sinx+cosx
Megoldas.
d 1 2 2
/ . T :/ . th:/ - 2dt:
1+sinx+cosx 1+1+t2+1+§2 1+t 1+824+2t4+1—¢
t = tgj a€(-mm)
dr = 1ft2dt
sinx = 2t
1412
cosx = 1
142

/2t+2 B

cos 2x
—d
g) /4—30052x o

Megoldds.
9
/ cos 2z dm:/coszx—siHQxdx:/ % 1 dy:/ 1—y?
4—3cos?x 4—3cos?z d—2m 14y (4y*+1)-(y*+1)
y tgz  z€(—73,5)
de = #dy
sinfz = 1;:%!2
T 1+
COS2I = 1
1+y2

1y2

Ay+B Cy+D

/ —du=In|u|+C=In[t+1]+C=1n |tgg+1|+C’.

(4A+C)y?

O

dy &

+(4B+D)y*+(A+C)y+B+D

A2 +1)-(P+1) g +1

12+1 (42 +1)- (y2+ 1)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

4A+C =

AB+D =
B+D =

0
A+C = 0
1
1

= A=C=0

} = 3B=-2 = B=-% = (C=:
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5 1 2 1 5 1 2 5 2
@5/ dy— - / ry2dy = 6/ dt — —arctgy = —arctgt — garctg(tgx) +C =

w2113 21173 6
2 = 4y
dt = 2dy
5) 2 5) 2
= éarctg(Qy) - §x+C’ = Earctg(thm) - gx—f—C’. &

18.1.2. Irracionalis fliggvények integralasa

x és /x raciondlis tort-fiiggvényeinek integralésa

/%’ d:c—/%’t” tn-t""dt,

= Yz
z = t"
dr = nt"ldt

Ezzel racionalis tort integralasara vezettiik vissza a problémét.
II.) Az /%(a:, W, /x,..., "/x)dr alaki integralok esetén legyen

n:=[niy;ng; ... ngl ahol [a;b] az a és b szamok legkisebb kozos tobbszorose,
ekkor a t = {/x helyettesités célravezetd.

III.) z és v/ax+b racionéalis tort-fiiggvényeinek integralasa

b
/%’ Vaz+b dm—/%’( : t)-g-t”_ldt,

= Yaz+b
t" = az+b
t"l;b z
ngn=ldt = dx
a

igy most is egy racionalis tortet kell integralni.

) Az /%(m, Vaxr+b, ¥ar+b,..., "War+b)dr alaki integralok esetén legyen

n:=[ny;ne; ... ngl ahol [a;b] az a és b szamok legkisebb kozos t6bbszorose,
ekkor a t = v/ax+0b helyettesités célravezets.

V.) x és {/ Zﬁis raciondalis tort-fiiggvényeinek integralésa

n _ n—1_ (n,.__ _ n—1 _ 4
/% Jjar+b x—/% b—dt ). ndt" - (t"c—a)—cent™ - (b—dt )dt,
+d trc—a’ (ct"—a)?
—  nfaz+b
- cx+d

t"-(cx+d) = azx+b
z-(t"c—a) = b—dt™
_ b—dt™
T = tNc—a

P — —ndtnfl-(tnc—a)—cntnfl-(b—dtn)dt

(ct™ —a)?2
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/ b / b / b
VI.) Az /%’ (az, Ky %, K %, ce, ij—_d> dx alakt integralok esetén legyen

n:=[ny;ng; ... ngl ahol [a; b] az a és b szamok legkisebb kozos t6bbszorose,

ekkor at= ¢ “””+b 7 helyettesités célravezetd.

VIL.) Az / X <$, Var? +bx+c> dz alakt integréalok esetén a méasodfoku kifejezés fGegytitthato-

jatol és diszkriminénsatol fliggden a teljes-négyzetté alakitas és helyettesités utan az alabbi
harom integrél valamelyikéhez jutunk:

a) a<0, D>0
/\/1—t2dt :/\/1—sin2u-cosu du:/VCOS2U'COSU du =
t = sinu —F<uly
dt = cosu du
= /]cosu|-cosudu :/COSQUdu:...
gg <% = cosu>0

Ezzel a feladatot egy korabban targyalt probléméara vezettiik vissza. (258. oldal)
b) a>0, D<O0

/\/1+t2dt :/\/1+tg2u-col

1 1
o du= 7 g du=
s2u cos2u cos?u

t tgu —5<u<y
—5—du
COS u
1
ozt = 3 du=...
| cos u| cos cos3 u
cosu>0

Ezzel a feladatot egy korabban targyalt problémara vezettiik vissza. (270. oldal)
c) Az a>0, D >0 esetben ugynevezett Euler-helyettesitést hasznalunk.

Var’+bx+c = ar+t )
ar’+br+ec = a2x2+2\/5xt+t2 Vvar?+br+c = \/Q_bti;t
- = - _ t2—c
e ttkf ” o b(watf) (2—c)2/a
T = ava dr — 2b=2v/a+(—c2va g,
_ 2t(b—2yat)+(*—c)2va (b—2\/at)?
dz = (b—2+/at)2 dt

18.4. Megjegyzés.

1.) Az Euler-helyettesités alkalmazhato lenne a VIIb esetben is, azaz csak annyi a fontos,
hogy az a > 0 feltétel teljesiiljon. Azonban kénnyen ldthatd, hogy a t = tgu helyettesités
lényegesen eqyszeribb.

2.) Az el6zd felsoroldsbol nem véletlenil maradt ki az a <0, D <0 eset, hiszen ilyenkor

minden z€ER esetén az’+br+c<0, igy az v ax?+bx +c kifejezés értelmezési tartomdnya
tireshalmaz.
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18.2. Feladat. Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdalokat!

i
X
Vi+1
Megoldds.
t2 3
/Lda::/ ~2tdt:2/
Vi+1 t+1 t+1
t = vz
x = t2
de = 2tdt

3 40-t2 40t 40 :(t+1)= *—t+1,

B+ t?
—t2 3
o A S
t t ;stl_t t+1t1
Tt + +
t +1

Ve

1 2 1 2
@Z/tz—t—l—l dt—2/—dt :—t3—t2+2t—/—du:—v$3—|xl+2\/§—ln]u\+0:
t+1 3 u 3

v = t+1
du = dt
2 2
:5\/5—x+2\/§—1n]t+1|+0:g\/ﬁ—|xy+2\/§—1n|\/§+1\+c. o
)/x'\/Bx—éldx
Megoldds.
t2+4 8
3x—4dr = t—tdt_ 4t dt = — 340 =
/ roAdr= / 5 '3 9/ + 45 Tt
= 3z—4
s = P44
3
dx 2tdt
2 B =AY+ o/ (Br AP+ C o
=— T — — T —
45 27

c) /de
NG
Megoldas.

/\/_ \/_ / S 6t° dt = /—dt /%dt:

t6
de = 6tddt
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t— D)3+t + 10+t 3+ 12+t +1 1
:6/< )&+ — D g —dt =

du = dt

1
:6/t8+t7+t6+t5+t4+t3+t2+t+1dt+6/— du =

u
2, 3,4 6 6. 3
=04 St ot O O+ St 28+ 3P 6t In fu|+ O =
374 7 5 2
2 3 6 6 3
:§\G/x9+é—l\6/m8—|—?\/6m7—|—\/6m6—|—g\/6m5—|—§\/6x4—|—2\/6x3+3\/6a:2+6\6/5+1n|t—1|+02

2, — 3 6 6 3
:g\/ﬁJrZ—lW+?W+a:+g%3+§€’/ﬁ+2\/5+3€/5+6\%+ln|%—1|+C. &

d) / vV —?+4x+5dx

Megoldas.
/\/—x2—|—4x—|— dm—/\/ (x—2)%dx =3 /\/ x 2 dx —9/\/ 1—t2dt =
3 t = sinu (—5<uly)
dt = %dw dt = cosu du
) 9 cos2u—+1
=9 [ V1—sin®u-cosu du=9 [ |cosu|-cosu du=9 [ cos®u du=9 Tdu:

ha —Z<u<7Z,
akkor cosu>0

9 9 9 . 9 9 . x—=2 9 |
:—u—l—§ cosQudu:ﬁarcsmH—é cosy dy = — arcsin +—-siny+C =

2 2 3 2
y = 2u
dy = 2du
= 5 arcsin — —|—§-sm2u+C:§arcsm 3 +§-51n(2arcsm )+ C. &
e) /\/2x2+8x+10d9@
Megoldds.
/\/2x2+8x~|—1 d:v—\/_/\/x2+4x+ dx—\/_/\/ (x+2)2+1dx = \/_/\/t2 1dt=
D=16-20<0 = z+2 t = tgu (—5<u<jy)
= d = C0512udu
_\/—/\/th du_\/_/ SlIl u~+cos?u d’u,—\/_/
V cos’u  cos?u |cosu\ cos2
I <u<Z,

akkor cosu>0

1
:\/5/ —du®
cos? u
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Az [ —L—du integrallal mar foglalkoztunk. (272. oldal, c feladat.)

1 1
——In|1— In|1 - C=
ev2- < n | smu!—i— n | —i—smu|+ I —smu) 4(1+sinu))+
V2 V2 V2 V2
=——In|l—si tgt)|+—— In |1 +si tgt - C=
4 n|1—sin(arctet)|+ 4 n|1+sin(arcte )’+4(1—sin(arctgt)) 4(1+sin(arctgt))+
V2 V2 V2
=——1In|1—s5i t 2 — In|1+si t 2 -
1 n |1 —sin(arctg(z+2))|+ 1 n |1+sin(arctg(x + ))|+4(1—sin(arctg($+2)))
2
- , v2 +C. %
4(1+sin(arctg(z+2)))
f) /\/4x2+3x—1dm
Megoldds.
2 —1 —4t* 4-6t — 4
Vidx?+3x—1d :/ 20—+t |  ————dt=
/ SR 34t (3—4t)2
VAar243z—1 = Az+t=2z+t
422+3z—1 = 4do?+dat+t?
(3—4t)r = t2-1
_ 21
T = 34 )
de = 2t(3 ét)-;;)(; _1)dt 74(1; Zf)t2 4d

= dt = Ao

/—2t2+3t—2 —4t2+6t—4d _2/(—2t2+3t—2)2

/4t4— 12634+ 1712 — 12t +4
3—4t (3—4t)2 (3—4t)3

(3—4t)?
——

—6413+14412—108t+27
A racionalis altortet egy polinom és egy valodi racionalis tortfiiggvény osszegére bontjuk:

At —1263 1T 12t 44 (=643 + 14467 — 108t +27) = —t+ 2,
4 3 2742 27
4t — o+ it

3 4142 165
—3% 42 185 4y
3 2742 81
—3t3 +2¢ 16t +&

T2 _21, 175
2t 4t +64

At 1283 1T — 12t 44 1 3 P-4l
igy =ttt

(3—4t)3 16 64 (3—4t)3
1 3 -2y 1o Lo, 3, 1 2241? — 336t + 175
9 | 4 427 47 64 go. = __/ d
@/ 6 61T T BowE T 16 Pt Gomp  ©O
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A valodi racionalis tortfiiggvényt, az egyenld egyiitthatok modszerével, elemi tortek ossze-
gére bontjuk:

224 -336t+175 A N B N C  A(B—4t)*+B@3—-4t)+C
(3—4t)3 34t (3—4t)2  (3—4t)3 (3—4t)3
_ 16A1*+(—24A—4B)t+9A+3B+C
(3—4t)3

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl

16A = 224 = A = 14
“MA-4B = -336 = B = 0
9A+3B+C = 175 = C = 49
Visszairva az integralba:
1, 3 1 [ 14 1 19 1, 3 7 [1 19 [1
e S e — [ =P Sy [ dur— [ = du=
S % tn' e ) sma® e ) Goap 6 327"/ u+256/u3 B
u = 34t u = 3—4t
du = —4dt du = —4dt
1, 3 7 19 1 1, 3 7 19
P St Inful— O = —— 2 I [3—df| - ——— 4 ( =
60 Tat s st 6 T3 s B T gy T
VAz2+3z—1 = VAzr+t=2z+t
t = V4z?4+3z—1-2z.
:—i(\/4x2+3x—1—2x)2+i(\/4x2+3x—1—2x)+iln|3—4(\/4x2+3x—1—2x)|—
16 32 128

49
512(3 —4(v422 432 —1—2x))

2—|—C. &
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18.2. Hazi Feladatok

18.1. Hazi Feladat. Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdlokat!

1
——d
%) / sin® 2z v
sin?
b
) / cosb

¢) /ctgx—i—tgx

2+tg?x

1
d) / —— dx. Adjunk tobb megolddst!
sin x

)/ sinz+2
e
3cos?x— 4

/) / 1—|—smx

1—cosx

)/ r—+2x+3

3+2x+34+2x
24

h d

)/%+%+ﬁ+1 ’

1
i — dx
)/\/11—6x—|—x2
j) /\/x2+6x+18 dx

megoldds

megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldds

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas
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18.3. Megoldasok

18.1. Hazi Feladat. Végezziik el a kijelolt hatdrozatlan integrdlokat!

1
d
2) / sin® 2z o

Megoldds.

1 1 1 1 sint 1 sint 1 1
dr = - dt=- | ——dt== | —————=dt=—= | ——=d
/sim5 20 2 / sin® t 2 / sin® ¢ 2 / (1—cos?t)3 2 / (1—u?)3 "

t = 2z u = cost

dt = 2dx du = —sint dt

1 1
-3 e

1 _ A, B C D B F
(1—u)3-(14+u)®  1—u (1—u)?2 (I—-u)® 1+u (1+u)? (14+u)?
(A=D)u’+(A—B+D—E)u*+(C—-2A-2B+2D—2E — F)u?
(1= (1+u)?
+(30—2A+3F—2D)u2—|—(A+QB+SC—D—2E—3F)u+A—|—B+C—|—D—|—E—|—F
(1—wu)? (14+u)?

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:
A-D =

A-B+D-FE
—2A-2B+C+2D-2E—-F
—2A+4+3C-2D+3F =
A+2B+3C—-D—-2E—-3F
A+B+C+D+E+F =

I
—_ o o o o o

A fenti egyenletrendszert megoldva az aldbbi egyiitthatok kaphatok:

3 3 1 3 3 1
A=2, B=-2 C¢=>, D=2, E=2 F=-_.
16’ 8’ 2’ 16’ 4’ 4
3 3 1 3 3 1
3 1 g 1 1 1 [ 2 1 3 1 1
= 16 d - Ld __/ 2 d __/ 16 d __/ 4 d _/ 4 du =
S 1—u" +2/(1—u)2 o) mer™ T ) 1™ T2 Trer™ ) Trap™
y = 1l-u y = l-u y = l-u z = 1l+4u z = 1+u z = 1l4u
dy = —du dy = = —du dz = du dz = du dz = du
3 1 1 3 1 1 1
— —d —— —d —dy— — —d —— | =dz+= | wdz=
D) 4 vty / dy : 8 ) 22 Z+8 z3 :
3 3 1 1 1 31 1 1 3
=—1 — === —l —————— —+C=—In|l—cos2
32 rl|y|+16 y 8 y? 32 n|z|+8 .16 2 O gl —cos2el+
3 1 3 3 1
- — ——In|1+cos2z|+

8-(1+cos2x) 16-(1—cos2z)?

vissza a feladathoz

+C.$
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sin® z
b d
) / cosb x o

Megoldads.
) 2
1— 1 1

/smxdx:/ cosa:dx:/ dm—/

cos® x cos® x cos® x cos?* x

1 1 1 1

— - d — _— d =

/ costz cos?x o / cos?x cos?w o

2 )
1 1 sinz+cos?2x 1
- 2 o dr - 2 5 dr=
cos? cos? x cos? x cos?

1
_ 2 2 _
—/(1+tg z) . dx—/(l—l—tg x)'cos%: de =
t = tgzx t = tgx
dt = —H— de dt = —5— de
212 2 4, 42 £ 1 1
= [+t dt— [ 1+t7dt= | t"+t° dt = €+3—|—C’—gtg x+3tg r+C. &
vissza a feladathoz
t t
) /w du
24-tg°x
Megoldas.
/ctgx—irtg:r: /tg—x—l—tga: / 1+tg?x J /1+t2 1 I
——— dr =
2+tg?x 2+tg?x 2tgx+tgdx 2t+13 1412
t = tgz z€(-3,5)
xr = arctgt
de = 1+1t2 dt
1
= [ —— dt
/t(2—|—t2) S
1 _A+Bt+C_At2+2A+Bt2+Ct_(A+B)t2+Ct+2A
t2+12)  t o 242 t(2+12) B t(2+12)
A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:
A+B = 0
cC =0
24 = 1,
1 1
1nnenA— BZ_E C=0.
1 2t 1 1 1
- dt==Inlt|—- [ — du=
©3 / 1) 242 5 Il 4/u ¢
= 242
du = 2t dt
1 1 1 1 ,
:§1n|tgx|—zlln|u|+C:§1n|tgx|—zlln]tg z+2|+C. &

vissza a feladathoz
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d) [ =X dz. Adjunk t5bb megoldast!

sinx

1.) Elemi atalakitasokkal:

Megoldas.
2z 2 x T x
1 dr — sin 2+Cos2d B 1 std 1 COSzd B
- T= | Stz W= 5 z 0Tt o | 5 axr=
sin x 2sinZ-.cos 2 cos £ 2 sin £
2 2 2 2
t = cos% u = sin%
dt = —%sin% dr du = %cos% dx

1 1
:—/; dt+/— du:—ln|t|+ln|u|—|—0:—ln|cosg|+ln|sin%|+0.
u

2.) [ =z do alaku integralkent:
Megoldds.

1 sin x sin x 1 1
dr= | —— doe = ———— dox =— dt=— | ——— dt
/sinx v /sinz:r . /1—c0s2x . /1—t2 /(1—t)(1+t)

t = cosz
dt = —sinx dx
1 A N B A+At+B-Bt (A-B)t+A+B
(1-t)(1+t) 1—t 1+t  (A=-t)1+t)  (1=t)(1+0)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A-B =
A+B = 1,}$A: 3
1 1 1 1 1 [1 1 (1
—— | —dt —= [ — dt == [ —du—= | =dy=
@2/1—15 2/1+t 2/uu2/yy
u = 1-t y = 1+t
du = —dt dy = dt

1 1 1 1
= §ln\u|—§ln|yl+C: an]1—cosx|—§ln|1+cosx]+0.

3.) [ Z(sinz)dx alaku integralként, (t = tg % helyettesitéssel):
Megoldads.

1 14+£2 2 1 :c
do = - dt= [ 2 dt=nt|+C =In|tg=|+C.
/sina: o / 2% 1+ /t nft|+C=nftgs|+

x

t = tg§ ze(-mm)
_ 2

de = —1+t2dt

2t

1+¢2

sinx =

285

S

vissza a feladathoz
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e)/sin2x+2 de

3cos?r—4
Megoldas.
. t2 t24242¢2
/Sm2x+2 dm—/ Tz 2 1 dt—/L—t—g- 1 gt —
" " dr= - = . =
3cos?x—4 3mm—4 1412 3134;; 1+12
t = tgz z€(—-%,%)
dr = Ly dt
sin?z = £2
1+¢2
COSQZE = 1
14+¢2
3t +2
= dt
/(t—l)(t+1)(t2—|—1) S
3t% 42 A . B Ct+D
t—1D)(t+1)(2+1)  t—1 t+1  2+1

At+1)(#P+1)+B(t—1)(t*+ 1)+ (Ct+D)(y*—1)
t—1)(t+1)(2+1)
(A+B+C)*+(A—B+D)t*+(A+B—-C)t+(A—B—-D)
t—1)(t+1)(12+1)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+B+C = 0
A-B+D = 3
A+B—-C = 0
A-B—-D = 2
5 5 1
I A=—- B=—— (C=0 =—.
nnen 7 7 , 5
5 1 5 1 1 1 5 1 5 1 1
- —dt ——= | — dt +-= dy=- | —du—- [ = dy+ —arctgt =
@4/15—1 4/1+t +2/1+t2y 4/u“4/y ytgarcte
u = t-1 y = t+1
du = dt dy = dt
5 5 1 5 5 1
:Zln|u]—4—1ln|y\—|—§arctg(tg:1:)—|—C’:Zln]tg:c—1|—zln\tga:+1|+§:v+0. &
vissza a feladathoz
f)/m dx
1—cosz
Megoldas.
1+si 14+ 25 2 14242t
/—+Slm dac—/ he 2 dt_/—2+ 2 e
1—cosx 1—175 1+t t2-(1+1¢2)
t = tg§ ze(-mm)
de = H%dt
sinx = 2t
1412

1-42
142

Ccos T
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1+42t A B Ct+D

Pare) 1 et are T
A1+ +B(1+*) +(Ct+D)t?
B 2 (1+¢2)
 (A+O)WP+(B+D)*+At+B
B 2 (1412)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+C = 0
B+D =1
A = 2
B 1
Innen A=2, B=1, =-2, D=0.

1 1
/ dt+/—dt— |t|——+/§dy:

= t2+1
dy = 2tdt
:21n\tgf\— |1+tngy+c.
2 z 2
)/ x—~/2r+3
s 3++v/2x+3+2x
Megoldds.
/ r— Y2 +3 / B8 ¢ 32 4 1/t3—3—2t
- €r = _— . — = — _—
3+ 2x+3+2x 3+t+t3—-3 2 2 3+t
t = 22+3
" 33
de = 342 dt
B 402 =2t —3 :(B+02+t+0) =1,
3 402 +t 40
—3t -3
3t+3 3 t+1
1 dt— —= dt
2/t(t2+1) S
t+1 A Bt+C (A+B)*+Ct+A
t24+1) ¢t 241 t(t2+1)

287

o

vissza a feladathoz

e
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A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+B = 0 = B=-1

c =1
A =1
1 3 [1 3 [ —t+1 1. 3 3 2t 3 1
S R dt==t—Inft|+° dt—= dt =
©3 2/t 2/t2+1 2 2“"+4/t2+1 2/t2+1
u = 241
du = 2tdt
13 3 [1 3 1, 3 3 3
—§t—§ln]t\+1/Edu—garctgt—525—5ln|t|+zln|u|—§arctgt+0—
1 3 . 3 f 3
:5\3/2x—|—3—5111|\3/2x—|—3|+11n|\3/(2x+3)2+1|—§arctg\3/2a7+3+0. &
vissza a feladathoz
2 3
h) Ve dx
Vr+Jr+/x+1
Megoldds.

2+x dm:/ 2+ (
Vet yatl Y+ ()

t

vy
+(V) +1
&z

2412
dr= | ————-6° dt =
! /t3+t2+t+1

o =

6t5dt

dx

67 +12t°
JEE
B4+124t4+1

6t7 + 0t5 +12t° + 0t* + 063 + 02 + 0t + 0 :(BP+t2+t+1)= 6t*—6t>+12t2— 12t 46,
6t" + 615 + 6t° + 6t

—6t5 + 65 —6t2 + 02 + 02 +0t +0
— 6t — 6t° — 6t* — 613

1265 + 0t + 612 + 02 + 0t + 0
1265 +12t4 +12t3 4122 + 0t + O

—12t* — 62 —12t2 + 0t + 0
—12t* —12t3 —12¢t2 —12t + 0

6t2 + 0t2 +12t + 0
6t> + 6t2 + 6t + 6

— 6t2 + 6t — 6
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—6t24-6t—6
6t — 613 +1212 — 12t +6 dt /—dt:
®/ * + + BH2+t+1
6 3 2 —t+1
= —t°— ¢t 43 — 612 6t—6/—dt
509t T * trnE+ 4O
t?—t+1 A +Bt+C_(A+B)t2+(B+C)t+A+C’
(t+1)(t24+1) t+1 241 (t+1)(2+1)

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+B = 1

B+C = -1

A+C = 1
3 1
I A==, B=C=—-—.
nnen 5 C 5

6 3
@gv6x5—§v6 24+ 4V 23 — 6V m2+6\‘7§—6/t+
60—~ 30— o= o 1
:g6£C5—§61'44-461'3—66.%'2—'—6\6/5—9/?

u = t2+1

1
dt =
/t2+1
du = dt dy = 2tdt

6 3 1 3 (1
:5\6/5—5\/6 24+ 4V 13 — 6V x2+6€/§—9/— du+§/— dy + 3arctgt =
u y

6 3 3
= gvﬁ x5—§\/6 T4+ 4V 23 — 6V :E2+6\6/5—91n|u|+§1n|y|+3arctgt+C’:
6 3 3
= gx/6 x5—§\/6 r4 -+ 4V a3 — 6V x2+6{>‘/§—91n|€/5+1|+§1n |&/x + 1|+ 3arctgt +C &

vissza a feladathoz

1
i / 1 &
11—6x+ 22
Megoldds.

7tgu(—7<u<)

CO§2 u

\/id

/ \/ tg u+1 C052 / / sin u-i—cos2 u C082 / /1 COS2
cos? u cos?u
1 1 1 COS U Ccos U
:/ T -—Qdu:/ du:/ 5 du:/—_Qdu:
COS“ U COS U COoS“u 1—sin“u

| cos ul

1
1—192

™ s Yy = sinu
ha —5<u<sg,

akkor cosu>0 dy = cosu du
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1 : i 1 1 1 1
/(1—y)(1+y) Y /1—y+1+y Y=a )1y vty 1—|—y y=
z = y—1 v = y+l1
dz = dy dv = dy

1 /1 1 1 1 1 1 1
:5/—dz+§/—dv:—1n|z|+—1n|v|+C’:—ln|y—1|—1——ln|y—|—1|—|—C=
2

1 1 1
=5 —1In|sinu— 1\—1— In|sinu+1|+C = —ln\sm(arctgt)—1|+—1n]sm(arctgt)—i—l]—i—C—

x—?) 1 r—3
—In |sin(arctg——=)—1|+ = In |sin(arctg——) + 1|+ C.
( gvﬁ) ‘ 5 ( gv@) %
vissza a feladathoz
) /\/x2+6x+18 dx
Megoldas.
3
/\/x2—|—6x+18 dx:/\/(x+3)2+9 da::/w(%)—i—ldx :/\/t2+13dt:
x+3 t = tgu (—F<u<y)
3t = I+3 dt = coi12u du
A [sin® u+ cos? u /
/ te*ut1 / cos?u COS2 du = / cosQu 0052 n

ha —§<u<§, = sinu

Cos U CoS U
5 du= s du= T du= —du:
]cosu\ “cos?u cos? u costu (1—sin? u)?
v

akkor cosu>0 dy = cosu du

:/m dy=---O

A részletes megoldas megtalalhato a 272. oldal c feladatban.

1 1 1 1
~Cln|l—sinu|+ > In|1+si - O =
e 1 n | smu|—|—4 n| —|—smu|—i— T —smu) 4(1+sinu)+

1 1 !
- “In|1— tgt In|1 tgt - ¢
{In[1—sinarctg |+ nflsinarctel] + ) T 11 Teinarctal) |

14+si ¢ x+3 . 1
sin arc
573 4(1—sinarctg

3
= —Zln 1—sinarctg%’+zln

1
— C.
4(1+sin arctg“$?) * ¢

x+3)

vissza a feladathoz
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=

Megoldas.
r—2 3t
—d = |t ——=dt
JVimie = [rpmpee
2 = z=2
z—1
t?(x—1) = x—2
(t2-Dz = t2-2
s = =2
T 421
dr = <t2j1)2 dt
3t A N B N C N D
t—1)2-(t+1)2  t—1 t+1 (=12 (t+1)2

At—1D(t+1)?2+Bt+1)(t—1)2+C(t+1)2+D(t —1)?
(t—1)2-(t+1)2 B
(A+B)t*+(A—B+C+D)*+(2D—A—B—-2C)t+(B+C+D—A)
(t—1)%2-(t+1)2

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A+B = 0
A-B+C+D = 3
—A—-B-2C+2D = 0
~A+B+C+D = 0
3 3
I A=C=D-, B=-—-.
nnen 7 1
3 1 3 1 3 1 3 1
- —dt—- | — dt+- | ——— dt—- | ——— dt =
®4/t—1 1) i1 +4/(t—1)2 4/(z+1)2
u = t—1 y = t+1 u = t—1 y = t+1
du = dt dy = dt du = dt dy = dt
3 1 3 1 3 1 3 1 3 3 31 31
Sl w2 Ty | = aurl [ S ody="Injul -y -2 2 -2 C=
4/u B 4/y er4/u2 u+4/y2 y=ginlel =gl = 4y
3 3 3 1 3 1
S P T T P P . —
plt=ti= gl lf=g g =g e +C
3 —2 3 -2 3 1 3 1
xr — X — r—2 r—2
11 11

vissza a feladathoz
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1
| dx
)/(xQ—l—l)-\/l—x2
Megoldds.
1 1 1
dx:/ -cost dt:/ - -cost dt =
/<x2+1>-¢—1—x2 (1tsin? 1) v/1— st (1+sin?) - cost]
r = sint (-5<t<T) ha —7Z<t<7,
dr = cost dt akkor cosu>0
1 1 1 1
:/ — ~costdt:/—,2dt:/ - du =
(1+sin”t)-cost 1+4sin“t 1+ 1+u?
u = tgt te(-%,%)
HLif = sin?t
dt = 1+1u2 du
1 1 1 1 1 1
= —-—du:/ du:/—du:—/—dy—
/ﬁ%"f 1+u? 14 2u? 1+ (v2u)? V2] 1442
= V2u
dy = V2 du
L arotgy+C = tg(vV2u)+C = tg(V2tgt)+C
= —arc = —arc U = —arc =
/2 gy 2 g 2 g g
1
= —arctg(v/2tg arcsinz) + C.
7 g(V2tg ) O

m) /\/mczx

vissza a feladathoz

Megoldas.
—3—t2 42242t —2t(2t+2)+ (3+1%)2
/\/:UQ—Q:B—de:/ et (2t+2)+(3+1) dt =
2t4+2 (2t+2)2
Va2—2x—-3 = x4t
22-22—-3 = z242zt+t>
—3—-t2 = (2t+2)x
—3-t2  _ -
72t(2t+2)+(3+t22);+2 -
@i42) dt = dx
Va?—2z-3 *;';jrf +t
_/t2+2t—3 —2t2—2t+6__1/(t2+2t—3)-(t2+t—3)
B 2t +2 (2t+2)2 4 (t+1)3
B 1/t4+3t3—4t2—9t+9@
4 (t+1)3
. (43 2 _
th 4363 432+t
—7t2 —10t +9
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1 t*+10t —
®_Z t dt+ 4/wdt@

(t+1)3
T*4+10t—-9 A N B N C  A(t+12+B(t+1)+C At*+(2A+B)t+A+B+C
(t+1)3  t+1 (t+1)2 (t+1)3 (t+1)3 B (t+1)3

A megfelels egyiitthatok egyeztetésébdl:

A =7
244+B = 10 = B=-4
A+B+C = -9 = (C=-
1, 7( 1 1 1
SEN +1/t+_1dt_/mdt_3/mdt:
u = t+1 u = t+l w = t+1
du = = = dt
——§t2—|—1/idu /idu 3/—du-
1 7 31
:——(\/m_x)2+—1n\u|+—+—-—+cz
8 4 w2 u?
z—l(\/ﬁx—z&—x)%zlmzfﬂu T S S
8 4 t+1 2 (t+1)?

1 7
= ——(\/$2—23:—3—x)2+11n|\/x2—2x—3—x+1|+
3

1
+ +C.
Va?—2r—-3—z+1 2(Va?-2rx—-3—x+1)2 B

vissza a feladathoz
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19. fejezet

Hatarozott integral, improprius integral

19.1. Gyakorlat

19.1.1. Hatarozott integral

19.1. Feladat. Legyen f(x)=2" x € [0,10] . Osszuk a [0, 10] intervallumot 5 egyenld részre.
Legyen 15 a fenti felosztds osztdpontjaibol dllo felosztds. Legyen EER® €s &; az i-edik részintervallum
felezdpontja.

a) Szamoljuk ki az s(f,1s) alsd- és S(f,1s) felsé Darboux-kozelitd dsszeget!
b) Szamoljuk ki az o(f,75,§) Riemann-féle kozelitd dsszeget!

c) Irjuk fel a fenti mennyiségeket dltaldnosan, ha a [0, 10] intervallumot n egyenld részre osztjuk.
(Szamoljuk ki a hatdrértékeiket, ha n — oo.)

Megoldds.
a) ©o=0, x1=2, wx3=4, x3=6, x4=8, z5=10

Mivel f a [0, 10] intervallumon (és az R-en is) szigortian monoton nove, ezért

M; = sup{f(x)| ;o1 <z <uax;} = f(z;) és
m; = inf{f(z)| vio1 <z <z} = fla;imr) i=1,....5

Tehéat
5 5
S(f, 7'5) = Zml (ZEZ —Iifl) = 22 f(ﬂfifl) =2- (20+22+24+26+28) =
i=1 T i=1

45—1_2 1024 —1
4-—1

= 682.

= 2. (244" + 42+ 42 +4") =2.
és

fla)=2-(22+2'+2°+2°42"9) =

M«

S(f7T5> =

-

Mi . (xz —Iz;l) =2
——

i=1 ~

= 2.2°. (444" 447 +4°+4%) =8-341 = 2728.

=1

295
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A fenti két formula geometriai jelentését az aldbbi abran szemléltethetjiik.

8(f7 7—5) S(f7 7-5)
b) &i=1, &=3, &=5 &=7, &=9

5

5
o(f,7,8) = (&) (25 —25-1) =2 fl&)=2-(2"+2° 425427 +2%) =
5 ; . : ; ( )

= 4. (944" +47+4° +4%) = 4341 = 1364

Ezt a mennyiséget is szemléltethetjiik az el6z6ekhez hasonlon:
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és hasonldan

- 10 & 10 wyi
S(fan) = ZMZ(xl_xll>:ng<xl):?2(2n> =

n i=0 i=0 n 2 —1
10410
Tovabba & = =2t % — (95 —1).5 k=1,...,n

o(f,T _ n Nl . :E (22-,1)%:1_0 %21‘—1:
(frm€) = D f&) (@mizwia)=—D 2 > (2)

5
- = n = __.9n n | = _——.92n.
n i=0 n i=0 n 2%_1
d)
10 20 —1 g0 10910 1) oy
lim s(f,7,) = lim — —5 > 1im # '=
. —8.@20-1 210 1 1023
= lim ———= = .
n—oo 9w .In2. 10 nooo 95 .n2 In2
—1

Hasonloan szamolhato S(f, 1,) és o(f, 7, &) hatarértéke is.
Abbol a ténybdl, hogy lim S(f,7,)= lim s(f,7,) illetve, hogy létezik lim o(f,7,, &) még
nem kovetkezne, hogy f Riemann-integralhato (hiszen nem az sszes 7 felosztasra és az

Osszes & kozbeesG pont-rendszerre ellendriztiik), de mivel f folytonos az intervallumon,

ezért integralhato és igy
10

/2%: 1023
In2

0 ¢

19.1. Tétel. Az f:]a,b] =R (a,b€R) figguény Riemann-integrdlhatd, ha
a) [ folytonos [a,b]-n (f € Clay),

b) f monoton |a,b]-n,

c) f szakaszonként folytonos,

d) [ szakaszonként monoton.

19.2. Tétel. (Newton-Leibniz formula) Legyen fER .y (Riemann-integrdalhatd [a,b]-n), mely-
nek létezik primitiv fiigguvénye €s leqgyen az F az [ eqy primitiv fiigguvénye, ekkor



208 19. FEJEZET. HATAROZOTT INTEGRAL, IMPROPRIUS INTEGRAL

19.2. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrozott integralokat!

1
a) /x3+2x2+x~|—3da:
0

Megoldads.
! 4 3 2 1
/x3+2x2+x+3dzp: S SRS, ¥
477372 .
1 2 1 1 2 1
(2. 12134212031 ) = (204 +2.0°+2.02+3-0 ) =
(4 +3 +2 +3> (40+30+20+30
1 2 1 5
e T — 4
4+3+2+3 12 %

%
b) / sin® zdx
0

Megoldas.

sin® zdx ©

\w\a

0
Primitiv fliggvény meghatéarozasa:

/sin3 xdx = /sin2 x-sinzxdr = /(1 —cos® z) -sin xdx =

:/sinxdx—/COSQx-sinxdx :—cosx+/t2dt:

t = cosz, z€[-5,5]

dt = —sinzdx
3 1
= —cosx+§+C': —cosx+§cos3x+0.

Most méar alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz formulat:

1,2 T 1 gx 1, 2
- = =—cos -+~ —— | —cosO+ - 0)=-.

@[ cosx—|—3cos xh 0052+3cos 5 ( cos —|—3cos ) 3 &
19.3. Megjegyzés. Mind a helyettesitéses integrdlds, mind pedig a parcidlis integrdlds szabdlya
felirhatd hatdrozott integrdlok esetén is. A pontos tétel-kimonddsok megtaldlhatok [12] 67. oldal
illetve 71. oldal .

Jelen kurzus keretei nem teszik lehetdvé ezek részletes targyaldsdat. A probléma minden esetben
megkeriilhetd, ha a primitiv figguényt kilén hatdrozzuk meg. (Ldsd. eléz6 feladat.)
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2
c) /62“ -3x%dx
29

Megoldds.
2

/eh 3ridr ©

=2
Primitiv fiiggvény meghatarozéasa:

2
fl) = 3a? g@@) = e flz) = = g (x) = &%
fllw) = 6z g(x) = fe fll@) = 1 (@) = 5e*
= 33726293—%3362304- 4 C
2 2 4
Most mar alkalmazhatjuk a Newton-Leibniz formulat:
3 3 3,1% 3 3 3 3 3

e §$2€2x—§$€2x+1621 . = 5'4-64—5-264—1-4—164— <§~4'€4+§-264+164) =

15 39

T 0

19.1.2. Improprius integral

Az alabbi speciélis esetekben kiterjesztheté a Riemann-integral.

19.4. Definici6. Ha f : [a,+00) — R, és Vb > a esetén f Riemann-integrdalhaté az [a,b] inter-
vallumon és létezik a lim [ f(x)dx véges hatdrérték, akkor azt mondjuk, hogy f impropriusan
integralhatd az [a,+00) intervallumon és

w

/f(:c)d:c:: lim [ f(x)dx

wW—00
a

Hasonléan definidlhaté a (—oo,a] intervallumon értelmezett fiigguény improprius integrdlja.

19.5. Definici6. Legyen f :|a,b] — R, ha f nem korldtos az a pont valamely kirnyezetében, de
b
Ve >a esetén f Riemann-integralhatd az [a+¢,b] intervallumon és létezik a lim+ [ f(z)dx véges
e~V a+e
hatdrérték, akkor azt mondjuk, hogy f impropriusan integrdalhato az [a,b] intervallumon és

/b f(a)dz = lim /b f(2)dz

e—0t
ate

Hasonloan definidlhato a (—oo, a] intervallumon értelmezett fiigguény improprius integrdlja.
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Nem véges intervallumon vett integralok:

19.3. Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi improprius integrdlokat!

[e.9]

1
a) / —dzx
x
1
Megoldds.
[ .
—dr=lim [ —dz=lim |[In|z|]| =lim [In|w|—In|l] ]| =00
€T w—00 / T w—00 1 w—00 N—— \76./
Az improprius integral nem létezik, a fiiggvény impropriusan nem integralhato a [0, oo)
intervallumon. &
r1
1
Megoldds.
[ 1 17 1 1 1
—dr=1lm | —=dr=1lm |——| =lm |(———=(—=])=1lm [1- — | =1.$
.T2 w—00 J}Q w—00 X 1 w—00 w 1 Ww—00 w
1 1 ~~~
—0
0
c) / e“dx
Megoldds.
0 0 0
/exdx: lim [ e*dr = lim [e‘”} = lim (eo—e“’) =1. &
w—00 w—00 —w w—00
o1
d d
) / 1422 v
Megoldds.
/1d1' L o= tim |arcter| = " ta(—w) o
xr = lim x = lim |arctgx = lim | arctgw — arctg(—w) | = 7.
1—|—];2 Ww—00 1—|—$2 Ww—00 & —w Ww—00 Wg_/ J/—/ T

) —w -3 ——

Wl
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Nem korlatos fiiggvények integralasa:

19.4. Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi improprius integrdlokat!

[

%\

Megoldas.
Mivel az f(z) = L fﬁggvény a x = 0 pont kornyezetében nem korlatos, igy

/ dxr = lim —dx = lim [2\/5] lim (2—2¢) = 2. O
0

e—0t e—0t e—0t
2
1
b) dx
4—x2
0

O+e
Megoldas.

Mivel az f(z) = \/4+7 fliggvény az x = 2 pont kornyezetében nem korlatos, igy

dx®

dr = lim

1 1
V4 — 22 e—0t ) /4—22
0
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt:

Jowe i St

dt = arcsint +C = arcsin — 5 + C.

IH

u
8

dt =

[ ST ST )

2—
i . 2—¢ , m
© lim [arcsin — = lim | arcsin —arcsin0 | = —. &
e—0t 2 0 e—0t 2 2
—_——
/ cos? x

0
Megoldds.
Mivel az f(z) =

(VB

fliggvény az x = 7 pont kdrnyezetében nem korlatos, igy

cos2
s 5—€ T -
1 1 1 2°¢ i
;—dr = lim ;—dzr+ lim ;—dr= lim |tgz| + lim |tgx =
cos?x e—0+ cos?x e—0+ cos?x e—0+ o 0t E
0 0 Tte 2

= lim tg(——g)—tg() + lim tgﬂ—tg(z—l—e) =00
e—0+ 2 e—0t |~ 2
—_— ::O -0 SN———

Az improprius integral nem létezik, a fiiggvény impropriusan nem integralhato a [0, 7]
intervallumon. ¢
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Nem korlatos fiiggvények végtelen intervallumon vett integralja:

(e 9]

19.5. Feladat. Szdmitsuk ki az / dx tmproprius integrdlt!

5
z(x+5)

Megoldas.
Mivel az f(r) = ——2— fiiggvény az x = 0 pont kornyezetében nem korlatos (nem korlatos az
Z(zt5) LU8gvely

x = —5 kornyezetében sem, de ez most érdektelen), igy
o0 w

D )

——dxr = lim lim —dx
/:U(x+5) e—0tw—oo | x(x+5) S
0 O+e

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

Ehhez el6szor bontsuk a tortet elemi tortek Gsszegére:

5 A B (A+B)x+5A

z(x+5) x+:c+5_ T ’

a megfelel§ egylitthatok egyeztetésébdl:

A+B =
5A =

ebbdl: A=1és B = —1 adodik.

1 1
/Ld:v: /—dm—/ dz | =In|z|—In|z+5|+C.
z(x+5) x r+5

© lim lim {ln]x\—ln|x+5]1 = lim lim (lnw—In(w+5)—Ine+In(5+¢)) =

e—0t w—oo Ote e—0t+ w—oo

—1

—~ =
w

= lim 1 li In(5 - =
Jim nw+5—|—6ir51+ n(5+¢)— Ine 00

—In5 -
—0

Az improprius integral nem létezik, a fiiggvény impropriusan nem integralhaté a [0, oo)
intervallumon. %
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19.2. Hazi Feladatok

19.1. Hazi Feladat. Legyen f(z) = —2%. Osszuk a [0, 6] intervallumot 6 eqyenld részre. Legyen
76 a fenti felosztds osztopontjaibdl dllo felosztds. Legyen € € RS és & az i-edik részintervallum
felezdpontja.

a) Szamoljuk ki az s(f,7¢) also- és S(f, 1) felsé Darbouz-kizelitd dsszeget!
b) Szamoljuk ki az o(f,76,&) Riemann-féle kozelitd dsszeget!

¢) Irjuk fel a fenti mennyiségeket dltaldnosan, ha a [0, 6] intervallumot n egyenld részre osztjuk.
(Szamoljuk ki a hatdrértékeiket, ha n — oo.) megoldés

19.2. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi hatdrozott integrdlokat!

a
)/x Inx megoldds
4

1
b / dx
/ 1+ megoldds

0

™

c) / 23 -sin Sudx

E megoldas
d) /e”sinxdm
J megoldds
19.3. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az alabbi improprius integrdlokat, ha konvergensek!
2
1
a) /— dx
/ (x—1)3 megoldds
b) / dx
K 2+ 322 megoldds
1/ +$+I2 megoldas
1
1
I x megoldas

1

1
e) /— dx
x megoldas

-1
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19.3. Megoldasok

19.1. Hazi Feladat. Legyen f(z) = —2?%. Osszuk a [0, 6] intervallumot 6 eqyenld részre. Legyen
76 a fenti felosztds osztopontjaibdl dllo felosztds. Legyen € € RS és & az i-edik részintervallum
felezdpontja.

a) Szamoljuk ki az s(f,7s) alsd- és S(f,76) felsé Darboux-kozelitd dsszeget!
b) Szdmoljuk ki az o(f,76,&) Riemann-féle kézelitd dsszeget!

c) Irjuk fel a fenti mennyiségeket dltaldnosan, ha a [0, 6] intervallumot n egyenld részre osztjuk.
(Szamoljuk ki a hatdrértékeiket, ha n — oc.)

Megoldas.
a) ©o=0, x1=1, x3=2, x3=3, x4=4, x5=5, x6=06

Mivel f a [0, 6] intervallumon szigortan monoton csokken, ezért

M, = sup{f(x)| zi-1 <z <z} = f(x;1) 6s

m; = inf{f(z)| vio1 <z <az;}=f(x;)) i=1,....6.
Tehat

s(f,16) = Zmi'(xi_xi—l) :Zf(xi) e 6-(64+1)-(2:64+1) _ oL

=1 1 i=1 i=1 6
és
6 6 6 5
S(f77'6) = Mi'(l'i_l’ifl): f(l'if1):— (i—1)2:— —
5. (9.
_ (5+1) (2 5+1) _ 55
6
1 3 5 7 9 11
b) 51257 52257 53257 54257 55257 55:?

6 , 1 | , WAL , 6 N
o(fi76,6) = D f(&)-(wi—mia)=—) (&) 2—12(22—1) =-1 (;Z - (20) > =

1=1 -1 i=1 i=1 i=1

6
1(12-13-25 1/12-13-25 6-7-13 143
Y 4 _ 1
1 6 - 1 6 6 2
6 § 6
c) 1o=0, x1=—, x9=2-— ..., 0p=k-—,...,2,=6
n n n
) = Y= 23 ) == 3 -
i=1 % i=1 i=1
6~ 6% n(n+1)(2n+1) n(n+1)(2n+1)
— _EZ = ; — _36- " —
=1
_ —36-<n+1)(2n+1)
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és hasonldan

S(fym) =

0<f77—m€> = Zf(&)(x

ZZQ_Z(%)Q) _ i;f <2n(2n+é)(4n+1) _4n(n+1)6(2n+1)) _

lim s(f,7,)

n—oo

lim S(f,7,)

n—oo

lim o(f,7,,&)

n—oo

305

(2n—1)(2n+1)

—(2n+2)) =—18- >

lim (—36. (n—l—l)n(fn—i-l)) — 36 lim _(”+1)(2n+1) _

1+ (241
—36- lim M _ 7

n—00 n—00 n2

lim (—36- ("_1>(22"_1)) 36 qim A2 D@l
n—ee n n—oo n2
1—-Ly2-1
—36- lim W = —792.
lim <—18' (271_1)22”"‘1)) — 18- lim _(2n—1)(2n+1) _
n—00 n N0 n2
9_1y9o4 1
—18- lim w _ 79

Mivel f folytonos az intervallumon, ezért integralhato és igy

6
/—x2d$ = -72.
0

O

vissza a feladathoz
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19.2. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi hatdrozott integrdlokat!

e2

) / dx
z-lnx

e

Megoldas.

2

dx
=T
z-lnz

e

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt:

d
/ ’ :/1tdt:ln|t\+C’:1n|lnx|—|—C

z-lnx

t = Inxzx

dt = ZLldx
x

e2

@[ln\lnﬂ] =In|Ine*|—~In|lne/=In2—Inl1=1In2. O

e

vissza a feladathoz
4

b) /1+1\/de

0

Megoldas.

4

/1+1\/de@

0

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt:

/;dx: LQtdt:/wdt:/th—Q/Ldt:
1+x 1+t t+1 t+1
t =

NG
2 = =z
2tdt = dzx
1 1 1
=2t—2 [ —dt =2t— [ —du=2t-2In|u|+C=2t— | —du=
t+1 U U
u = t+1
du = dt
=2t—2In|t+1|+C=2yx—2In|/z+1|+C
4
e 2\/5—21n|\/§+1|1 =2V4—2In|V4+1|—V0+2In[v0+1| =4—2In3. o
0

vissza a feladathoz
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™

c) /x3~sin5xd:c

—Tr

Megoldas.

™

/ 23 -sin brdr ©

—T

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt:

1
/x3~sin Sr dx = —gx?’
f'(z) = sinbz g(x)
f(2) —cosbe g'(z)
1
= ——:L‘3
5)
1
= ——x3
5)

1 3
e {—gxg -COS BT + %ﬁ .

125

6 6
sin bx + ——x cos br — 625 sin bx

125

307

/x~sin5x dx =

1 3 6 6
= ——712.co8 5T + — 72 - sin 57 + ——7 cos 5T — —— sin Hr—

25
1

— <——(—7r)3 -cos(—bHm) + i(—7T)2~sin(—57r) + i(—7r) cos(—Hm) — 5 sin(—57r))

bt

6
3—_
125

2
-
d

™

d) /e”sinxda:

0

Megoldas.

™

/ e’ -sinxdr®

0

125 625

25 125

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt:

3
-cos bz +g/x2~cos5x der =
= 23 f'(z) = cosbz g(z) =
= 3z? flw) = =z g(x) =
3 /1 2
-cos5x+g (5x281n5x—5/x-sin5x dm)
cos Hr + S 2 sin
. T+ —zx°-sinbr — —
25 25
f'(z) = sinbdz
flw) = —coubz
3 6 1
-cos5x+2—5x2-sin5x—2—5 (—gxcosf)x—l——

1
: / Cos bx dx)

3 6 6
-cos5x+2—5x2-sin5x+—xcos5x—@sinfm—i—a

|

g(z) = =

g'(x)

625

O

vissza a feladathoz
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/el’-sinx dr = €%-sinx — /ex~cosx dr = €%-sinx —ex-cosx—/ex-sina: dx

flx) = €* g(z) = sinz fllx) = €~ g(z) = cosz
f@) = e g = cosz  fl@ = &  g@ = -sinz
. 1 .
Innen/ex-smx:§ ex-s1nzr—§ew-cosx+0.
1 1 S| 1 1 1 1
@[5 e””-sinx—ﬁe”c-cosx]o:§eﬂ-sin7r—56“~cos7r—§eo-sin0+§eo-coso:56“—1-5.()

vissza a feladathoz

19.3. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az alabbi improprius integrdlokat, ha konvergensek!

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt

+C.

t2dt = oI L tC=

/mdx‘/ Vi1

dt = dzx

O i 2 | I 2 2 +
im | —— = lim — = +00.
=0t [Vo—1],,, -0t V2—1 /1+e—-1
Tehét az improprius integral nem konvergens. &
vissza a feladathoz

o0

1
b d
)/2—1—3.7:2 .
Megoldas.
o1 [l
dr = li d
/2+3x2 v=lm o O

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt

1 1 1 1 1 1 /2 1
[ S S R L
+3z 1+°5- 1+(\/§x) +

t = 3:1:

dt = +/dz




19.3. MEGOLDASOK 309

V6 f o= [ VG 2

’ Lo \/§ Lo \/§ () 2 1 o7 o
= lim | —=arctgy/ —w— —=arctgy/=(—w) | =—=-—=—

w—co \ \/6 2 V6 2 V6 2 V6 vissza a feladathoz

/ 1+x+x2

1

1 3 1 3 |
——arctgt + C = —=arctg J:—l—C’ © lim [—arctg —x] =

Megoldds.

[ [
—— dx=1li —d
/1+x+x2 ey S GRS =

1 1

Hatéarozzuk meg a primitiv fiiggvényt

/ L / 1 ; / L 4/ L
_— T = T = —_— XTr = — —_— T =
L+ +a? (¢ +2+3)+3 (x+32+] 3 My

+1
4 1 4 /3 1 2
:_/—de:—-i_/ dt = —arctgt+C =
3 (M) 1 3 2 142 V3
V3
t — 2x+1
V3
dt = Zodu
2 20 +1
= —arct C.
NERRVE
o1 {2 " 29(:—}—1}“) . 2 " 2w+1 2 ) 2+1 ™ 2m T o
im |—arctg———| = lim | —=arctg——— ——F=arctg—= | =—=——F% = —+=.
e |[VBUEVB ] e | VB VB VB CVB | VB 3B 33
—_——— ——
-z =z vissza a feladathoz
/— dx
Megoldds.
0—¢ 1
1
—dx—ﬂél e iy [ o
-1 0+¢

Hatéarozzuk meg a primitiv fiiggvényt

/—daz:—/:c2 da::x——l—C:———i-C.
—1 T

17° 17" 1 1 1 1 1
© lim {——1 + lim {——1 = lim <———|——> + lim (——+—> =2 lim (——1) =+00
e—0+ x|_, -0t ] — -1 e—0+ 1 ¢ e—0t \ €

az improprius integral divergens. vissza a feladaths
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11
e) /de
5

Megoldas.

1

1
/—dx: lim
T

-1

19. FEJEZET. HATAROZOTT INTEGRAL, IMPROPRIUS INTEGRAL

0—e 1
1 1 —€ 1
— dr+ lim / — dr= lim [1D|ZE’:| + lim {lnM} =
e—0t x e—0t+ T e—0t _y €—07F c
-1 O+e

=lim [In|—¢|—In|—1| |+ lim [In|l|—Infe]| | =0
e—0t N—— e—0t N~
Igy az improprius integral nem létezik a [—1,1] intervallumon. &

vissza a feladathoz
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Differencialegyenletek

20.1. Gyakorlat

20.1.1. Elsérendii differencidlegyenletek
Szétvalaszthato valtoz6ja differenciadlegyenletek
Altalanos alak: 3 = g(z)-h(y), ahol g és h intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények.

20.1. Feladat. Oldjuk meqg az y = x-y differencidleqyenletet!

Megoldas.
A valtozok szétvalasztasahoz y-nal kell osztanunk. Ezt csak akkor tehetjiik meg, ha y # 0.

i) hay=0 < ¢y =0<« y =0 szingularis megoldés.

ii) hay+#0
vo_ o,
Y
y/
/— dr = /:1: dx
Y
1 1
/;dy = §$2+Cl (C1€R)
L,
In|yl = 3% +C
ly| = 37+ =1 en?’
C
Legyen C := { 3:6
Ekkor

y= C- ez (C€R)

Az y(x)=C -2%° (cer) alakban adott fliggvénysereget nevezziik a fenti differencidlegyen-
let altalanos megoldasanak. Konnyen lathato, hogy a C' = 0 esettel beépitettiik az y =0
szingularis megoldast is. &

311
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20.2. Feladat. Oldjuk meg az y = _— differencidlegyenletet !
Y

Megoldas.
A feladatot a valtozok szétvalasztasaval oldjuk meg:

yy = —x
/y d'y = —%I’Q ‘I—Cl (CleR)
W = =+ (C1€R)
= —x2 —|—201 C = 201 (0701€R)
y = £V/C-22 (CeR) ¢

20.3. Feladat. Oldjuk meg a (3x—1)y = y* —y differencidlegyenletet!

Megoldas.
A valtozok szétvalasztasahoz (y? —y)-nal kell osztanunk. Ezt csak akkor tehetjiik meg, ha

y* =y #0.
i) hay=0 & 3y=0& (32—1)-0=02-0<« y =0 szinguléris megoldas.
i) hay=1 & 3y =0& (Bx—1)-0=12—1<% y =1 szingularis megoldas.
iii) ha y>—y #0

/

Y 1
;/Q—y 3r—1

Y B 1
/y?—y do = /3a:—1dx

1
dy = iln|3z—1|+C (C1€R)
1 1 /yw—l) i | 1
Sy [ dy=haly- 1=l = dmpo-1j+y crem
-1
m)2=—=] = In|@Bz—1)3|+C (CreR)
|y_1| _ eln|(3x71)%|+01 (C1ER)
Y1
o] = OBr-1)i Ci=ke® aew
Yy
Ekkor ]
l1—— = C-v3x—1 (CeR\{0})
- 1-C-¥Bz—1  (cer\{o})
1
y = (CeR\{0})

1-C-/3x—1
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A C = 0 eset hozzavételével az y = 1 szingularis megoldés beolvaszthato az altaldnos
megoldasba, igy a teljes megoldas:

CeR
y={ 1-C-Ba=1 Y

20.4. Feladat. Adjuk meg az

y'(x) = x-yx)
y(0) = 5

Megoldas.
Elgszor megoldjuk az y'(z) = - y(z) differencidlegyenletet. Majd a differencidlegyenlet al-
taldnos megoldasabol kivalasztjuk azt a partikularis megoldast, amelyre teljesiil a kezdeti
feltétel.

A differencidlegyenlet altaldnos megoldasat az 20.1. feladatban mér felirtuk:

} kezdetiérték probléma megolddsdt!

y(z) = C-e2”. (cem)
Az altalanos megoldéas paraméterét a kezdeti feltétel felhasznalasaval kikiiszobolhetjiik:
y(0)=C-e"=5 & C=5.

Igy a kezdetiérték probléma megoldéasa az y(z) = 5- ez fiiggvény. O

Els6rendi linearis differencialegyenletek
Altalanos alak: 3/ +p(z)-y = q(z)
20.5. Feladat. Oldjuk meg az y' +1y-cosx =sinz-cosx differencidlegyenletet!

Megoldas.
I. A homogén egyenlet: Y'+Y -cosz = 0. Megoldasa soran a valtozok szétvélasztasahoz
Y-nal kell osztani. Ezt csak akkor tehetjiikk meg, ha Y # 0.

i) haY =0 < Y'=0« Y =0 a homogén egyenlet szingularis megoldasa.

ii) ha Y #0
Y'+Y cosx = 0

Y’ = —Y-coszx
Y/

. v = —cosz

/7 de = —/cosx dx

1

v dY = —sinx+C] (Cier)

Y| = —sinz+Ci  (Cier)
|Y| — 6—81nz+C’1 — 601 _6—smz’ O — j:eC1

Y = C-e 5% (cer\op
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Konnyen lathato, hogy a szingularis megoldés a C' =0 eset megengedésével az altaldnos

20. FEJEZET. DIFFERENCIALEGYENLETEK

megoldasba beolvaszthatd. A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehat

Yalt — C«.efsmx.

hom (CeR)

II. Allando6 varialasanak modszere:

Keressiik a megoldést y = c¢(z)-e~ " alakban. Ekkor

y/ — Cl(‘%).e—sinx_C(x)'efsinx

Ezeket visszahelyettesitve az egyenletbe:

d(x)-e 5% —c(z)-e ¥ . cosx +c(x)-e” 7 . cos
Vv Vv
Yy Y

C/(JT) . ,—sinz

c(x)

o(z) = / ¢ (2) da

C(ﬂﬂ):/sinx-cos:c-esm dz :/t-et di— ¢t /et

b= ) = et gty = t
dt = O = ¢ g

sinz

cosxdx = 1

=sing- ™ -+ C =" (sinx —1)+C.

= sinx-cosx-e

= /sinx-cosx-esmx dz

COST

= sinx-cosx

= sinx-cosz

sin x

dt =t-et—et+C =

Igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa felithat6 az alabbi alakban:

part __
Yinn — €

Sinm(SinI— 1) .e—sinx

El6adason ismertetett tétel alapjan:
4l rt 4l
Yinh = Yinh T Yiiom

20.6. Feladat. Oldjuk meg az y' — Y _ g2 differencidlegyenletet !
x
Megoldas.

I. A homogén egyenlet: Y’ — % = 0. Megoldésa soran a valtozok szétvalasztdsahoz Y-nal

kell osztani. Ezt csak akkor tehetjiik meg, ha Y #£ 0.

=sing—1+C . 7

=sinz—1

(CeR).

i) haY =0 < Y' =0« Y =0 a homogén egyenlet szingularis megoldasa.

ii) ha Y #0
y-L =
x
Y =
Y/

1
— dx
T

—Blme <<

1
/? dY = In|z|+C) (cieRr)
In|Y| = In|z|+C) (Cier)
Y] = el — o0 ghnlel — ). 01
Y = C-x

C = +e&
(CeR\{0})
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Konnyen lathato, hogy a szingularis megoldés a C'=0 eset megengedésével az altaldnos
megoldasba beolvaszthatd. A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehat

Vit —C.x  (cew).

hom
I1. Allandé varialasanak modszere:
Keressiik a megoldast y = ¢(z) -z alakban. Ekkor
Y =(2)-2+0(z)

Ezeket visszahelyettesitve az egyenletbe:

1
d(x)-z+c(z)—clx)-z-— = 2?
—_— =7

Yy Yy
dx)x = 2°
dz) = =z

c(x):/c’(x) dr = /:Eda::%Q—i-C’

El6adason ismertetett tétel alapjan:

alt part alt

3
x
Yinh = Yinn + Yhom = E + C-x (CeR). <>

20.1.2. Masodrendii differencialegyenletek
Masodrendii tiszta-hianyos differencialegyenlet

Altalanos alak: 3" = f(z)
Megoldasi modszer: kétszeres integralas

20.7. Feladat. Oldjuk meg az v" = Inx differencidlegyenletet!
Megoldas.

y’:/y" dx:/lnx d:z::/l-lnm dr=xz-Inx—x+C] (CieR)

fflz)y = 1 g(z) Inx
f@) = = g@ = 1
yZ/y/ dw=/m-lnm—x+01 da::/m-lnx dr — /x dx—i—/C’l dr =
fll) = = g(z) =
f@) = i g %

1 1 2 1 1
:§x2-lnx—§/x da:—%+01x:§x2-lnx 41’2—?%—013:4-02

1 3
= §x2-lnx—1x2+Clx+Cg. (C1,C2€R) o
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Masodrendii homogén linearis allando6-egyiitthatos differencialegyenlet

Altalanos alak: A-y"+B-y' +C-y=0 (A,B,C €R)
Megoldasi modszer: A megoldast y = e*® alakban keressiik.

20.8. Feladat. Oldjuk meg az y" 42y — 15y =0 differencidlegyenletet!

Megoldds.

Keressiik a megoldast y = e’ alakban! Ekkor
y = 6)\90
y/ — )\ 6)\1’
"o _ )\2 Az

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

MM o). M 15N =
Az 2
M - (A420-15) = 0

)

£0
M4+2\—15 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)
— 1 _ _
N, o T2EVARE0 2%8 N 5
’ 2 2 )\2 = 3.

Tehat a két linearisan fiiggetlen partikularis megoldas:

p=e " gy =er

Az altalanos megoldas ezen partikularis megoldasok linearis kombinacidiként kaphato:

y=Cr-e 4+, (C1,02eR) &

20.9. Feladat. Oldjuk meg az y" +2y +y =0 differencidlegyenletet!

Megoldds.
Keressiik a megoldast y = e’* alakban! Ekkor
Y 6)\90
y/ — )\ 6)\1’
y// — )\2 . e/\:c

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

)\2_6Ax_‘_2>\-6)\x+€)\x —
Az 2
M - (N42x+1) = 0
£0
M420+1 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)
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_ —2+V4-4
= 5 =
Ekkor az el6adéason igazolt tétel alapjan a két linedrisan fliggetlen partikularis megoldas:

)\172 —1=: )\

n=e" y=x-€°".
Az altalanos megoldas ezen partikularis megoldasok linearis kombinacidiként kaphato:

y=Cr-e"4+Cy-x-e .  (C1,C2€R) o

20.10. Feladat. Oldjuk meg az y" +4y' +9y = 0 differencidlegyenletet!

Megoldds.
Keressiik a megoldast y = e** alakban! Ekkor
y = 6)\96
y/ — )\ 6)\:5
y// — )\2 . e/\:v

Visszahelyettesitve az egyenletbe:
A2 A 4N e 4 9eM

£ (W +4r+9) = 0
#0

M 4+4X+9 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

Ekkor legyen:

-b -4 dac—b? 20
_Zho L, g Yo VN g
2 2 2a 2
Az el6adéson igazolt tétel alapjan a két linearisan fiiggetlen partikularis megoldas legyen:
v = e .cosfr=e 2 cosVbr
és

yp = €™ .sinfz=e 2" sinvbzx
Igy az altalanos megoldas:

y=C 7% . cos VBx + Cy 72 .sin V52, (C1,C2€R) O

20.11. Feladat. Adjuk meg az

y'+4y'+9y = 0
y(0) = 1
y(0) = —2-2v5

kezdetiérték probléma megolddsdt!
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Megoldads.
Elsszor megoldjuk az 3" +4y +9y =0
differencialegyenletet. Majd a differencialegyenlet altalanos megoldasabdl kivalasztjuk azt a
partikularis megoldast, amelyre teljesiilnek a kezdeti feltételek.
A differencidlegyenlet altalanos megoldasat az 20.9. feladatban mar felirtuk:

y=Cr-e 2. cosVhr+Cyre 2 sin Vhz.  (C1,Caer)
Az altalanos megoldéas paramétereit a kezdeti feltételek felhasznalasaval kikiiszobolhetjiik:
y(0)=C1-€’-cos0+Cy-€”-sin0=Cy =1 = C; =1.
Mivel
y = —2C1e " .cos VBx — \/501 7% .sin /b — 205¢7%% .gin VEx+ \/gCge’Qz - Cos \/gx,
ezért i (0) = —2C1 +Cy- V5= —2-2V5 = Cy= 2.
Igy a kezdetiérték probléma megoldéasa az
y(z) =e 2. cos Vor—2-e 2% sin v/5z

fliggvény. &



20.2. HAZI FELADATOK

20.2. Hazi Feladatok

20.1. Hazi Feladat. Osztalyozzuk és oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenleteket!

a) y(9+4a?)y = 1

b) y =

z(y—3)

¢) ¥ dr+(y+1)*dy =0
d) y'—g:x2+3x—2

x
e) y -sinz—y-cosx=—1
f) Yy —y=sinz+cosx+1

g) (1+sinx)%y” +cosz =0

1—-Inxz
22

Wy =

i) y' =y —6y=0
3) W' =4y —y=0
k) 99" +6y +y=0
" / .
1) yv'—8y'+16y =0
m) y"'—4y' +13y =0

n) 2y"—y'+y=0

319

megoldas

megoldas

megoldds

megoldas
megoldas
megoldds

megoldds

megoldas
megoldas
megoldds
megoldas
megoldas
megoldas

megoldas
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20.3. Megoldasok

20.1. Hazi Feladat. Osztalyozzuk és oldjuk meg az aldbbi differencidlegyenleteket!

a) y(9+42%)y =1
Megoldas.

Elsérendt, nem linearis differencialegyenlet. Megoldas szempontjabol pedig szétvalasztha-
t6 valtozoju.

g o= —
9+431:12
/
d =
/yy v | 9+ L3 . 1 12
dy = - [ ——de==2. [ —— dt = —arctgt+C = —arctg=2+C,  (c
/y Y 9/1+(%"’”)2 =93 /1+t2 glretet T = garctegr Tty (Gen
D= %
dt = Zdx
1y = larctgZz+Cy  (Ciew)

1 2 1 2
y = =4/ §arctg§a:+201 =44/ garctggx—i-c C:=2C, (cer)

&
vissza a feladathoz
4y
b) o = —
z(y—3)
Megoldas.

Els6rendt, nem linearis differencialegyenlet. Megoldas szempontjabol pedig szétvalasztha-
to valtozoju.
i) hay=0 < ¢y=0& y=0

0= %, azaz az y = 0 fliggvény szingularis megoldés.

ii) hay#0

1
— dx
T

<

-3
/—y y de = 4-
-3
/y_ dy = 4-Injz|+C (cer)
)
3
/1——dy:y—3ln\y] = 4lnjz|+C (cer)
Y
y = 3ln|y|+4ln|z|+C (cer)

A fenti alakbol nem tudjuk y-t kifejezni. Az ilyen alakban megadott megoldésokat
implicit megolddsoknak nevezziik. Most a szingularis megoldast sem tudjuk beépite-

11. <>

vissza a feladathoz
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¢) 2*dr+(y+1)*dy =0
Megoldas.

Elsérendt, nem linearis differencidlegyenlet. Megoldas szempontjabol pedig szétvéilasztha-
t6 valtozoju.

2*dr = —(y+1)*dy
1 1)3

t = y+1

dt = dy
4 1 3

%JrCl = —(yJ; ) (C1€R)
s/ 3 4 — o
_le _'?’C’l_1 =y C—?)Cl
s 3,
y = 1 —C—1 (ceRr)

vissza a feladathoz

d) y/—g:x2+3x—2
xZ

Megoldas.
Els6rendt, linearis, inhomogén differencialegyenlet.

Y
I. A homogén egyenlet: Y/ —— = 0.
x

Megoldésa sordn a valtozok szétvalasztasdhoz Y-nal kell osztani. Ezt csak akkor
tehetjiik meg, ha Y # 0.

i) haY =0 <& Y =0« Y =0 a homogén egyenlet szingularis megoldasa.
ii) ha Y #0

V—— =
X

Y' =
Y/
Y
Y/
1
/? dY = Inl|z|+C)

Y| = In|z|+C
V| = el = Oz, €= +e™

1
— dx
x

—Blma< <

Konnyen lathato, hogy a szingularis megoldés a C' = 0 eset megengedésével az alta-
lanos megoldasba beolvaszthat6. A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehét

YV —C.z.  (cer)

hom
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I1. Allandé varialasanak modszere:
Keressiik a megoldast y = ¢(x) -z alakban. Ekkor

v =d(z)-x+c(z)

Ezeket visszahelyettesitve az egyenletbe:

1
d(x)-wv+c(z)—clx)-ov— = 2*+3x-2
—_— =7

Y’ Y

dx)-rv = 2*+37-2
2
/
— 3——
d(x) T+ -

2

2
C(x):/c/(x) de = /m+3—— dx:%+3x—21n|x|
T

Igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa felirhaté az alabbi alakban:

2
1
yPart = <%+3x—21n \x|> r = §x3+3x2 —2z1n |x|
El6adason ismertetett tétel alapjan:
1
Yl — Pt YA — §x3+3x2—2x In|z|+Cz. (cer) &

vissza a feladathoz

e) y-sinx—y-cosx=—1

Megoldas.
Els6rendd, linearis, inhomogén differencialegyenlet.

I. A homogén egyenlet: Y'-sinz —Y -cosz = 0. Megoldasa soran a valtozok szétvilasz-
tasahoz Y-nal kell osztani. Ezt csak akkor tehetjiikk meg, ha Y # 0.

i) haY=0 < Y' =0« Y =0 a homogén egyenlet szingularis megoldasa.

i) ha Y #£0
Y’ .sinx—Y -cosx
Y’ sinzx
Y/

7
[Lav

In|Y|
Y

0

Y -cosx
Ccos T

sin x

Ccos T
- dx
sinx

cosT 1

/ , dx:/—dt:ln|t|+C’1:ln|sinx|+01
sin T t

t = sinz

dt = cosx dx

In|sinz|+C;  (CieRr)

elsinal+C — 0Ol ging|, O 1= 4
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Konnyen lathato, hogy a szingularis megoldas a C' = 0 eset megengedésével az alta-
lanos megoldasba beolvaszthato. A homogén egyenlet altalanos megoldasa tehat
YV — C.sinz. (cer)

hom —

II. Allandé varialasanak modszere:
Keressiik a megoldast y = ¢(x)-sin z alakban. Ekkor

y' =d(z)-sinz+c(x)-cosx

Ezeket visszahelyettesitve az egyenletbe:

d(z)-sinz+c(r)-cosx-sinx—c(x)-sinx-cosx = —1
~ ~~ -~ S——
Yy’ Y
d(z)-sin®r = —1
1
C,(CL’) = T3
sin® z
1
c(x)z/c’@) dr = /— —— dr = ctge
sin®

Igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa felirhaté az alabbi alakban:

part .
Y, — Ctgr-sinx = cosx

Elsadéson ismertetett tétel alapjan:

alt part Yalt

Yinh = ylnh hom — COS T +C-sinz. (CeR) <>

vissza a feladathoz

f) v —y=sinz+cosz+1
Megoldas.

Elsérendt, linearis, inhomogén differencialegyenlet.

I. A homogén egyenlet: Y' —Y = 0. Megoldasa soran a valtozok szétvalasztasahoz Y -nal
kell osztani. Ezt csak akkor tehetjiik meg, ha Y #£ 0.

i) haY =0 & Y =0« Y =0 a homogén egyenlet szingularis megoldasa.
ii) ha Y #0
Y=Y = 0
Y = Y
Y/
1

/—da: = /1 dx
/? dY = .1'+Cl (C1€R)

1Il|Y| = $+Cl
V| = e =% e, Ci=4e™
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Konnyen lathato, hogy a szingularis megoldas a C' = 0 eset megengedésével az alta-
lanos megoldasba beolvaszthato. A homogén egyenlet altalanos megoldésa tehat

Y — et (cer)

hom

Alland6 varialasanak modszere:
Keressiik a megoldast y = ¢(z)-e” alakban. Ekkor

/

y =d(x)-e"—c(x) e

Ezeket visszahelyettesitve az egyenletbe:

d(x)-e®—c(x)-e® —c(x)-e* =sinz+cosz+1
~ N g
Yy Yy

(

sinx+cosx+1

d(x) = e - (sinz+cosz+1)

c(:p):/cl(m) de = /sinx-e‘x dw+/cosx-e_x der/e_”” dx &

A jobb oldalon szerepld integralok kiszamitasahoz parcialis integrélast végziink:

/sinm-e‘x dx:—e_x-cosx—/e_x-cosa: dx

f(x) = sinzx g(z) = e
flz) = —cosz g(x) = -—e

Most nem érdemes a szokasos modon folytatni a parciélis integralast, helyette a fenti
egyenletet atrendezve:

/sin:v-e_l’ dx—i—/e_x-cos:z: dr=—e *-cosx

@—e‘”cosx%—/e‘x dr=—e"-cosx—e *=e " (—cosz—1)

Igy az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasa felirhaté az alabbi alakban:

t _
yor =e " (—cosx—1)-e"=—1—cosx

El6adason ismertetett tétel alapjan:

) . )
Yl =P VAL — 1 —cosa+C-e”. (cer)

¢

vissza a feladathoz
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g) (1+sinz)?y” +cosz =0

Megoldas.
Masodrendd, lineéris, inhomogén differencidlegyenlet. Megoldés szempontjabol pedig tisz-
ta hidnyos méasodrendt differencialegyenlet.

no cos x
v "~ (1+sinz)?
, y cos T 1 1 1
Y —/y de = - (1+sinx)? dx__/t_2 dt_g—{—ol_ H—sin:z:—{_c1
t = 1l4sinz
dt = cosz dx
y:/y’dx = /;_%—Cldx:/;,dx—l—/Cldx:
l1+4sinz l1+4+sinz
u = tg¥ z€(—m,m)
sinx = 1-?—1;2
dr = l+2u2 du

1 2 1+u? 2
= . d C = * d O —
/1+ 2 14u? R / Proutl 1y T

= /( 1) du+Cixz =2 /—dz+C’1x———+C'1x+Cg

z =

dz = du

2 2
= ——+(C Co=———+C C. 41,0
u+1+ 12+ 0o = tg§+1+ 12+Cs  (C1,C2€R)
vissza a feladathoz

, l—Inz
2

Xz

Megoldas.
Masodrendd, lineéris, inhomogén differencidlegyenlet. Megoldés szempontjabol pedig tisz-
ta hianyos méasodrendt differencialegyenlet.

1-1 1
y’z/y”daz :/ nxda:—/——/ln -2 :———/—dt—
xr X

') = et gt) = t
gt = 1

Iy
—~
~~
=
I
|
@
&

1 1
= ——+fte e 4 C = ——+nz- g e ML O =
x ! x ~ !

8|~

11 1 1
= —+—Inr+-+C=—-lnz+C;
r T €T xr
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1 1
y:/y" dr = /E-lnxthl d:xz/;-lnx dm—l—/C’l da::/tdt—i-C'lx:

t = Inzx

dt = 1 dz
x

1 1
§t2+01$+02 = §1D2{L'—|—Cl$—|-02 (C1,02€R)

vissza a feladathoz

i) y'—y' —6y=0

Megoldds.

Masodrendi, linearis, homogén allando-egyiitthatos differencidlegyenlet. Keressiik a meg-
oldast y = e’ alakban! Ekkor

I
>~
o

>
g

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

)\2_6)\1:_)\‘6)@_66)\96 = 0
M (N=A=6) = 0
~—~
#0

M—-X-6 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

2 2 A = 3.

Ekkor a két linearisan fliggetlen partikularis megoldés:

o lEVITA 145 {/\1 = -2
172: pu— p—

= yp=e"

Az altalanos megoldéas ezen partikularis megoldéasok linearis kombinacioiként kaphato:
y=Cr-e 4. (C1,00eR) O

vissza a feladathoz

j) W' =4y —y=0

Megoldds.
Masodrendi, linearis, homogén allandé-egyititthatos differencidlegyenlet.

Keressiik a megoldast y = e** alakban! Ekkor

y = 6)\1
y/ - 6>\w
y// )\2 . 6/\CE
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Visszahelyettesitve az egyenletbe:

ANZ- AT 4NN M = )
M (AN —4r-1) =
~
£0
40 —4)A—1 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

4416416  4+4v2 1
8 8 2
Ekkor a két linearisan fiiggetlen partikularis megoldéas:

2
has £y

1+‘/§m 1_

y1=6(§ 7) ygze("l’ 7)e

Az altalanos megoldas ezen partikularis megoldésok linearis kombinacioiként kaphato:

y:C’I.@(%"‘%)ZA-CTe(%_g)I_ (C1,C2€R) %

vissza a feladathoz

k) 9y"+6y +y=0

Megoldas.
Masodrendd, lineéris, homogén éllando-egyiitthatos differencidlegyenlet.

Keressiik a megoldast y = e’ alakban! Ekkor

y = 6)\36
y/ - )\ 6)@
y// — )\2 . 6)@

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

INZ. ML 6NN N =
e (9N +6A+1)
#0

o O

IN*+6A+1 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

—6+v36-36 1
18 -3
Ekkor a két lineédrisan fiiggetlen partikularis megoldas:

Ao =

L

1 1
T oyy =xe 37,

Y1 = e 3
Az altalanos megoldas ezen partikularis megoldésok linearis kombinacioiként kaphato:
y:C’l-e_%x%—Cg-a:-e_%x. (C1,C2€R) o

vissza a feladathoz
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) o' =8y +16y =0

Megoldds.
Masodrend, linearis, homogén allandé-egyititthatos differencidlegyenlet.

Keressiik a megoldast y = e** alakban! Ekkor

y = e)\iﬂ
y/ = )\ e)\a:
y// _ )\2 . €>\;v

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

AN =8N 416 =
e - (NP=8X+16) = 0
#0

o

M —8\+16 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

8++/64—64
2
Ekkor a két linearisan fiiggetlen partikularis megoldéas:

)\172 - - 4

= ey = el
Az altalanos megoldas ezen partikularis megoldéasok linearis kombinacioiként kaphato:
y=C1-e+Cy-z-€¥.  (C1,0reR) O

vissza a feladathoz

m) ' —4y' +13y =0

Megoldas.
Masodrendd, linearis, homogén allando-egyiitthatos differencidlegyenlet.

Keressiik a megoldast y = e** alakban! Ekkor

y = e/\a:
y/ - )\ 6)\:1:
y// — )\2 . e)wc

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

N2 eA NN 13eM =
eM - (N—4X+13) = 0
#0

o

M —4)\+13 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

D=16-4-13<0
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Ekkor legyen:

~b 4 Vdac—12 /36
20 2 2a 2

Az el6adason igazolt tétel alapjan a két linearisan fiiggetlen partikularis megoldas legyen:

3.

Yy = e -cosfr =e*-cos3x
és
Yo = e™-sinfr = e sin3x
Igy az altalanos megoldés:
y=C1-€*-cos3x+Cy-e* -sin3z.  (C1,0oeR) o

vissza a feladathoz

n) 2y/1_y/+y:0
Megoldds.
Masodrendd, linearis, homogén allandé-egyiitthatos differencidlegyenlet.

Keressiik a megoldast y = e’ alakban! Ekkor

— e)\x

Yy
yl - )\ 6)@
y//

)\2 . 6)\96

Visszahelyettesitve az egyenletbe:

2)\2-6>\$—)\'€>\x+6)\$ _
Ax 2
M (2N =A+1)
#0

o O

2\~ A+1 = 0 (Karakterisztikus egyenlet)

D=1-8=-7<0
Ekkor legyen:

-b 1 Vdac— b2 B &

a=—=—- =
2a 4 g 2a 4
Az eladéson igazolt tétel alapjan a két linedrisan fliggetlen partikularis megoldas legyen:
1 = e**.cosfxr= e"1%. cos %x
és
Yo = e*“.sinfxr= e~ 1% .sin 4x
Igy az altalanos megoldas:
Y= C’l-e_%m-cos %ZL’—FCQ'G_iI'SiH 41’. (C1,C2€R) O

vissza a feladathoz
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21. fejezet

Kétvaltozos fiiggvények

21.1. Gyakorlat

21.1. Feladat. Irjuk fel a kévetkezd fiigguények értelmezési tartomdnydt! Vdzlatosan dbrdzoljuk
s a tartomdnyokat!

a) flz,y) = VI-a?+y/1-y?

Megoldas.
A péaros-gyokok miatt:

1—22 > 0 és 1—y> > 0
1 > x? 1 > y2
1 2z L >y
Azaz 9y ={(z,y) €ER*| —1<r<1, -1<y<1}
F
f(z,y) = V1—22+/1—y? értelmezési tartoménya O

b) f(z,y)=In(d—2>—y*)+/a2+1—y

Megoldds.
A logaritmus fiiggvény értelmezési tartomanya miatt:

4—2%2—y* > 0
4 > z4q?

331



332 21. FEJEZET. KETVALTOZOS FUGGVENYEK

Ezt a feltételt tehat az origd kdzéppontu r = 2 sugari nyilt korlap pontjai elégitik ki.

A péros-gyok miatt:
?+1-y > 0
41 > y

Ennek a feltételnek az y = 22+ 1 parabola pontjai és az az alatti pontok tesznek eleget.

Az értelmezési tartomany a két halmaz kozos része:

D ={(z,y) cR?| 4> 22 +12 és 2 +1>y}

=
_ 4

f(z,y) =In(4—2%—y*)+ /22 + 1 —y értelmezési tartomanya &

¢) fla,y) =V (22 +y>—1)-(4—a2—y?)
Megoldas.
A paros-gyok miatt: (22 +y*—1)-(4—2®—y*) >0, ami az alabbi két esetben teljesiilhet:
L)
22+’ -1 < 0 és 4—22—y2 < 0
2?4y <1 és 4 < 2?42
Ha a két halmazt kozos koordinatarendszerben abrazoljuk, jol lathato, hogy disz-
junktak, azaz nincs olyan pont, amely egyidejtileg kielégitené mindkét feltételt:

Y

7,
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2

0ZOS resze

A két halmaz ki

Dy ={(z,y) eR} 1 <a*+y* <4}

ehress
SRS
e
s

5
L5

X
<X
X
R
X

sy

7 %
L,
Lssssiss
sy
sy
s
TSN
R N
s
)
)
N
>

SN
Y OXACIUAAXLR

S0
NN
SN
R

35

- — al
s

fSSREs
L
PSR

/ 5555589

s
2 NN\
e o b S

A A
IS II I IN

G A et

7

f(z,y) =/ (22+y2—1)- (4— 22 —y?) értelmezési tartomédnya

tt:

tartomanya mia

ési

ggvény értelmezé

i

r+y > 0

—X

y >

tik ki a feltételt.
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6bbi halmazba tartozoé pont megfeleld,

20

az el

)

—z}

a

N

N\

///

2,7

0

anya

2

) értelmezési tartom

_ 1
~ logy(zty

f(z,y)

I1.)

21.1. GYAKORLAT

1
logy (2 +y)

Megoldas.

Azaz az y = —x egyenes feletti pontok el
Az y =1—1x egyenes pontjait kivéve minden

Mivel a tort nevezGje nem lehet 0, ezért
azaz

Py ={(z,y) eR?| y > —x, sy #1

A logaritmus f

d) f(x,y)
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21.2. Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd fiigguvények szintvonalait!

a) fz,y) =2"~y’
Megoldas.
Ha f(z,y) = c, akkor 22 —y* = c.

Ha ¢ # 0, akkor a szintvonalak hiperbolak, ha ¢ = 0, akkor egy metsz6 egyenes-par.

Sokszor érdemes elkésziteni az x = a, illetve az y = b sikokkal vett metszetgdrbék képét is.

#

Ha x =a = z=a%—19?, azaz a metszetgdbék parabolik.

Hay=0 = z=2a%—b? azaz a metszetgobék itt is parabolak.
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A feliilet 3 dimenzios latszati-képe:

b) flz,y) =a"+y
Ha f(z,y) = ¢, akkor 2?+y* = c.
Ha ¢ > 0, akkor a szintvonalak origé kozéppontu korck, ha ¢ = 0, akkor a szintvonal az origd.
Ha z=a = z=a’+y? azaz a metszetgobék parabolak.

Hay=b = z=a22+0b? azaz a metszetgobék itt is parabolak.
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21.3. Feladat. Szamitsuk ki a kijelolt hatdrértékeket, ha léteznek.

. r—y
a) lim
(z,9)—(0,0) T+ Y
Megoldas.
i) Iteralt hatarértékekkel:
limlim 2= —lim 2 =1
z—0y—0 1 —}—y z—0
lim lim 2= = lim =2 = —1

y—0z—0 1+ Y y—0 Yy

Mivel az iteralt hatarértékek nem egyeznek meg, ezért a fiiggvénynek az origbban nem
létezik a hatarértéke.

ii) Polar-transzformacioval:
r = rcose
y = rsing

Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

7 COS @ —71Ssin . COsp—siny  cosp—sine
1m : = lm : = -
r—0T rCOS+rsine r—0t COSY+SINEY  COSY-+SIn Y

Mivel a hatarérték nem fiiggetlen p-t6l, ezért az origbban nem létezik a hatarérték.

2
b) it

11m _—
(@,9)—(0,0) 2+ y?

Megoldds.

Mivel f(x,y) z-ben és y-ban szimmetrikus és a hatarértéket az origoban viszgaljuk, ga-
rantalhato, hogy az iterdlt hatarértékek megegyeznek. De, mivel ezek egyezése sziikséges,
de nem elégséges feltétele a hatarérték 1étezésének, ezért ezeket ki sem szamitjuk, hanem
rogton a poléar-transzformaciohoz folyamodunk.

T = Tcosy
Yy = rsing
Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

2r cos - rsin e . sin2¢
= lim

lim = =sin 2¢
r—0+ 12 cos? p+r2sin®p  ro0t

Mivel a hatarérték nem fliggetlen p-t6l, ezért a fliggvénynek az origbban nem létezik a
hatarértéke. &

. r?(y+1)
lim @ ————
(@y)—(0,-1) 22+ (y+1)2
Megoldas.
Irjuk fel az iteralt hatarértékeket :
2
1
i lim S WD
r—0y——1 12+ (y+1)2

c)

2
1
=0, lim lim m =
y——12—0 :L'2 —+ (y+ 1)2
Az iteralt hatarértékek megegyeznek, ami sziikséges, de nem elégséges feltétel, tovabb
vizsgaljuk a hatéarértéket egy polartranszformacioé utan.
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Ehhez el6szor a vizsgalt pontot az origoba toljuk:

T = Trcosg
y+1 = rsing

Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

r? cos? p-rsin @

. T . 2 o
lim ——— S5 = lim r -cos"p-sing=0
r—0t 7% Cos* +r<sin”p r—0*t ——
—0 korlatos

Mivel a hatarérték fiiggetlen ¢-t6l, ezért a fliggvénynek az origbban létezik a hatarértéke

és az 0. %
y
d)  lim
(@,y)—(00,07) 142V
Megoldas.
Irjuk fel az iteralt hatarértékeket:
- z¥ .11
lim lim = lim - ==
z—ooy—0+t 1+2Y 2—-002 2
lim lim = lim lim L _ 1

y—0T z—00 14+ 2v y—0T z—00 14+27v o

Mivel y > 0 esetén 7Y — 0, ha x — oo. Az iteralt hatarértékek tehat léteznek, de nem
egyeznek meg, igy a hatarérték nem létezik. &

21.4. Feladat. Irjuk fel az aldbbi fiigguények x-szerinti és y-szerinti parcidlis derivdltfigguényeit!

e

a) f(z,y) =
Megoldas.
fay) = Gay) =yt qa o
filwy) = Yz,y) = a3 (-3)y!
b) f(z,y) =In(z+/y)
Megoldds.
_ 1
f;(xay) = x+1\/g'%y7§
c) flz,y) = (sinx)*®¥
Megoldas.
fi(z,y) = cosy-(sinx)¥1.cosx o

folz,y) = (sinx)*®¥-Insinz-(—siny)
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d) f(z,y) = arcsin <ln ﬁ)

Megoldads.
Ay = L VIR et
X ) —_— 1 x2 :
\/1_1112\/3;56Ty2 Va2 +y )
fy(zy) = 1 L (Ch) (@24 e?) R 2y
Y \/I_IHQ\/z;Ty? 22 2

21.5. Feladat. Irjuk fel a kovetkezd fiigguények Gsszes mdsodrendd parcidlis derivdltfigguényét!

a) f(z,y) =2y’ +2°y+ay’
Megoldas.
(zy) = v*-3-2°+y-20+y°-1
/(x’y) — x33y2+x21+x2y

Yy

v (ry) = Th(ry) = 3y*-20+2y-140

v(wy) = Sh(ey) = 32%2y+0+22-1

v(ry) = ZL(vy) = 32232420 1+2y

ve(T,y) = %(I,y) = 3y2-322+22+2y-1

%

b) flz,y)=2"

Megoldas.

wry) = yav!

gl,(x,y) = z¥ lnzx

r(wy) = Sy = yy—1) a2

gl;ly(I,y) = g%(x,y) = Inz-2¥-Inx

r(y) = 2Ly = lavi4yarlng

gj,m(%y) = %(I,y) = y-xy_l-lnx—i—xy-%
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21.2. Hazi Feladatok

21.1. Hazi Feladat. [rjuk fel a kovetkezd fiigguények értelmezési tartomdnydt! Vdzlatosan dbrd-
zoljuk s a tartomdnyokat!

a) f(z,y)= \/ﬁ -sin 2z - cos 3y megoldds
o) f@.y) = inZ 1 z megoldds
sin 52 -cos 5y

¢) f(z,y)=In(z-In(y—x)) megoldds
d) f(z,y)=arcsin (2y- (1+2%)—1) megoldds
21.2. Hazi Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd fiigguények szintvonalait!

a) f(z,y)=2+y megoldas
b) flz,y)=z-y megoldas
¢) f(z,y) =max{|z|,|y|} megoldds

21.3. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a kijelolt hatarértékeket, ha léteznek.

: r—y+a+y? /
a) lim o megoldds
(z.9)—(0,0) T+Y+2°+Y
2_ 2
. Ty’ —y
b 1 .
(:v,y)IE%O,O) ?2+y?—2x+1 megoldds
. r+1)r+yly+1
¢c) lim ( Jrtyy+1) megoldds
(2.4)—(00) Tty
. 2+ 12
d) lim 4 megoldds

(@,y)—(0,0) 22 — 2y +y?

21.4. Hazi Feladat. [rjuk fel az aldbbi fiigguények x-szerinti és y-szerinti parcidlis derivdltfigg-
vényeit!

¥ +y*
_ lda
) f9) = 5L megolds
b) f(z,y)= arctgE megoldds
Y
Y megoldas
C) f(l’, y) =

21.5. Hazi Feladat. [rjuk fel a kivetkezd fiigguények Gsszes mdsodrendd parcidlis derivdltfiggué-
nyét!

a) f(z,y)=xz-In(z-y)—y-In(z-y) =In(z-y)-(x—y) megoldds

b) f(z,y) =2 siny+y*-sinz megoldds

c) f(z,y)=In(z+e¥) megoldas
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21.3. Megoldasok

21.1. Hazi Feladat. [rjuk fel a kovetkezd fiigguények értelmezési tartomdnydt! Vizlatosan dbrd-
zoljuk s a tartomdnyokat!

1
a) f(z,y) = ———="-sin2z-cos 3y
x? 492
Megoldds.
A péros gydk miatt 22 +%? > 0, ami minden (z,y) € R? esetén fennall.
A tort nevezGje nem lehet 0, igy

Val+y? £ 0

?+y* # 0

_ 2 i 14t o
Azaz 9; =R*\{(0,0)}, az abrazolastol eltekintiink. vissza o foladath o%

1
b) f(z,y) = —=—= -
\/ S 5T -COS 5Y
Megoldds.

iy

A péros gyok miatt sin Jx-cos Sy > 0, ami az alabbi két esetben teljestilhet :

L) sinfzr>0 é cosfy>0

O+2kr < Jx < w+2km és —S+2m < Ty < S+2€m k(L€
4k < z < 244k —1+4 < y < 1+4 kleZ
I1.) sin 52<0 & cosfy<0
n+2kn < fr < 27 +2km és S+2r < Ty < %W—}—Q&r k.l e
24+4k < x < 4+4k 1440 < y < 3444 k.l eZ

Tehat

Z; = {(v,y) ER?| (4k <z <244k és —14+40<y<1+4() vagy
244k <z <4+4k és 1440 <y <3+44l) k,le€Z}

f(x,y) = ——2—— értelmezési tartomanya O

sin S x-cos Gy .
vissza a feladathoz
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c) f(x,y) = (z-In(y—x))
Megoldas.
A | belsd” logaritmus fiiggvény értelmezési tartoméanya miatt:
y—x>0 =y>ux,

A kiilsg” logaritmus fliggvény értelmezési tartomanya miatt:
z-In(y—x) > 0, ami az alabbi két esetben teljesiil:

[) x>0 é In(y—z)>0

z > 0 és y—x > 1
y > l4x

II.) x<0 é In(y—z)<0

z < 0 és y—x < 1
y < 14z

Azaz Dy ={(z,y) ER*|y >z & (0<zésy>1+z) vagy (0>xésy<l+a))}

f(z,y) =In(z-In(y —x)) értelmezési tartomanya O
vissza a feladathoz

d) f(z,y)=arcsin (2y- (1+2%)—1)

Az arkusz-szinusz fiiggvény értelmezési tartomanya miatt:

2y-(1+2*) -1 < 1
2y-(14+2%) < 2
y-(1+2%) < 1

1

y < 1+CC2

oo o~
VANVANVANVAY

Azaz ;= {(z,y) ER*| 0 <y <

}

1+ 22

1 2

f(x,y) = arcsin (2y- (1+2?%) — 1) értelmezési tartoménya

vissza a feladathoz
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21.2. Hazi Feladat. Abrdzoljuk a kévetkezd fiigguények szintvonalait!

a) fz.y)=a"+y
Megoldas.
Ha f(x,y) =c, akkor 2°+y=c = y=c—1z%
A szintvonalak parabolak (konkavak).

Ha 2z =a = z=a%+y, azaz a metszetgorbék egyenesek.

Hay=0 = z=2%+b, azaz a metszetgdrbék itt is parabolak.

%

vissza a feladathoz
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Megoldas.
Ha f(z,y) =c, akkor z-y=c = y==%.

A szintvonalak hiperbolék.
Hax=a = z=ua-y, azaz a metszetgdrbék origon atmend egyenesek.

Hay=0 = z=b-x, azaz a metszetgorbék itt is origbn atmend egyenesek.

vissza a feladathoz



344 21. FEJEZET. KETVALTOZOS FUGGVENYEK

¢) f(x,y) =max{|z|, |y|}

Megoldas.
Ha f(z,y) = ¢, akkor max{|z|, |y|} = c.

A szintvonalak origd kézépponti négyzetek.

Haz=a = z=max{|al,|y|}: Hay=b = z=max{|z|,|b[}

a=+2 =+2
f==+] ==

¢

vissza a feladathoz
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21.3. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a kijelolt hatdrértékeket, ha léteznek.

_x—y+ai4y?
a) lim ———=—
(2,9)—(00) T+y+ 2412
Megoldas.
Irjuk fel az iteralt hatarértékeket :
r—y+a’+y? . r+a?
lim lim ————— =1
—0y—0 x+y+ 22+ 1> T 50 o4 22
v—yt+aity? o o—y+y’ 14y
lim im —— = lim —

111
y=00—0 T+y+a2+y>  y=0 y+y?  y—0 l+4y

Mivel az iteralt hatarértékek nem egyeznek meg, ezért a fiiggvénynek az origbban nem
létezik a hatarértéke. &

vissza a feladathoz
2 .9
b lim it A
(z,y)—(1,0) 2+ 9% —2x+1

Megoldas.
Irjuk fel az iterélt hatarértékeket:

xy —?J
lim lim
z—1y—0 12+ 12 —2x+1

zy® —y?
lim lim
y—0z—1 12 + 12 —2r+1

Az iteralt hatarértékek megegyeznek, ami sziikséges, de nem elégséges feltétel, tovabb
vizsgaljuk a hatarértéket egy polartranszforméacié utéan.

Ehhez el6szor a vizsgalt pontot az origdba toljuk:
r—1 = rcosyp
Yy = 7rsine
Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

’ (14+7cosp)-r?sin® p—r?sin® o . 3 -sin’ - cos @
im = lim =
r—0+ (147 cosp)2+sin? o —2(1+rcosg)+1  r=o+ 1+2rcos p+12cos? p-+sin® p—2—2rcosp+1

= lim 7 -sin?¢-cosp=0
r—>0+v J,_(e

—0 korlatos

Mivel a hatarérték fiiggetlen ¢-t6l, ezért a fiiggvénynek a (0, 1) pontban létezik a hatér-
értéke és az 0. %

vissza a feladathoz
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1 1
¢ lim (z+1)z+y(y+1)
(z,y)—(0,0) r+y

Megoldas.

Mivel f(z,y) z-ben és y-ban szimmetrikus és a hatarértéket az origoban viszgaljuk, ga-
rantalhato, hogy az iteralt hatarértékek megegyeznek. De, mivel ezek egyezése sziikséges,
de nem elégséges feltétele a hatarérték létezésének, ezért ezeket ki sem szamitjuk, hanem
rogton a polar-transzforméciohoz folyamodunk.

T = rcosp
y = rsing
Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

(rcosp+1)-rcosp+(rsinp+1)-rsing (rcosp+1)-cosp+(rsinp+1)-sing

lim : = lim .
r—0+ 7 COS P +T1sin g r—0+ COS Y +SIn @
_ lim r cos? <,0+7".sin2 Y1
r—0t  COS @ +sln @
Mivel a hatarérték fiiggetlen ¢-t6l, ezért a fliggvénynek az origdban létezik a hatarértéke
és
1 1
i @tDrtyly+l)
(2.9)—(0,0) T +y ¢
vissza a feladathoz
2.4 .2
S aa
(,9)—(0,0) T2 — Y + Y
Megoldas.

Mivel f(x,y) z-ben és y-ban szimmetrikus és a hatarértéket az origoban viszgaljuk, ga-
rantalhato, hogy az iteralt hatarértékek megegyeznek. De, mivel ezek egyezése sziikséges,
de nem elégséges feltétele a hatarérték létezésének, ezért ezeket ki sem szamitjuk, hanem
rogton a poléar-transzformaciohoz folyamodunk.

T = Tcosy
y = rsing

Igy az eredeti hatarérték helyett az alabbit vizsgalhatjuk:

, 12(cos? p+sin? @) . 1 1
lim ; —— = lim : = :
r—0+ 12(cos? ¢ —cos p-sinp+sin® )  r—0+ 1 —cosp-sing 1—cosp-sing

Mivel a hatarérték nem fliggetlen p-t6l, ezért a fiiggvénynek az origobban nem létezik a
hatarértéke. O

vissza a feladathoz
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21.4. Hazi Feladat. [rjuk fel az aldbbi fiigguények x-szerinti és y-szerinti parcidlis derivdltfigg-
vényeit!

¥ +y*
2) fl@9)= s
Megoldas.
filzy) = Z(ay) = G2 ey
€T ) T 9 a:y—y-’ﬁ
- - %
5} 2Y-1n z+z-y® 1) (2¥—y®)—(2¥4+4®)-(z¥-ln —z-y® L
f;(l‘, y) = 8—5(1‘7 y) — ( +z-y )-( (?iy),y(x);y )-( y )
vissza a feladathoz
b) f(x,y)= aurctgE
Yy
Megoldas.
B
f3,6<x7y) = 8—£(x,y) = 1+1%.i
_of 1 o
flay) = By = ey
Y
vissza a feladathoz
C) f(‘ray) = ny
Megoldas.
f:i(%fy) - %((L’7y) = y2.$y271 <>
f;<x7y) = g_g(%y) = $y2-ln:c~2y

vissza a feladathoz

21.5. Hazi Feladat. [rjuk fel a kivetkezd fiigguények Gsszes mdsodrendd parcidlis derivdltfiggué-
nyét!

a) f(rv,y)=z-In(x-y)—y-In(z-y) =n(z-y) (v —y)

Megoldds.

folayy) = 1'1n<$'y)+(1’_y)‘g%.y'y:ln(:vy)—k%:]n(x.y)+1_%

filzy) = —1n(zy)+@—y) Lt-a=2—1-Inzy)

o (T,y) = %(z,y) = Fi/'y+x%:%+x%

v(wy) = ey = —S-Loa=-%-1 o
n(ey) = fl(vy) = Loa-t=1-1

vissza a feladathoz
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b) f(z,y) =2 siny+y* -sinx

21. FEJEZET.

Megoldas.

fi(z,y) = 3x*-siny+y>-cosx

fi(x,y) = a°-cosy+3y*-sinz

w(TY) = %(x,y) = 6x-siny—1y°-sina

z’,’y(af,y) = g%(:c,y) = 6y-sinz—a2 -siny

w(@y) = fh(vy) = 322 -cosy+3y%-cosx
¢) flx,y) =In(zx+eY)

Megoldas.

folzy) = o1

folwy) = m-e

n(ry) = Sy =

w@y) = Shay) = SEE

ey = fhew) = o

KETVALTOZOS FUGGVENYEK

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz
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22. fejezet

Integralszamitas alkalmazasai 1.

22.1. Gyakorlat

22.1. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = l—i—ﬁ fliggvény szubgrafikonjanak teriletét a [—1,1] in-
tervallumon és az [1,8, 2,5] intervallumon!

Megoldas.
Tekintsiik eldszor a fiiggvény [—1,1] intervallum {6lé es6 darabjat!
Készitsiink abrat!

of Mivel f a [—1,1] intervallumon folytonos, ezért
Riemann-integralhat6. Tovabba minden z € [—1,1]
2 ! pontban f(z) >0, ezért a teriilet

da:@

e fg

3 —

I

-3

a 1
primitiv fiiggvény keresése:

1 *

RSNy S ——

)
¥

3+

Elemi tortekre bontas:

1 1 A B (A-B)-2+V3-(A+B)
3-2  (VB3-n)-(VBix) Bz VBiz  (V-2) (ta)

ahonnan:
A-B = 0 } 1
1 = A=B=—.
A+B = & 23

gf/ﬁ z 2f/f+x S U ALy Y ETE

3—x = 34z
dt = —dz du = dx
L It + L u|+C L V3 — x|+ L V3+a|+C
=r———=-In —-In|u =r———=-In — X —-in e .
23 2V/3 23 2V/3

351
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22. FEJEZET. INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASATI 1.

A kapott eredményben kihasznalhato, hogy mivel —1<x <1, ezért V3+z>06s V3 —x>0,
fgy [V3+z|=v3+xés [V3—x|=3—

A teriiletképletbe visszahelyettesitve és a Newton-Leibniz formulat alkalmazva:

1
e x—ﬁ-ln(\/g x)+ 2\/_

A feladat mésodik felének vizsgalata soran azt tapasztaljuk, hogy a fiiggvény az [1,8, 2,5]
intervallumon nem allandé elGjeld, ezért az el6z6 gondolatmenet most nem alkalmazhato.
Helyette az intervallumot olyan részintervallumokra bontjuk, melyeken a fiiggvény allando
elgjeli. Az egyes részintervallumokhoz tartozé sikidomok teriileteit kiilon-kiilon szdmoljuk

ki.

In(v/3 +x>} 1:2-(1+ﬁ (1n(V3+1) ~In(v/3 - 1)))%2776-

-1

[N
t

Az els6 feladatunk tehat, hogy megkeressiik azt a pontot, vagy azokat a pontokat, ahol a
fliggvény elGjelet valt. Mivel a kérdéses intervallumon a fiiggvény minden pontban értelmezett
és folytonos, ezért azokban a pontokban vélthat elGjelet ahol a fliggvényérték 0:

1 _3—:132—1—1_4—3:2
3—22  3—z2  3—x2

1+

Ebbél x = +2 adodik, melyek koziil csak az x = 2 pont esik a vizsgélt intervallumba.

Mivel a fiiggvény az adott intervallumon szigortian monoton noévs, ezért a fliggvény értéke
az [1,8, 2] intervallum pontjaiban nem-pozitiv, a [2, 2,5] intervallum pontjaiban pedig nem-
negativ. (A fiiggvény monotonitasa vizsgalhato a derivalt elGjelével: f'(z) = (372%)2, de elemi
meggondolasokkal is vizsgalhato a fiiggvény elGjele.)

Az [1,8, 2] intervallum pontjaiban f(x) <0, ezért a teriilet a

—/Qf(:c) dx

1,8

formula alapjan szamolhato. A [2, 2,5] intervallum pontjaiban f(x) >0, ezért az intervallum-
hoz tartozo6 sikidom teriilete: -
T, = / f(x) dz
2
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Mindkét intervallumon a fiiggvény folytonos, igy Riemann-integralhaté. A Newton-Leibniz
formula alkalmazéasahoz a primitiv fiiggvényt mar nem kell Gjra meghataroznunk:

(ln(\/§+x)—1n|\/§—x]>]j8+ {x—i—% <1n(\/§+x)—1n|\/§—x|)]

1 1
In(2—v3)+1,8+ Ve In(v341,8)— Ve In(1,8—V3)+

1 2,5

N+1Ty=— |2+ ——=-

Y [ 23 2
1

=-2——— In(V3+2)

1
_l__
23 23

1 1 1 1
+25+——-In(v3+25)— ——-In(25—v3)—2— —— In(V34+2)+ ——-In(2—V3) ~
2V/3 ( ) 2V/3 ( ) 2V/3 ( ) 2V/3 ( )
~0,18+0,23 = 0,41 &

22.2. Feladat. Szdmoljuk ki az

y = x°—21-5

y = —22—3z+1
gorbék dltal kozrezdart sikidom teriiletét!

Megoldas.

Készitsiink abrat!
A metszéspontok meghatarozéasa:

Olyan P(zg,yo) pontokat keresiink, melyek koordinatéi
gl mindkét parabola egyenletét kielégitik, azaz szeretnénk
megoldani az

7 —
y = 22—21x-5
6 — 2
Yy = =3z +1
o egyenletrendszert. Ahonnan a baloldalak egyenléségébdl
4+ kovetketik, hogy a kérdéses pont x koordinatajara:
3r - 2r—5=—-2"-3z+1 & 22%4+2x-6=0.

A masodfoku egyenlet megoldoképletét felirva:

VIS 1ET m = 15

12 4 4 Ty = —2

A metszéspontok y koordinataja is egyszertien meghaté-
rozhato lenne, de a feladat megoldasdhoz nincs ré sziik-
ség. Konnyen lathato, hogy a két metszéspont kozott

flx):=2"-20—-5< —a*-3x+1:= g(x).

A teriilet tehat az alabbi formula alapjan szamolhato:
1,5

15
T=[|f(x)—g(z)] dv= | —22°—2+6 dor =
.

2, 1, b
=|—zx"—=-2"+6x =13,5.
3 2 9
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22.3. Feladat. Hatdrozzuk meg az x2+y* =9 egyenleti kor és az y? = 3z egyenletid parabola dltal
meghatdrozott zart sikrészek teriletét!

Megoldas.

Készitsiink abrat! Az abra alapjan is nyilvanvalo, hogy a zolddel és a
y sargaval jelolt stkidomok egyiittes teriilete megegye-
zik a kor tertiiletével, azaz

T1 +T2 = 7”27'(' = 9.

Igy elegendé mondjuk a T, teriiletet kiszamitani,

majd 77 = 97 — T formula alapjan szdmolni T}-et.
Vegyiik észre tovabba azt is, hogy mindkét gorbe,

igy az altaluk hatarolt sikrészek is, szimmetrikus az

xr-tengelyre.

Metszéspont megkeresése:

2?4y = 9
y? = 3z [

4

A masodik egyenletbdl y?-et visszahelyettesitve az els§ egyenletbe, az alabbi masodfoki
egyenletet kapjuk:
2’ +3x—9=0.

A masodfoku egyenlet megoldoképletét felirva:

—3+v09+36 —3+3V5
2 2

T2 =

Ty = % esetén valoban metszéspontot kapunk, de az xo = %
hiszen ekkor az y? = 3-x < 0 egyenletnek nem lenne val6és megoldéasa.

Legyen f(x) := v/3x és g(x) := v/9—22. Ekkor a szimmetriat és a teriilet definiciojat
kihasznalva:

eredmény hamis gyok

3

To=2- 7f(x) dx+/g(x) dx | ©

1

A primitiv fliggvények meghatéarozasa:
3

/f(:v) dﬂc—/\/@dl’—\/g-/\/idx—\/_- 3 +C%xz+0

/ dx—/\/Q—:ﬁdx— /,/ x_9/\/Tt2dt /mcosudt

3 = sinu (-5<u<ly)
dt %dw dt = cosu du
9
—9/\/cos2ucosu dt = 9/|cosu| cosu du —9/cos udu=— /1+0032u du =

<u = cosu>0

w\q

2

9 9 9 9 9 9
= §u+ 1 sin2u+C = 3 arcsin t + 1 sin(2arcsint) +C = 3 arcsin g + 1 sin(2 arcsin g) +C.
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A kapott primitiv fiiggvényeket visszairva a teriilet formulaba és a Newton-Leibniz tételt

alkalmazva:
2 51" 9 9 ’
e {%1@] 0 + {2 arcsin g + 1 sin(2 arcsin g)] . =
2 3 9
= %xf +9- % —3 arcsin % —1 sin <2 arcsin %) =
~292+1,838=48.
Es igy

Ty = 97— T) ~ 23 48. o
22.1. Megjegyzés. Az el6z6 feladatban a Ty teriilet megkaphatd lett volna a hi(y)=1y> és ho(y) =
=\/9—y? fligguények dltal kozrezdrt teriletként is.

22.4. Feladat. Szdmitsuk ki az ellipszis teriletét, ha a nagytengelye 8, kistengelye pedig 6 eqység!
Adjunk a feladatra két megolddst is!

Megoldas.
Készitstink abrat! A szoéban forgd ellipszis egyenlete:
y 2 2
N M
42 32

Elegendd az els6 siknegyedbe es6 darabja és a ten-
s gelyek altal kozrezart sikidom tertiletét kiszdmolni,
hiszen szimmetriai okok miatt ez éppen negyede az
ellipszis teriiletének.

Itt az

fliggvényalak hasznélhato.

4
/ 9
— _ 7.2
/ 9 16° dr®
0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

/\/9——m2 dr =3 /\/1——dx—12 /\/ 1—t2dt=12- /\/ —sin?u cosu du =

A szinezett sikidom tertilete:

= 7 = sinu (-5<u<ly
dt = dj dt = cosu du
:12-/\/0052u cosu du=12- [ |cosul|-cosu du:12/0082u du =
—5<u<y = cosu>0

:6/ 1+4+cos2u du =6u+3sin2u+C = 6&rcsin§+3sin2arcsin§+0.
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4
© |6 arcsin E—|—3sir12arcsin f] = G-E—i—i’)sin?z =31~ 9,42.
) 4 410 2 2
Igy az ellipszis teriilete: 4T ~ 37.7. &

Megoldas.
A masodik megoldés soran induljunk ki az ellipszis paraméteres egyenletébdl:

x(t) = 4-Cpst 0<t<on

y(t) = 3-sint

A szimmetriai észrevételek most is megtehetSk és ezek alapjén elegendd az elsé siknegyedbe
es6 darab tertiletét szdmolni, amelyhez 0 <¢ < 7

0

TZ/y(t)-m'(t) dt = [ 3-sint-(—4-sint) dt =12 [ sin®t dt&

m\:\\
o

o\
(NE]

[ME]

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:
12/sin2t dt = 6/1—c052t dt =6t —3sin2t+C.

Es igy a teriilet:

2
e [6t—3sin2t} =3-m~942.
0

Igy az ellipszis teriilete: 47 ~ 37,7. &

22.5. Feladat. Szdmoljuk ki az

x(t) = cos®t—sin’t-cost
. . <t<2
y(t) = cos’t-sint—sin®t Ost<im

paraméteres eqyenletrendszerrel adott lemniszkdta teriiletét!

Megoldds.

Keészitstink abrat!

Vegyiik észre, hogy a koordindta-rendszer

tengelyei a sikidomot nyolc egybevagd darab-

ra bontjak, igy elegendé mondjuk a besatiro-
x zott darab teriiletét kiszamitani.

A szoban forgd darab megrajzolasa sorén a t

paraméter 0 és 7 kozott valtozik.

Igy a részsikidom teriilete:
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0 0
T:/y(t)~:c'(t) dt:/(COSQt~sint—sin3t)~(—3~(3082t-sint—?sint-0052t+sin3t) dt =

G
e}

0
= / —5costt-sin?t+6cos’t-sin? t—sin® ¢t dt S

™

4

A primitiv fiiggvények meghatéarozasa:

5
—5/cos4t-sin2t dt = —5/(C082 t)?-sint dt = —g/(1+cos2t)2-(1—0052t) dt =

5
= _g/—cos?’ 2t — cos® 2t +cos 2t + 1 dtg

3
6/008215-8111425dt=6/cos2t-(si112t)2 dt:Z/(l+cos?t)-(1—cos?t)2 dt =

3
= Z/cos?’ 2t —cos? 2t — cos 2t + 1 dtg)

1 1
—/sinﬁtdt:—/(simzt)3 alt:—g/(l—cos%)3 dt:g/COSSQt—3COSQQt—|—3COSQt—1 dt 2

A fenti hatarozatlan integralok kiszamitasa soran az alabbi fiiggvények primitiv fiiggvényeire
lesz sziikség:

1 1 1 1 1
/00832t dt:/(l—sin22t)-0082t cltzé/l—u2 du:éu—6u3+C:§sin2t—gsin32t—|—C’.

u = sin2t

du = 2cos2t dt

1 1 1

cos? 2t dt:§/1+cos4t dt:§t+§sin4t+0
1 .

cos 2t dt:§-51n2t—|—C

ldt=t+C

fentieket visszairva a félbehagyott szamitasokba:

P— T

e
%] e

5 (1, 1 5 5 5 5 5
1n2t——sm 2t>+8 <§t+§sin4t)—ﬁ 51n2t—§t+0——@ sin® 2t—{—6—4 sm4t—1—6t+0

I[E]
»-lkl w

(:
{

3 /1 1 3 3 1 3 3
stt——sm Zt) 4-(§t+§sin4t)—§ 81n2t+4t+0——§ sin® 215—3—2 sm4t—|—8t—|—C

e

1 1 1 3 1 1 3 1
3 (5 Sin2t—asin32t> -3 <§t—|—§sin4t) —i—E Sm2t—§t+0—

48" 4 16
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Igy a teriilet:

1 1 1 1 1 1 1 1
e —Z-sin32t—|—zsin2t—Z—Lt—l—G-sinélt i = —Z-singg—i—zsing—kz% BET I
‘ 4
Igy a teljes lemniszkata teriilete: 8T = 7. &

Megoldas.

A masodik megoldas sordan induljunk ki a goérbe polar-koordinatas felirasabol. Ehhez a kévet-
kez6 transzformécios képleteket hasznéalhatjuk:

ro= Vit 2:\/(COS?’t—Sin2t'COSt)2—|—(COSQt'Sint—SiIlgt)Q:

= \/C082 t-(cos?t—sin?t)2+sin’t- (cos?t —sin®t)2 = | cos 2t|

oY [, Cos2t-sint i’ ﬁZEEF’}g],]
= arctgZ =arctg———————— = - T 3r
14 ga: gCOSQt-cost ' g2

t—2m, hate [Sm,2m)

Konnyen lathato, hogy egyszertsitések utan az r(¢) = cos 2 polarkoordinatés alak kaphato,
ahol 0 < p < 27.
Az els6 megoldéasban lefrt szimmetriai tulajdonsagok most is kihasznalhatok. Most is ele-

gendd a satirozott sikidom tertiletét kiszamolni. Ebben az esetben a ¢ polarszog 0-tol 7-ig
valtozik. Igy a teriilet:

1 1
T = §~/r2 dyp = 5-/00522g0 IS
0 0
A primitiv fiiggvény meghatarozasa:
1 1 1 1
3 cos? 2p(p) dp = 2 / 1—cosdp(p) dp = 1?16 sindp+C
11 (R
Sp— —sindp| =—r.
S {490 16" 40 16"
Igy a teljes lemniszkata teriilete: 87 = R &
22.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az
r(g) = &

poldrkoordindtds egyenlettel adott logaritmikus spirdl és a p1=0 és po=7% poldrszogek dltal hatdrolt
szektorszerd idom teriiletét!



22.1. GYAKORLAT 359

Megoldas.
Bar a feladat megoldasahoz nincs ra sziikség, de szemléltetési céllal most is készithetiink

abrat:
Alkalmazzuk a szektor-szert idom tertiiletére
igazolt Osszefiiggést :

1 1/
T:_/T2(SD> dwzﬁ/(emp)Q dgoz
0

2
®1
3 W
L[, 1 [ete]s
= — d = — | — =
2/6 v 2{4}0
1%
4
=—e3" —— = 8§12
8¢ T8
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22.2. Hazi Feladatok

22.1. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) =In(x+3) fiigguény szubgrafikonjinak teriletét a [0,2]
intervallumon ! megoldas

22.2. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = cos® 2x —% fiigguény szubgrafikonjanak teriletét a
[0, 3] intervallumon! megoldéas

22.3. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az

y = 22—4
y = 2zx—1
gorbéek dltal kozrezart sikidom tertiletét! megoldéas
22.4. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az
y =
y = —x+3
y = 2x-—2
gorbék dltal kozrezart sikidomok teriiletét! megoldés
22.5. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az
y = 32°-9
y = —3x242r—1
gorbék dltal kozrezart sikidom teriiletét! megoldas

22.6. Hazi Feladat. Szimoljuk ki az origo kozépponti eqységkor és az y = —x®+1 egyenleti
parabola dltal kézrezdrt sikidomok tertletét! megoldéas

22.7. Hazi Feladat. Legyen adott az

z(t) = t }

y(t) = sint

paraméteres egyenletrendszerrel eqy gorbe. Szamitsuk ki a gorbe €s az x-tengely dltal hatdrolt sik-
idom teriletét ty =0 €és a ty = 5 hatdr-paraméterek esetén! megoldés

22.8. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

r(¢) =2 (1+cosy)

poldrkoordindtds egyenlettel adott kardioid teriletét! (p1 =0 és o =27 poldrszogek dltal hatdrolt
szektorszerd idom teriileteként érdemes szdmolni.) megoldéas

22.9. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az r = 3 sugari negyedkor teriletét,
a) szubgrafikon terileteként,
b) paraméteresen adott girbe dltal bezdrt teriletként,

c) szektorszert idom terileteként. megoldas
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22.3. Megoldasok

22.1. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) =In(x+3) fiigguény szubgrafikonjinak teriletét a [0,2]
intervallumon!

Megoldas.

2 . oo z z ‘
Készitstink abrat! Mivel f a [0,2] intervallumon folytonos, ezért Riemann-
integralhato. Tovabba minden x €[0,2] pontban f(z) >0,
ezért a teriilet

T:/Qf(a:) dw:/Zln(x—i—B) dz©

0

3 primitiv fiiggvény keresése:
x
1 3)der=1][1-1 3)de=ux-1 3)— dr =
/n(m—l—)x/n(m—l—)x xn(m+)/$+3x
f@) = @3 ¢@ = 1
f@) = 4 o@) = @
r+3—3
A grafikon felrajzolasa a feladat =z In(z+3) - 43 dx =
megoldasdhoz nem feltétleniil sziik-
séges, de az elGjelvizsgalat soran se- :x~1n(x+3)—/ 1— 3 dr —
r+3

gitségiinkre lehet.
=z-ln(z+3)—z+3In(zx+3)+C.

2
© |z-In(z+3)—2+3In(r+3)| =2-In5-2+43-In5-3-In3=5-In5-2—-3-In3 ~ 2,75.
0
&
vissza a feladathoz

22.2. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = cos? 2.15—;11 fiigguény szubgrafikonjanak teriletét a

[0, 5] intervallumon!

Megoldds.
A szemléltetés kedvéért most is felrajzoltuk a fiiggvény grafikonjat:

A
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A grafikonrdl is latszik, hogy a fiiggvény a szoéban forgé intervallumon nem allandoé elGjeld,
ezért megkeressiik azokat a pontokat, ahol elGjelet valt:

Zérushelyek:
cos? 2 3
cos2x = :I:%
cos2xr = %
20y = F42%k7m (k€Z) 209 = —3+2km (k€Z)
ry = %—Fkﬂ' (kEZ) Ty = —%—i—kﬂ' (kEZ)
Csak z; = £ € [0, 7] Nincs [0, F]-beli eleme.
cos2r = —%
205 = Z2m+2km (ke€Z) 20, = —2n+2km (ke€Z)
r3 = %-Fkﬂ' (k’EZ) Ty = —%—i—k’ﬂ' (kEZ)
Csak x3 =% € [0, 7] Nincs [0, F]-beli eleme.

Megvizsgalva a fliggvény elGjelét az egyes részintervallumokon, azt kapjuk, hogy:

flx) > 0 2€l0, §]
fle) < 0 zelf, 3]
fl) = 0 z€l3 ]

Igy a teriilet

wl

Jus

1 1 1
T= 003229&—1 dx—/cosQQ:U—Z d:)c—l—/cosQQ:U—Z dr®

o\
SIE]

ol
ol

Primitiv fiiggvény meghatarozéasa:

1 1 4 1 1 1 1 1
/603229(:—1 dx:/y—z—l da:zi/cosllx dx—l—Z/ dxzésinélx—i-zx—i-a

1 115 1 11 1 1718
@[—sinélx—k—x} —[—sinélac—l——x] —i—{—sinélx—l——x] =

8 4 1, 8 4 - 8 4 =
:—singw—l—l—1sinéﬂ—l+—singﬂ+1+lsin2w+z—lsinéﬂ—i:
8 3 24 8 3 12 8 3 24 8 8 8 3 12
_ 1 V321 V21 V2w 1 VB2m 1 VBT o
8 + 8 +8 + 8 8 — 12 2 + 24 77

vissza a feladathoz
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22.3. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az

gorbék dltal kozrezart sikidom teriiletét!

Megoldds.

Készitstuink abrat!

A

= N W R 3 O~ @
f

22.4. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az

Y
Y
Y

gorbék dltal kozrezdart sikidomok teriiletét!

363

Metszéspontok meghatarozasa:

Olyan P(zg,yo) pontokat keresiink, melyek koordinatéi
mind a parabola mind pedig az egyenes egyenletét ki-
elégitik, azaz szeretnénk megoldani az

y = 2%2—4

y = 2z—1
egyenletrendszert. A baloldalak egyenlGségéhdl kovetke-
zik, hogy a kérdéses pont = koordinatajara:

?—4=22-1 & 2°-2r-3=(r—3)-(z+1)=0.
A mésodfoku egyenlet megoldasai:
T = —1, Ty = 3.

A metszéspontok y koordinataja is egyszertien meghaté-
rozhato lenne, de a feladat megoldasdhoz nincs ré sziik-
ség. Konnyen lathato tovabba, hogy a két metszéspont
kozott

flz):=2—4<2r—1:=g().

A teriilet tehat az alabbi formula alapjan szamolhato:
3

3
T:/\f(x)—g(xﬂ dx:/—w2—|—2x+3 de =

-1

32

1 3
= [—§x3+x2+3x] T3

o

vissza a feladathoz

= —x+3
= 2x—-2
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Megoldads.
Metszéspontok meghatarozasa:
Készitsiink abrat! Az y=—1x+3 egyenes (z0ld egyenes) és a hiper-
A bola metszéspontjai kielégitik az:
41
y = —x+3 }
3t y = 3
ol egyenletrendszert. Ahonnan a baloldalak egyen-
16ségébdl kovetketik, hogy a kérdéses pontok
1T koordinatajara:
o
' . ; . ; — 1 3+V5
1 2 3 4 —r+3=— = ZL‘2—3$+1:0 = T12= 2\/_
x
Az y=21—2 egyenes (piros egyenes) és a hiper-
bola metszéspontjai kielégitik az:
Yy = 2x-—2 }
1
y = 3
\ egyenletrendszert. Ahonnan a baloldalak egyen-
T 16ségébdl kovetketik, hogy a kérdéses pontok x
4t . .
koordinatajara:
3 |
1 1++3
2—2=— = 22°—2r—1=0 = z434= ‘/_.
oL T ’ 2
11 Az xy= %g abszcisszaju metszéspont a hiper-
—_— 1'3’012? negativ agan Va.n/. A‘sikldomok szempont-
' ; ; 4 a4 jabol ez a pont nem jatszik szerepet.
A két egyenes metszéspontja kielégiti az:
y = —x+3
y = 2x—2
egyenletrendszert, ahonnan
5
20 —2=—2x+3 = x5= 3

A fels6 abran kékkel jelolt sikidom teriiletét, az alsd abran szemléltetett felbontas alapjan
fogjuk szamolni:

Az [21, 23] intervallumon az f(z) = —z+3 és a g(x) = + gdrbék alatti teriiletek kiilonbsé-
geként kaphato a részsikidom teriilete. (Az intervallumon az f fiiggvény van foliil.) Az [x3, z5]
intervallumon pedig az f(x)=—x+3 és a h(x) =2z —2 gorbék alatti teriiletek kiilonbségeként
szamolhatunk. (Itt is az f fiiggvény van foliil.) Igy a teriilet:

5

>

+
2

le/f(ﬂf)—g(ﬂf) dx—l—/f(a:)—h(a:) dx Z/—aj—i-B—é dw+/—x+3—2x+2 dr =

3—
2

S
wlout
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B

1+
2

+ [—;x2+5x] ~ 0,95.

wlot

1
= {——x2+3x—lnx}
’ =

wlu

A maésik sikidom teriilete hasonl6 indoklas utan az alabbi formula alajan szémolhato:
5 3+v5

xs3 T2 3 2
1 1
T, = /h(a:)—g(x) dm—l—/f(x)—g(x) dx :/220—2—— dx—i—/—x—l—?)—— dx =
x x
T5 T3 1+2\/§ g
% 1 3+2\/5
= {:)jQ—Qw—lnx] + {——xz—l—?):)s—lna:} ~ 0,48. &
1+2\/§ 2 %
vissza a feladathoz
22.5. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az
y = 322-9
y = —32°+2r-—1

gorbék dltal kozrezdart sikidom teriiletét!

Megoldds.

Keészitsiink abrat!

Metszéspontok meghatarozasa:
A két parabola metszéspontjai kielégiti az:

y = 322-9
y = —3r°+2r-—1

egyenletrendszert, ahonnan
30°—9=-32"+22—-1 & 32°—z—4=0.

A masodfoku egyenlet megoldoképletét hasznal-
va:

1£VIF+48 4y = &
1

Tip=— "=
6 To = —1L.

A [-1, 3] intervallumon:

f(z):=322-9< 322 +22—1:= g(z),

ezért a teriilet:

ol

4 4
3 3
4
Tz/g(l‘)—f(x) dx:/—6x2+2:c+8 dr = [—2x3+x2+8x] :%%12,7.
—1
—1 —1 <>

vissza a feladathoz
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22.6. Hazi Feladat. Szimoljuk ki az origo kozépponti eqységkir és az y = —x®+1 egyenleti
parabola dltal kézrezdrt sikidomok tertletét!

Megoldds.
Készitsiink abrat! Metszéspontok meghatéarozasa:
; A két parabola metszéspontjai kielégiti az:
y = —2i+1
24y = 1

egyenletrendszert. Az els6 egyenletbdl 22=1—y,
=, ahonnan

Y—y=y-(y-1)=0 & 3y =0, yo=1.

Igy a metszéspontok abszcisszai:
%1:1, %2:—1, :L'3:O.

Szimmetriai okok miatt nyilvanvalo, hogy a két zdlddel jelolt sikidom teriilete azonos,
igy elegendd a sargaval jelolt sikidom teriiletét kiszamitani. A sikidom a parabola [—1, 1]
intervallum f6lotti darabja és az alsé félkor altal kozrezart tertilet:

T:/ll—:ﬂ—(—m) dx:/ll—x2+\/mdx@

-1 -1

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 1
/1—:U2+\/1—a:2 dr = x— §x3+/\/1—:1:2 dx:x—§x3+/\/1—sin2tcostdt:

r = sint (-5<t<F)
der = cost dt
1 3 1 3
=z-3 + \/Cos2tcostdt:$—§$ + [ |cost|-cost dt =
—5<uly = cosu>0

1 1 1
:$—§$3+/0082t dt:x—§x3+§/1+0082t dt =

Loy Ly Loty o L34 Laresing 4 L sin2aresing +.¢

=xr—— —t+ - sin =r—— — arcsin x + — sin 2 arcsin

T—-gT tott s z— g2 +5arcsing+ - sin2arcsing

© |o— La® 4+ £ arcsina + - sin 2arcsi 1 1
T— g2 t5arcsing+ - sin2arcsing . 3
A z06ld sikidomok teriilete pedig:

2 2012
370 %

vissza a feladathoz



22.3. MEGOLDASOK 367

22.7. Hazi Feladat. Legyen adott az

x(t) = t }

y(t) = sint

paraméteres eqyenletrendszerrel eqy gorbe. Szamitsuk ki a gorbe és az x-tengely dltal hatdarolt sik-
idom teriletét t; =0 és a ty = 5 hatdr-paraméterek esetén!

Megoldds.
Most is készithetiink abrat:

05

A paraméteresen adott gorbe altal hatarolt tertilet képletét felirva:

us

to

T:/y(t)~x'(t) dt:/sint~2t dt®

t1 0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

/2t-sint dt=—2tcost—|—2/costdt:—2tcost+23int+0.

f@&) = 2t g'(t) = sint
) = 2 g9(t)

—cost

~
2

@{—%cost—i—?sint]o :—2-g-cosg+2-sing:2. o

vissza a feladathoz

22.8. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

r() =2 (1+cos )

poldrkoordindtds egyenlettel adott kardioid teriletét! (p1 =0 és o =27 poldrszogek dltal hatdrolt
szektorszerd idom terileteként érdemes szamolni.)
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Megoldads.
Készitsiink abrat! Szimmetriai okok miatt elegendd a satirozott teriiletet ki-

szamitani, amely ¢ =0 és py = 7 polarszogek kozotti tar-
toméany. Igy a teriilet:

y

¥2 n
1
T:§/r2(<p) dgp:2/1+2COS§0+COSZ@ S
®1 0

SA primitiv fiiggvény meghatarozasa:

2/1+2005<p+00824pdcp:2<p+4sincp+2/0052ap dp =

.3t :2g0+4singo+/1+005290 dp =

1
= 2g0+4singo+go+§sin2g0+0.

1
e 2g0+4sing0+go+§sin2go = 3.
0

Igy a teljes kardioid teriilete 27" = 6. &
vissza a feladathoz

22.9. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az r = 3 sugari negyedkor teriletét,
a) szubgrafikon terileteként,
b) paraméteresen adott girbe dltal bezdrt teriletként,

c) szektorszert idom terileteként.

Megoldas.
Mindharom részfeladathoz tekintsiik az origd kozéppontu kor elsé siknegyedbe esé darabjat!

a) A kor egyenlete 2% +y? =9, ahonnan y = +v/9— 2. Az els6 stknegyedbe esé negyedkor a
felss félkor [0, 3] intervallum felletti darabjanak szubgrafikonjaként kaphato:

3
T:/\/9—a:2 S
0

A primitiv fliggvény meghatarozasa:

2 2
/\/9—1‘2 dx:?)/\/l—% dx:?)/\/l—(g) dx:9/\/1—sin2t-cost dt =
)

= sint (-=5<t<3
Lde = cost dt
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:9/\/cos2t-costdt:9/|cost|-costdt:9/cosztdt:

<t<3 = cost>0

9 9 9 9 9
= 5/1+C082t dt = §t+zsin2t+C: éarcsinqué—LsinZarcsing—l—C.

9 9 9 9 9 9 9
e 3 arcsin % + 1 sin 2 arcsin f] . =3 arcsin 1+ 1 sin2-arcsin 1 — 3 arcsin 0 — 1 sin2arcsin 0 = Yk

b) A negyedkor paraméteres egyenlete:

x(t) = 3-cost

y(t) = 3~sint} Osts

NN

A paraméteresen adott gorbe altal hatarolt tertilet képletét felirva:

0 3
T:/y(t)‘x’(t) dt:/?)sint-(—?)sint) dt =-9- sin2tdt:9/sin2tdt:
s 0

t1

NE] \
o

2

™

(ME}

9 9 9 9
2/ cos 2t dt [215 4sm tL 47r
0

¢) A negyedkor polarkoordinatés egyenlete:

r(p) =3, 0§g0§g.
A szektorszerid idom teriiletképletébe behelyettesitve:
bl bl x
T:%/ZS? d@z%/l de = Egp}: :271
0 0 ¢

vissza a feladathoz
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23. fejezet

Integralszamitas alkalmazasai 11.

23.1. Gyakorlat

23.1. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = x* fiigguény ivhosszdt az v1 = —1 €és x5 = 2 abszisszdju
pontjai kozott!

Megoldds.

Keészitsiink abrat!

b

Az ivhossz kiszamitasahoz sziikség lesz a fiiggvény deri-
T valtjara:

f'(z) = 2.
Mivel a fiiggvény a vizsgalt intervallumon differencial-
hato, ezért az ivhossza az alabbi formula alapjan szé-
molhat6:

527\/1%—(]”’(90))2 dxzimdx@

X}
T

| | | |
-2 -1 1 2

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 1 1 1 1
Vid4da? de = [ /1+(2x)2 dz == | V/1+tg%u- du=- [ \|—— —— du=
/ T / +(20)? dv 2/ ety “ 2/ costu costu

cos? u

2z = tgu (=§<u<y)

du

cos2 u

2dx
1 1 1 1 1 *
—_—— _ d = — _ d frd
2/|cosu| costu 2/0083u "

—5<u<j = cosu>0

Az [ —%— du intergalt korabban mér kiszémoltuk (272. oldal.). Ez alapjan

% 1 1 1

X _Zln|l—sinu|+=In|l+si - —
gnl=sinu[+gn|l4sinul+gr—os — e T¢

371
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1 1 1 !
= —1In|1+sinarctg2z| — = In |1 —sin arctg2 - C.
3 n |1+ sin arctg2z| 3 n |1 —sinarctg x’+8(1—sinarctg2x) 8(1+sinarctg23:)+

Visszairva az ivhosszképletbe:

1 1 ?
8(1—sinarctg2z)  8(1+sin arctg2z)

1 1
e 3 In|1+sin arctg2z| — 3 In |1 —sinarctg2z|+ ~ 6,13.$

-1

23.2. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = Inx figguény ivhosszdit az x1 =1 és x9 = e abszisszdju
pontjai kozott!

Megoldds.

Keészitstiink abrat!

Az ivhossz kiszamitasahoz sziikség lesz a

g fliggvény derivaltjara:

2,

1
/ — —
fla)==.

s Mivel a fiiggvény a vizsgalt intervallumon
differencialhato, ezért az ivhossza az alabbi
formula alapjan szamolhato:

0 1 2! e 3‘ : 2 € 1
s:/\/1+(f’(x))2 dx:/1/1+—2 dr =

x
x1 1
1
/ /:132+1 I / V24
1
€ll,e]= >0

A primitiv fiiggvény meghatéarozasa:

/3 2 1
/ AL / LN dt:/ t dt—/
x Vi2—1  Jt2—1 t?2—1 t2—1

t = 241
Vi2—-1 = =
t;_ldt = dx
1 1
= 1+—dt=t+- dt—= | — dt =
/ TS Ny 3 /t+1

Vri+1-1
xre 4+ L

1 1 1
=t+-Inl{t—1|—=In|t+1|+C=va’+1+-In|—
2 =1 2 1l 2 ‘\/x2+1+1

Visszairva az ivhosszképletbe:

@{\/$2+1+%1n(\/$2+ —1)—%ln(\/x2+1+1)r%2. o
1
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23.3. Feladat. Szamoljuk ki az

x(t) = t—sint 0<t<om
y(t) = 1—cost
paraméteres eqyenletrendszerrel adott ciklois ivhosszdt!

Megoldas.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

A paraméteresen adott rektifikalhaté gorbe ivhossza:

s_/\/ W) dt.

Ehhez sziikségiink lesz a koordinatafiiggvények derivaltjara:

2 (t) = 1—cost

<t< .
y'(t) = sint } O<t<2m

Igy az ivhossz:

2 27 271
s:/\/(l—cost)2+sin2tdt:/\/1—2603t+0082t+sin2tdt:/\/2—2costdt@
0 0 0

A primitiv fiiggvény meghatéarozasa:

/mdt /,/ COStdt /\/smi— dt:2/

tef0,2r] = Le0

dt =

Sln

4
sin £>0
2 / in L dt=—dcos L+ C
= sin — dt = —4 cos —
2 2
Visszairva az ivhosszképletbe:

¢ 2

e [—4 oS —1 = —4cosm+4cos0=8.

2], ¢
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23.4. Feladat. Szdmoljuk ki az r() = 2- (14 cos) poldrkoordindtds egyenlettel adott kardioid
thosszdat (p1 =0 és py =2m)!

Megoldds.
A szemléltetés kedvéért most is A polarkoordinatasan adott rektifikdlhaté gorbe iv-
készithetlink abrat! hossza:
¥2
i s= [VEFT) o

1

Ehhez 1'(p) = —2sin . Igy az ivhossz:

2m
A / s:/\/4(1—|—cosgp)2—|—4sin2cp dp =
\—/ 0
b 2m

o :2/\/1+2005g0+0082g0—|—sin2g0 dp =

1
— /\/2+2(:os dp = 4/\/ Heosy dy —4/,/c082—dg0 4/‘(308—‘ dp =
= /)cos—‘ de + 4/‘005—‘ = /0055 dg0—4/cos§ dp =

0 7
ve[o,ﬂ] = %€[0,5 <,0€[7r,27r] = £¢[Z ]
v Y
cos >0 cos £<0
™ 2
:[8Sinf] —[8Sinf] :8Sinﬁ—881110—881n7r—|—8sinz:16_ o
2 0 2 T 2 2

23.5. Feladat. Forgassuk meg az f(x) =+\/x figguény grafikonjanak [0, 3] intervallum folé esd
darabjat az x-tengely koril! Szamitsuk ki a kapott forgdstest térfogatdt!

Megoldas.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

b
l’ 7L
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A forgastest térfogatképletét felirva:

2
X1 0 <>

23.6. Feladat. Forgassuk meqg az el6zd fiigguény grafikonjdt az y-tengely kéril! Szdmitsuk ki a
kapott forgdstest térfogatat!

Megoldds.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

T
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A gorbedarab végpontjainak ordinatéai: y; = /z1 = 0 és y» = /T2 = V3. Ekkor a térfogat az
alabbi formula alapjan szamolhato:

VyZ?T-/f(y)dyzﬂ-/y‘*dyzﬂ-{—} :g\/gw,
Y1 0 0 <>
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23.7. Feladat. Legyen f(x) =¢e” és g(x) = e *! Hatdrozzuk meg a két gorbe és az x =1 egyenes
daltal kézrezdart teriilet x-tengely korili megforgatdsdval kapott forgdstest térfogatdt!

Megoldds.
Készitsiink abrat!

A kérdéses térfogatot két forgastest térfogatanak kiilonbségeként kaphatjuk.
Az f(x) = €® fiiggvény [0, 1] intervallum folé es6 darabjanak z-tengely koriili megforga-
tasaval kapott forgastest térfogata:

1

T 1
1
V1:7T-/f2(x) d$:7'['-/62x de =1- [562“;] 2262—%

0

Az g(z) = e™® fliggvény [0, 1] intervallum f6lé es6 darabjanak z-tengely koriili megforga-
tasaval kapott forgastest térfogata:

T2 1

1
1
V2:7r~/g2(:c) da::ﬂ-/e% de =1~ [—562”‘"] :_%—Fg.
0

0
1
Tgy a keresett test térfogata:

VT T (T T\N_T o T
V=V-V 5¢ T3 ( +> e+ . o

23.8. Feladat. Szdmoljuk ki az

x(t) = t—sint
<t<
y(t) = 1—cost } Osts<im

paraméteres eqyenletrendszerrel adott ciklois x-tengely korili forgatdsaval nyert forgdstest térfoga-
tat!
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Megoldas.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

Paraméteresen adott gorbe z-tengely koriili megforgatasaval kapott forgastest térfogatat az
alabbi formula alapjan szamolhatjuk:

t2

v, = 7r-/y2(t) (1) dt.

t1

Ehhez 2/(t) = 1—cost, igy

2w 2m
%:W-/(l—cost)z-(l—cost) dt:7r-/1—3cost+3cos2t—cosgtdt@
0 0

Primitiv fiiggvények meghatarozasa:

/cost dt =sint+C

1 t 1
/COS2tdt:§/1+COSQt dt:§+zsin2t+0

1
/cos3tdtz/coszt-costdt:/(l—sin2t)-costdt=/1—u2 du:u—§u3+(]=

u = sint

du = cost dt
. I .3
=s1nt—§sm t+C.

Visszairva a térfogatképletbe:

S) 4 si t—|—5 t—|—3s’ 2t—|—ls’ 3¢ " 5m?
7w |—4sint+=-t+ - sin — sin = 5m°.
2 4 3 0 O
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23.2. Hazi Feladatok

23.1. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = x2 fiigguény grafikonjdnak tohosszdt a [2, 4] inter-

vallumon ! megoldas
23.2. Hazi Feladat. Szdmoljuk ki az

() = C.Osst } 0<t<or

y(t) = sin’t
paraméteres eqyenletrendszerrel adott csillaggorbe (asztrois) tvhosszdt! megoldés

23.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az r(p)=e¥ poldirkoordindtikkal adott gorbe (logaritmikus
spirdl) tvhosszdat a 1 =0 és g = 2w poldrszdgek kiézott!

megoldas
23.4. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az r = 3 sugari kor keriiletét,
a) y= f(x) gorbe twhosszaként,
b) paraméteresen adott gorbe whosszaként,
c¢) poldrkoordindtdkkal adott gorbe ivhosszaként. megoldés

23.5. Hazi Feladat. Vezessiik le forgdstest térfogataként az r sugarid, m magassdgi egyenes kor-
kip térfogatdt! megoldés

23.6. Hazi Feladat. Szdimitsuk ki o f(x)=sinz figgvény [—75, T| intervallumra esd darabjdnak

x illetve y-tengely korili megforgatdsdval kapott forgdstestek térfogatat. megoldas

23.7. Hazi Feladat. Forgassuk meg a C(2;1) kézépponti, r = 1 sugarid kort az x, illetve az y-

tengely koril! Szamoljuk ki a kapott forgdstestek térfogatdt! Oljuk meg a feladatot kétféleképpen

U5 megoldas
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23.3. Megoldasok

23.1. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = x2 fiigguény grafikonjdnak fvhosszdt a [2, 4] inter-
vallumon!
Megoldas.

Készitstink abrat! Az ivhossz kiszamitasahoz sziikség lesz a fiiggvény deri-

valtjara:
3

fl(x) = 5%

Mivel a fiiggvény a vizsgalt intervallumon differencial-
hato, ezért az ivhossza az alabbi formula alapjan szé-
molhat6:

3272\/1+(f’(w))2 dw:/ll\/@dx@

A primitiv fliggvény meghatarozasa:

/\/Hidx— /\/—dt—g

SIS

~
w|w| o

3

8 9 \?
1 .
7(+4x) +C

Visszairva az ivhosszképletbe:

374 3
8 9 \? 8 8 11\2
e [27 (1+45L’) ] o7 103 A (?> ~ 5,05.
vissza a feladaths

2

23.2. Hazi Feladat. Szamoljuk ki az

z(t) = cos®t
<t <2m.
y(t) = sin’t } Osts2m
paraméteres egyenletrendszerrel adott csillaggirbe (asztrois) whosszat!

Megoldas.

Készitstink abrat! A paraméteres egyenletrendszer alapjan:

2'(t) = —3cos’t-sint

. <t < 2.

y'(t) = 3sin®t-cost Osts2m
Szimmetriai okok miatt elegendé a 0 <t <7 paraméter-
tartomanyba es§ gorbedarab ivhosszat kiszdmolni, hi-
szen ez éppen a negyede az asztrois teljes keriiletének.
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Igy az ivhossz:

bl bl
s:4/\/9cos4t-sin2t+90032t-sin4t dt:12/\/COSQt'SiDQt'(COSZt+Sin2t) dt =
0 0

™ T

2

3
:12/|cost~sint\-\/coszt+sin2tdtle/cost-sint dte

0 0
ogtgg = cost, sint>0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

12/cost-sintdt:12/u du=6u’>+C =6sin’t+C.

u = sint

du = cost dt

Visszairva az ivhosszképletbe:

Wl

6sin’t| =6.
@{Sln ]0 o

vissza a feladathoz

23.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az r(p)=e¥ poldirkoordindtikkal adott gorbe (logaritmikus
spirdl) ivhosszdt a w3 =0 és o = 2w poldrszigek kiozott!

Megoldads.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

h
¥

04

| | | | | | | | |
02 01 ® 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1
-0.1

Az ivhossz felirasahoz: r'(¢) = —e™ %, igy

5= 72\/7”2(<P)+(7”’(<P))2 dp = /W dp = ﬂ/F dp = ﬂ/\/ﬁ dp=

e=%>0, VpeR
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2
27
- \/i/e%" dp = [—\/ieﬂ — 226 1AL &
0

0

vissza a feladathoz

23.4. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az r = 3 sugari kor keriiletét,
a) y= f(x) gorbe whosszaként,

b) paraméteresen adott girbe fvhosszaként,

c¢) poldrkoordindtdkkal adott gorbe iwhosszaként.

Megoldas.
Mindharom esetben az orig6 kozéppontu elsé siknegyedbe esé negyedkoriv hosszat fogjuk
kiszdmolni. A kor keriilete nyilvanvaléan a kapott ivhossz négyszerese.

a) Az els6 siknegyedbe y = /9 — x? felss félkor 0 < x < 3 darabja esik.

Mivel f'(x) = = s fa [0, 3) intervallumon differencialhato, ezért a kertilet az alabbi

improprius integrallal szamolhato:

3 3—6 —5
P g i P g i ~dr=3-1i Ly
T T AN T ""”’_ai%l e ) S
0 0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

~

| == /F /W“_/m

W= wlg

dt = dx
. .
= arcsint -+ C = arcsin 3 +C.
Visszairva az ivhosszképletbe:
2]1%7°° 3—¢ T
3- lim | arcsin — =3- lim | arcsin —arcsin0 | =3 —.
@ e—0t |: 3:|0 e—0t < 3 ) 2

Igy a teljes kor keriilete K =4-5 = 6.

b) A negyedkor paraméteres egyenlete:

x(t) = 3-cost T
<t< —
y(t) = 3-sint } O_t_Q
ahonnan )
¥'(t) = —3-sint 7r
<t< —
y'(t) = 3-cost } O_t_Q

Felirva a paraméteresen adott gorbe ivhosszénak képletét:
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s=/\/(x’(t))2+(y'(t))2 dt:/\/9sin2t+9(:0s2tdt:3/\/sin2t+cosztdt:
0 0 0

3
1dt:3{t} =§7T.
0 2

=3

o
(NJE]

Igy a teljes kor keriilete K =4-s = 6.

¢) A negyedkor polarkoordinatas egyenlete:

r(p) =3, OSsOSg.
Ekkor r’(¢) = 0. Felirva a polarkoordinatésan adott gorbe ivhosszara vonatkozo Gsszefiig-
gést:
bl bl bl
2 3
s= [Vro ) do= [Vido= [3ap=5r
0 0 0

Igy a teljes kor keriilete K =4-s = 6. &

vissza a feladathoz

23.5. Hazi Feladat. Vezessiik le forgdstest térfogataként az r sugari, m magassdgi eqyenes kir-
kip térfogatat!

Megoldas.
A korkup egy, az origon atmend egyenes szakasz megforgatasaval kaphato:

Az egyenes meredeksége a baloldali abrarol konnyen leolvashato: p=I-. Az egyenes egyenlete
tehat y = p-z. Igy a térfogat

m m 9 m 2. '
V:W/(,u-a:)2da::7r/,u2-m2d$:7r s 2T
3m? |, 3
0 0 %

vissza a feladathoz




383

| intervallumra esd darabjanak

r T
27 2

23.3. MEGOLDASOK

23.6. Hazi Feladat. Szdamitsuk ki a f(z) =sinzx figguény [—
x illetve y-tengely korili megforgatdsaval kapott forgdstestek térfogatdt.

Megoldads.

Elgszor forgassuk meg a fliggvény grafikonjat az x-tengely koriil! A szemléltetés kedvéért
most is készithetiink abrat!

1
-
-
-
.
-
e
08 -
.
e
.
- oeees
e EeeT=
- —————===s
oo
_
= e
==
=S
SSSSS:
=S

I
l’ll”lll”
bl
fifr
i
i

j;//ﬂ
.
iy
,,z’llll”’,',’,’

05

3

Szimmetriai okokbdl elegend§ a fiiggvény [0, 7] intervallumra es6 darabjanak megforgatot-
javal foglalkozni, hiszen az igy kapott test térfogata éppen fele a teljes forgéstest térfogatanak.
5 2

1
1—cos2x dr =m- |x— = sin2: =
COS 2T axr =T~ (T 2SIH’E B

V,=2r [ sin®zde=m-
0
Az y-tengely koriili forgatassal szarmaztatott forgéastest esetén is kihasznélhato a szim-

metria, ami az alabbi abran is lathato.
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A térfogat kiszamitasahoz sziikségiink van a fiiggvény inverzére:

f(y) =arcsiny y; =sin0, yy = Sing =1.

Igy a térfogat:
1

V, = 27?-/arcsin2 y dy&
0
A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

/arcsinzy dy:/t2~costdt:tQ-sint—/2t~sintdt:t2~sint+2tcost—/2(:ostdt:

arcsiny = t, t€ [f%,%] fi) = 2 g'(t) = cost f&) = 2t g'(t) = sint
y = sint fly = 2t g(t) = sint flty = 2 g(t) = —cost
dy = cost dt

=t%.sint+2tcost—2sint+C = y-arcsin® y + 2 arcsin y - cos arcsin y — 2y + C.

Visszairva a térfogatképletbe:

1 2 3
T T
©27 - |y-arcsin® y + 2 arcsin y - cos arcsin y — 2y :§'Z—W:§—7T%O,73.
0

vissza a feladathoz

23.7. Hazi Feladat. Forgassuk meg a C(2;1) kézépponti, r = 1 sugari kort az x, illetve az y-
tengely koril! Szamoljuk ki a kapott forgdstestek térfogatdt!

Megoldds.
A kor z-tengely koriili forgataséaval az alabbi abran lathato forgastest kaphato:

1. Megoldds :

A forgastest térfogata két test térfoga-
tanak kiilonbségeként kaphato6. Legyen
f az emlitett kor fels félkore, g pedig
az also félkor, azaz

flx)=1++/1—(x—2)?
g(x)=1—+/1—(z—2)2,

ahol 1 <z < 3.
Igy a forgastest térfogata:

3

Vx:w-/]‘ﬁ(x) dx—7r~/392(a:) dx =

1
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3

ﬂ./fz‘(x)_g«x) dxzw-/(l—i—\/m)Q—(l—m)Q dz —

1

3

7r~/1—1—2\/1—(x—2)2+1—(:1:—2)2—1+2\/1—(x—2)2—1+(x—2)2 iz —

1

3

W./34mdx_4w./mdx@

1
A primitiv fliggvény meghatarozasa:

/\/1—(x—2)2 dx:/\/l—sinzt-cost dt:/\/COSQt-COSt dt:/|cost|-cost dt =

=2 = sint, te[-%,%] _

(ME]

<u<y = cosu>0
der = cost dt
5 1 A
= [cos“tdt=—= [ 1+cos2t dt=—-t+-sint+C =
2 2 4
1 _ 1. .

=5 arcsin(x —2) + 7 5in 2 arcsin(z —2) + C.

Visszairva a térfogatképletbe:

1 1 ’
EAdr- {5 arcsin(x —2) + 1 sin 2 arcsin(z —2)| = 27°.
1

2. Megoldds :

Kiindulhatunk a kor paraméteres egyenletrendszerébdl is. Fontos azonban szemel6tt tar-
tanunk, hogy a paraméteresen adott gérbe megforgatasaval nyert forgastest térfogatképlete
csak akkor alkalmazhat6, hogyha a vizsgalt paramétertartoméanyban z’(t) # 0. Ez akkor biz-
tosithatd, ha most is kiilon kezeljiikk az alsd és a felsG félkort. A fels§ félkor paraméteres
egyenletrendszere:

x(t) = 2+cost
y(t) = 1l+sint } O<t<m

Igy a felss félkor megforgatasaval nyert forgastest térfogata:

fozw-/yQ(t)-x'(t) dt.

Ehhez 2/(t) = —sint, igy
0 0
%fzw-/(l—i—sint)Q-(—sint) dt = —ﬂ-/sint—|—2$in2t—|—sin3t dte

T 2w

Primitiv fiiggvények meghatéarozasa:

/sint dt =—cost+C
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1
/2sin2t dt = / 1—cos2t dt =t — ésin2t+0

1
/sin3tdt:/sin2t~sintdt:/(l—coszt)‘sint dt:/u2—1 du:§u3—u+C’:

u = cost
du = —sint dt
L 3
=3 cos’t—cost+C.
Visszairva a térfogatképletbe:
1 1 .1 1w,
©—m-|—2cost+t——=sin2t+-cos’t| =—m+7".
2 3 .3
Az also félkor paraméteres egyenletrendszere:
x(t) = 2+cost ct<9
y(t) = 1+sint T T

Az also félkor megforgatasaval kapott forgéstest térfogata az elz6ekhez hasonldéan szamol-

hato:
2T

w_w./(1+smt)2-(—smt) e

™

Nyilvanvalo, hogy a primitiv fiiggvények az el6zGekkel megegyeznek, igy

1 1 10
@—W'|:—2COSt—|—t—§Sin2t+§COSSt :§7r—7r2.

™

A forgastest térfogata a fent kiszamolt két térfogat kiilonbségeként kaphato:

10 10
V=V -ve= §7r+7rg—§7r+7r2 =272,

A kor y-tengely koriili forgatasaval az alabbi dbran lathato forgastest kaphato:

A kér (z—2)%+ (y—1)? = 1 egyenletét z-re ren-
dezziik, majd kiszamoljuk a jobb és balfélkor meg-
forgatasaval kapott forgéstestek térfogatat. A jobb
felkor egyenlete:

Jy)=z=2+I-(y=17 yelo, 2
5 a bal félkoré pedig

gly)=r=2—/1-(y—1)2, y€|0, 2].

Igy a forgastest térfogata:
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Vy=7r~/2f2(y) dy—%/zgz(y) dy=W~/2f2(y)—g2(y) dy:Sijdy@

A primitiv fliggvény meghatérozéasa soran az y—1 =sint helyettesités utan a feladatban mar
vizsgalt trigonometrikus integralhoz jutottunk, melynek részletezésétsl eltekintiink:

1 1
/\/1—(7;—1)2 dx:/\/l—sin2t~costdt:~-:§t+zsint+C:

y—1 = sint, te[f%,%]

dy = cost dt 1
=3 arcsin(y — 1)+ 1 sinarcsin(y — 1)+ C.
Visszairva a térfogatképletbe:

1 1 ?
©8n- {5 arcsin(y — 1)+ 1 sin2arcsin(y —1)| = 472
0

2. Megoldds:

Most is kiindulhatunk a paraméteres egyenletrendszerbdl. Az y-tengely koriili forgatassal

kapott forgastest térfogata:
to

V= / 2(0)-y/ (1) d,

feltéve, ha a paraméter tartomanyban y'(¢) # 0. Ezt ugy tudjuk biztositani, ha a jobb- és a
bal félkort kiilon kezeljiik. A jobb félkor paraméteres egyenletrendszere:

z(t) = 2+cost} 7 T

y(t) = 1+sint _§<t<

Igy a jobb félkor y-tengely koriili megforgatasaval nyert forgastest térfogata:

] 2 /
Vi=m [ 2°(t)-y'(t) dt.

\wb\

Wl

Ehhez 9/ (t) = cost. Igy

2T
(2+cost)? cost dt:w/4cost+4cos2t+cos3t ate

-z 0

J _
Vy—7r

:‘\M:‘

Primitiv fiiggvények meghatéarozasa:
/4cost dt =4sint+C

/4cos2t dt:2/1+0052t dt = 2t+sin 2t +C
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1
/cos3tdt:/cosgt-costdt:/(l—sinzt)-costdt:/l—u2 du:u—§u3+C:

u = sint
du = cost dt
. I .4
=sint— 3 sin t+C.
Visszairva a térfogatképletbe:
, , 1,77 28 )
- 581nt+2t—|—81n2t—§sm t :§7r+27r )
3

A bal félkor paraméteres egyenletrendszere:

z(t) = 24-cost T 3
y(t) = 1—|—sint} §<t<§ﬂ'

Az bal félkor megforgatasaval kapott forgastest térfogata az el6z6ekhez hasonldéan szamolhato:

jus

Vh= ﬂ/(2+cost)2-cost dte

Y

[SII9Y

s
2

Nyilvanvalo, hogy a primitiv fliggvények az el6z6ekkel megegyeznek, igy

1 528
- [5sint+2t+sin2t—§sin3t} = §7T+27T2.

3
571'

A forgastest térfogata a fent kiszamolt két térfogat kiilonbségeként kaphato:

. 28 28
_ b 2 2 _ 4.2
Vy = Vyj—vy == §7r+27r —?W—l—Q?T = 47“. 3

vissza a feladathoz



24. fejezet

Integralszamitas alkalmazasai I11.

24.1. Gyakorlat

24.1. Feladat. Vezessiik le az M magassdagi, r sugard egyenes korkip paldstjdira vonatkozo
A=m-r-/r24+m? képletet, mint forgdsfelilet felszinét!
Megoldds.

A kip egy, az origbn atmend p meredekségili egyenes megforgatasaval szarmaztathatd. Az
egyenes meredeksége az aldbbi abrarol olvashato le.

Az egyenes meredeksége: ;1=

- Igy a szakasz az f(z) =
vett lesziikitése. Ekkor f'(r) = I keresett felszin:

— -z fiiggvény [0, m] intervallumra

2 2 2 1 ™
A=2m L-x~\/1—|—r— R 1+7‘_ zde=2m-_. 1+r—- I
m m2 m m2 m m?2 2 |,
0 0
2 2 2
=7T-r-m 1+T—2—7rrm m—i;r =7m-r-vVm2+r? O
m

389
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24.2. Feladat. Szdamitsuk ki az f(x)=+/x fiigguény [%, 2] intervallum folotti darabjanak x-tengely
korili megforgatdsdval kapott forgasfeliilet felszinét.

Megoldas. )
Az z-tengely koriili forgatassal kapott feliilet fel-
szinéhez:
15 1
= =  fl(z) = —=.
| fa)=vE = f@=5=

Igy a forgasfeliilet felszine:

A primitiv fiiggvény meghatéarozasa:

[ 1 f ts 2 1.3
/ [E—deQf:/t? dt:§+02§~($+1)2+0.
t = a+i

dt = dz
Visszairva a felszin-képletbe:

1
4

(SIS

e2r- { (x+-)

Pa (9N a4 (2 1
()

4
24.3. Feladat. Szdmitsuk ki az f(x)=/x fiigguény [0, 1] intervallum folotti darabjdnak y-tengely
korili megforgatdsdval kapott forgdasfeliilet felszinét.
Megoldas.
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Az y-tengely koriili forgatassal kapott feliilet felszinéhez:
— —
fy)=v*, = [)=3¢

tovabba y; = f(z1) = V0 és yo = f(22) = V/1 igy a felszin:

Ay=27r-/27(y)-\/1+<7'(y)>2 dy=27r-/y3-\/1+9y4 dy&

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 1 11 1
/y3~\/1+9y4 dy——/t2 dt:—T+C’:—~(l+9y4)%+C.
36 36 2 13

t

[e=]

1+9y*
dt = 36y3dy

Visszairva a felszin-képletbe:

1 101 s s
ome |- (1+oyh)E | = e (108 -18) ~ a1,
@WLS(er)?h 5y (102 12 , o
24.4. Feladat. Forgassuk meg az
z(t) = cos’t
<t <
y(t) = smgt} Ost<im

paraméteres egyenletrendszerrel adott csillaggorbe (asztrois), t € [0, §]-hez tartozd darabjdt az x-
tengely koril. Szamitsuk ki a keletkezd forgdsfeliilet felszinét!

Megoldads.

A paraméteres egyenletrendszerbdl

(t) = —3cos’t-sint

:L,/
( <t<or.
y'(t) = 3sin®t-cost } Ostsin

Igy a felszin:

. "-‘é"\ f - -

-- A= [y 0+ (o) dt =

-06 0
%

. :27r-/sin3t-\/9(:084t-sin2t+981n4t-(:052t dt =
0
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s s

4 4

:67r-/sin3t-|cost|-|sint|-\/sin2t+cos2t dt:67r-/sin4t-cost dte
0 0

0<t<% = costsint>0
A primitiv fiiggvény meghatéarozasa:

1 1
/sin4t‘costdt=/u4 du:g-u5+C=5~sin5t+C.
u = sint
du = cost dt

Visszairva a felszin-képletbe:

1 i 1\° 3«
6r-|=-sin’t| =-7m-(—=] =——=~0,67.
Sem [5 } 5" (\/§> 10v3 o

24.5. Feladat. Forgassuk meg a poldr-tengely koril az r(yp)=1+cos ¢ poldrkordindtds egyenlettel
adott ciklois 0 < ¢ < wét! Szamitsuk ki a keletkezd forgdsfeliilet felszinét!

Megoldads.
A szemléltetés kedvéért most is készithetiink abrat!

A felszin felirasahoz sziikséges:

r'(p) = —sinp,

igy a felszin az alabbi formula alapjan szamolhato:

P2 ™
A:27r/r-singo-\/r2(g0)+(r’(<p))2 d(pz27r/(1+cosg0)singo\/(1+cosc,0)2+sin2gp dp =
p1 0
:27r/(1+cosg0) singo\/1+200890+coszg0+sin2gp dgp:QT(/(l—{—COSQ&) sin p/2+2cos p dp =
0 0

™

= 2\/§7r/(1—|—cosgp)g sinp dp&

0
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A primitiv fiiggvény meghatéarozasa:

5
t2 2
1+Cosgpg-sin<,0dg0:— thdt=—" 1C=2. 1+COS¢%+C.
> 5
2
t = cosp
dt = —sing dp

Visszairva a felszin-képletbe:

™

2 4
O2v2r- {—g-(l—l—cos go)g] = 5\/57?-2% ~ 20,11.

0 ¢
24.6. Feladat. Igazoljuk, hogy > ﬁ sor divergens, de bdrmely € > 0 esetén > ﬁ sor
n=2 n=2
konvergens.
Bizonyitds. Legyen f(x)= m.ﬁm. Mivel f:[2,00) — R, monoton fogyo, ezért a > Wim végtelen sor

n=2

o0
és az [ f(x) dx improprius integral ekvikonvergensek. Vizsgaljuk tehat az improprius integralt:
2

w

7f(:6) da:z?o ! dxr = lim 11 dx®

z-lnx w—oo | x-lnzx
2

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 1
/ dx:/gdt:ln]t\—l—C:ln]lnﬂ—i-C.

z-Inx

t = Inx

dt = L1 dz
x

Igy
© lim [In|lnz|]y = lim (Inlnw—Inln2) = co.

Mivel a fenti improprius integral divergens, ezért a vizsgalt végtelen sor is divergens.
A masodik allitas igazolasahoz rogzitett e >0 esetén legyen g(x)= m Mivel g:[2,00) =R
(o.9]

monoton fogyo, ezért a ) ——tm—

o
végtelen sor és az [ g(z) dz improprius integral ekvikonver-
2

gensek. Vizsgaljuk tehat az improprius integralt:

o0 [e.9] w

1 . 1
o) ao= [ e do i [ s as0

2 2 2
A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 ) 1 1
—_— _= —iTe = —— —€ = — C
/x~ln1+€x dz /t dt €t +C e‘lnex—i_

t = Inz
d = 1do
igy w 1 1 1
li — = lim — = < Q.
@wl—{go{ a-lnexL o g-ln€w+5-ln€2 e-1In°2 >
——

—0

Mivel az improprius integral konvergens, ezért a végtelen sor is konvergens. O
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24.2. Hazi Feladatok

24.1. Hazi Feladat. Forgassuk meg az x-tengely koril az f(x)=e* figguény grafikonjinak [0, 1]
intervallumra esd darabjat! Szamitsuk ki a keletkezd forgasfeliilet felszinét!

megoldéas
24.2. Hazi Feladat. Vezessiik le az R sugari gomb felszinét,
a) valamely y = f(z) gorbe megforgatdsdval kapott feliilet felszineként,
b) paraméteresen adott girbe megforgatdsaval kapott feliilet felszineként,
c¢) poldrkoordindtdkkal adott girbe megforgatdsaval kapott feliilet felszineként. megoldas

24.3. Hazi Feladat. Forgassuk meg a C(2;1) kézéppontd, r =1 sugari kort az x, illetve az y-

tengely koril! Szamoljuk ki a kapott forgasfeliilet felszinét! megoldas

= 1
24.4. Hazi Feladat. Vizsgdljuk a Z In (H— —) numerikus sor konvergencidjdt!
n

megoldas
n=1
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24.3. Megoldasok

24.1. Hazi Feladat. Forgassuk meg az x-tengely koril az f(x)=e® figgvény grafikonjinak [0, 1]
intervallumra esd darabjat! Szamitsuk ki a keletkezd forgasfeliilet felszinét!

Megoldas.

Az f(x)=e" fiiggvény a [0, 1] intervallumon folytonosan differencialhato és f'(z) =€, igy a
forgasfeliilet felszine:

1
A= 27r-/e$-\/1+e2$ dx©
0
A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

[ VirE do [ViTE -

= €

dt = €% dx

Az [ +/1+4¢* dt irracionalis integrallal mar foglalkoztunk (277. oldal). Ez alapjan:

1 1 1 1
V1+t?2 dt=—-In|1—si tgt|4+—In |1+-si tgt — C
/ + 4 n[1—sinarctg |+4 n|1+sinarctg H_4(1—sinarct,g_>;z€) 4(1+sin arctgt)+

Igy

1 1 1 1 '
2m- |—=In |1 —si tge®| 4+ = In |1 +si tge® — ~ 22,94.
S [ 4 n|1—sinarctge |+4 n|l+sinarctge |+4(1—sinarctge$) 4(1+sinarctge®) |, ’
¢

vissza a feladathoz
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24.2. Hazi Feladat. Vezessiik le az R sugari gomb felszinét,
a) valamely y = f(x) gorbe megforgatasdval kapott feliilet felszineként,
b) paraméteresen adott girbe megforgatdsdval kapott feliilet felszineként,

c¢) poldrkoordindtdkkal adott gorbe megforgatdsdval kapott felilet felszineként.
Megoldas.

1. Megoldds:

A forgasfeliilet szarmaztathato az origd kozéppontit R sugara felsg félkor x-tengely koriili
megforgatottjaként. Szimmetriai okok miatt elegendd a felsg félkor [0, R] folotti darabjat
forgatni. Az igy keletkezé feliilet felszine a keresett felszin fele. A felsé félkor egyenlete:

fla) = V=2,
ahonnan f'(x) = \/ﬁ, igy a forgasfeliilet felszine:

R

R R
A 2
522#-/\/]?—%-\/1—1—% dx:27r-/ R2 —p2 422 dsz%-/VRQ dr =
—x
0 0

0

R
:27r-R-/ dx = 27+ R,
0

Igy a teljes gomb felszin A = 4R?r.

2. Megoldads :
A kor paraméteres egyenletrendszere:

x(t) = R-cost
y(t) = R'sint} O<t<2m

A felsé felkor a paraméter t€[0, 7] valasztasa mellett irhato le. Az els6 megoldés soran hasznalt

szimmetriai meggondoldsok miatt elegendé a ¢ € [0, 7] esetet vizsgalni. A kor paraméteres
egyenletrendszerébdl:
(t) = —R-sint

3,/./
<t <
y'(t) = R-cost } O<t<2m

Igy a felszinre:

A
3 —QW'/R'Sint-\/RQ-Sin2t+R2'COS2t dt =27 R*.

2

[VE]

o\
(VB

sint dt =27 R?- [—cos t} =27 R?.

0
0

Igy a teljes gomb felszin A = 4R%7.
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3. Megoldds :
A felsé félkor polarkoordinatas egyenlete: r(¢) = R, ahol 0 < <. Most is lehetne hivatkozni
a szimmetriara, de ennélkiil is megoldhaté a feladat:

™ ™ T

A—277-/Rsin<p-x/R2+02 ng_QWRZ'/SiH(,D do =27 R*- [—cost} = 4R*r.
0
0 0 ¢

vissza a feladathoz

24.3. Hazi Feladat. Forgassuk meg a C(2;1) kézépponti, r = 1 sugari kort az x, illetve az y-
tengely koril! Szamoljuk ki a kapott forgdsfelilet felszinét!

Megoldds.
A kor z-tengely koriili forgataséval az alabbi abran lathato forgésfeliilet kaphato:

A kor paraméteres egyenletrendszere:
x(t) = 24cost
<t<
y(t) = 1l+sint } Osts2m
Innen
'(t) = —sint
<t <
(1) = Cost} 0<t<2m.
Igy a forgasfeliilet felszine:
to 27
A, = 27r~/y(t) A (@ ()24 (v (1))? dt = 27r-/(1 +sint)-V/sin?t+cos? t dt =
t1 0

2 o

:27r-/1+sintdt:27r- [t—cost] = 47?2 — 27 cos 2 + 27 cos 0 = 472,

0
0

A kor y-tengely koriili forgatasaval az alabbi abran lathato forgasfeliilet kaphato:

A forgasfeliilet felszine:
to

Ay =21 / 2(t) /@O T GO di =

t1

2w

:27r-/(2+cost)-\/ sin?t+cos?t dt =
0
2m

27
= 27T-/2—|—COSt dt =27 - {Qt—i—sint} = 872,
0
vissza a feladathoz




398 24. FEJEZET. INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAT III.

24.4. Hazi Feladat. Vizsgdljuk a > In (1+ %) numerikus sor konvergencidjdt!
n=1

Megoldads. o
Legyen f(z)=In (1+ %) Mivel f:[1, co) — R, monoton fogyo, ezért a > In (1 + %) végtelen

n=1
[o.¢]

sor és az [ f(z) dz improprius integral ekvikonvergensek. Vizsgaljuk tehat az improprius
1
integralt:

/f(:v) dxz/ln (14—5) da::/lnx;_ dx:/ln(a:—i—l)—lna: dr =
1 1 1 1

w

= lim [ In(z+1)—Inz dz@

1
A primitiv fiiggvények meghatéarozasa:

/1-lnx:x-lnx—/x-1 dr=xz-Inx—x+C
T

f@ = hz  g@ = 1
fl@) = 3 g(z) = =
/ln(a:+1):/1ntdt:...:t~1nt—t+0:(:c+1)-1n(x+1)—(x+1)+0.
t = x+1
dt = dx

w

S lim [(az—i—l)-ln(x+1)—(x+1)—x-lnx+x] — lim {(gj+1)-ln(g;+1)_1_x.1nx} _

w—00 w—00
1 1

w

= lim ((w+1) In(w+1)—w-hw—-2-In2) = lim (In(w+1)*""—Inw*—-2-In2) =

1)1 1\*
— lim (1nu—2-ln2) — lim (ln ((mﬂ)-(ﬂ) )—z-m) -
w—00 ww w—00 w

1 w
= lim ln(w+1)+ln<1+—> —2:In2 [ =1-2-In2+ lim In(w+1) = oo.
w

wW—00 wW—00

N——

—e

Az improprius integral divergens, igy a végtelen sor is az. &
vissza a feladathoz



25. fejezet

Kétvaltozos széls6érték feladatok, feltételes
széls6érték feladatok

25.1. Gyakorlat

25.1.1. Szabad szélsGérték

25.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = (x—3)*+ (y+1)? fiigguény szélséértékeit !

Megoldas.
i) Sziikséges feltétel vizsgalata

Mivel a filiggvény mindenhol parcialisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

A fenti egyenletek megoldasa utan egyetlen stacionarius hely adodik, a P = (3, —1) pont.

ii) Elégségesség
Irjuk fel a fiiggvény masodik derivaltjait :

v(xy) = 2 w(@y) = 0

"

we(Ty) = 0 w(Ty) = 2

Felirva a méasodik derivalt méatrix determinansat a P pontban

2 0
D(P)—’ 0 2 '—4>0
Ezért P-ben a fliggvénynek szélséértéke van. Mivel f2 (P) >0, ezért a fiiggvénynek a P
pontban lokalis minimuma van.

A szélsGérték jol lathatd az alabbi abran is:

399
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¢

25.1. Megjegyzés. Az eldzd feladatban a mdsodik derivdltak felirdsa helyett elemi tton is meg-
dllapithattuk volna, hogy a staciondrius pontban lokdlis minimum van.

Hiszen f(x,y) = (x—3)*+ (y+1)? > 0 minden (x,y) € R? esetén, mig a staciondrius pontban
f(P)=0.

25.2. Feladat. Keressiik meg az f(x,y) = x*+ 222+ 3y* —y? fiigguény szélsdértékeit.
Megoldads.
i) Sziikséges feltétel vizsgalata
Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz
fi(z,y) = 4d2’+4dx=4dx(x*+1)=0
fozy) = 1297 =2y =2y(6y°—1) =0

A fenti egyenletek megoldasai:

{(az‘,y) cRr=0, yc {O, i\/%}},

azaz harom stacionérius hely adodik, a P, = (0,0), P, = (0, %), Py=(0,—1/%),.

ii) Elégségesség
Irjuk fel a fiiggvény masodik derivaltjait:

w(ry) = 122°+4  fl(z,y) = 0

zy

_ _ 2
we(zy) = 0 (T, y) = 36y*—2
Felirva a masodik derivalt métrix determinansat a P; pontokban (i =1, 2, 3)

4 0

D<P1):'0 —2

‘:—8<0

Ezért P-ben a fiiggvénynek nincs szélsGértéke.
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D(g):‘é 2‘:16>0

Ezért P,-ben a fliggvénynek szélsGértéke van. Mivel f” (Py) > 0, ezért a fliggvénynek a
P, pontban lokalis minimuma van.

D(Pz):‘g ‘:16>0

0
4
Ezért Ps-ben a fliggvénynek szélsGértéke van. Mivel f” (Ps) > 0, ezért a fliggvénynek a
P5 pontban lokalis minimuma van.

A szélsGértékek jol lathatok az alabbi abran is:

‘ S A&
4*\ i
) i
o /
b Al

3 o
W

i

e
"

25.3. Feladat. Keressiik meg az f(x,y) = y?+2x%y+z* fiigguény szélséértékeit.

Megoldas.
i) Sziikséges feltétel vizsgalata

Mivel a fiiggvény mindenhol parcialisan differencialhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

filz,y) = day+42° = da(y+2*) =0

folz,y) =2y+22° =0

Az els6 egyenletbdl] azt kapjuk, hogy z = 0 vagy y = —22.

Visszahelyettesitve a masodik egyenletbe =0 esetén y=0 adodik. Ha az y=—1? feltételt
helyettesitjiik be, azonossagra jutunk.

Tehat az f fiiggvénynek az y = —z? parabola pontjaiban lehet szélsGértéke.
ii) Elégségesség

Irjuk fel a fiiggvény masodik derivaltjait:

" (zyy) = 4dy+1222 é'y(x,y) = 4x

e(Ty) = 4 w(Ty) = 2
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A masodrendd derivaltmétrix determinansa az y = —a? parabola pontjaiban
2
8r* 4x _o.
4r 2

Mivel a mésodrendid derivaltmatrix szemidefinit, ezért mas modon kell eljarnunk. Lat-
hato, hogy az f(x,y) fliggvény kénnyen szorzatté alakithato, azaz

fla,y) =y* +22°y +a' = (y+a?)%.
Mivel egy négyzetszam mindig nem negativ, ezért az f fiiggvénynek az y = —a? parabola
pontjaiban lokalis minimuma van.

Az alabbi abran jol lathato, hogy az f fiiggvénynek az y = —2? parabola pontjaiban van
lokalis minimuma.

»
-
=

5]
=
—
e
——
=

15 N " 10 0
S
<
5 TSy 00000%,":"""""'",
et

05,00
booll
il

25.1.2. Feltételes szélsGérték

25.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = x*>+y? fiigguény feltételes szélséértékeit az x+y =6
feltétel mellett.

Megoldas.

Fejezziik ki a feltételbdl az y valtozot: y = 6 —x, majd a kapott eredményt helyettesitsiik
vissza az f fliggvénybe:

fx) =24+ (6—2)*=2>+36— 120+ 2% = 22% — 122+ 36.
A kapott egyvéltozos fliggvény szélsGértékét keressiik.
i) Sziikséges feltétel

Egyvaltozos, mindenhol differencialhato fliggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a deri-
valtja 0:
fl(z)=42-12=0 < x=3

ii) Elégségesség
Vizsgaljuk a masodik derivaltat az o = 3 helyen:
f(z)=4= f"(3)=4>0

igy f-nek az x = 3 helyen lokalis minimuma van.
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Visszahelyettesitve az eredeti problémaba kaphato, hogy a feltételes szélsGérték a P = (3,6 —
—3) = (3,3) pontban van.
Az alabbi dbran lathato az eredeti fliggvény és a feltétel altal kimetszett gorbe:

y ¢

25.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = x+y? fiigguény totdlis szélséértékeit az v*+y* <1
feltétel mellett.

Megoldds.
I) A szabad szélsGértékek keresése:

i) Sziikséges feltétel vizsgalata

Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencialhato, ezért lokalis szélsGértéke
ott lehetne, ahol mindkét parcialis derivaltja 0. Mivel

folzy) = 1 # 0

folx,y) = 2y = 0
ezért a fiiggvénynek nincs szabad szélsGértéke, a feltételes szélsGértékek tehat a
korlap hatarvonalan lesznek.

IT) Feltételes szélsGérték: A tartomany szélén kell megnézniink a fiiggvény lehetséges szél-
sGértékeit.
i) Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikitoros modszert!

Ennek soran a feltételbsl atrendezéssel kapott F(z,y) = 2% +y* —1 = 0 fiiggvényt
kombinaljuk az eredeti f fiiggvénnyel:

O(x,y,\) = f(z,y) +A-F(z,y) =z +y* + A (a? +y> = 1).

Az igy kapott ®(z,y, \) haromvaltozos fliggvény lehetséges szélséértékeit keressiik.

ii) Sziikséges feltétel

Mivel a fiiggvény mindenhol parcialisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke
ott lehet, ahol mindharom parcialis derivaltja 0, azaz

Q! (z,y,\)=142-A-2=0
O (2,y, ) =2-y+2-X-y=y-(1+1) =0
P\ (v,y,\) =2 +y*—1=0

A mésodik egyenlet alapjan y =0 vagy A = —1.
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a) Vizsgaljuk az y = 0 esetet!
Visszahelyettesitve az y =0 értéket a @) (z,y, \) = 2% +y* — 1 =0 Ssszefiiggésbe,
r =41 adodik

b) A A= —1 esetben a fenti egyenletrendszer els§ egyenlete
¢ (r,y,—1)=1-2-2=0,

ahonnan x = % és igy y= :i:‘/Tg.

Azaz a fiiggvénynek a Pi(1,0), P,(—1,0), Ps(3, */73) és Py(3, —‘/73) pontokban lehet
feltételes szélsGértéke. (P esetén A= —%, P esetén A= %, a tobbi stacionarius pont

a A = —1 értékhez tartozik.)

Elégségesség

Az elégséges feltétel megfogalmazasa ebben az esetben lényegesen nehezebb, a kur-
zus keretein tulmutato feladat.

Helyette arra fogunk hivatkozni, hogy a fiiggvény kompakt halmazon értelmezett,
mindkét valtozojaban folytonos fiiggvény, igy a Weierstrass-tétel értelmében a tar-
toményon felveszi szélsGértékeit.

Irjuk fel tehat a fiiggvény értékeit a megtalalt stacionarius pontokban. Abban a
pontban lesz feltételes minimum, ahol a fiiggvényérték a legkisebb és abban a pont-
ban lesz feltételes maximum, ahol a fiiggvényérték a legnagyobb:

e P =(1,0),
f(P)=1+0*=1.
° P2 - (—1,0),
f(Py) = =140 =—1.

1 3 5
f(P3):§+Z:Z'
* P, 1 3 5

Tehat a fiiggvénynek a P, pontban van lokalis minimuma és a P3 és Py pontokban
lokalis maximuma.
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25.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = 2* —xy+y? figguény totdlis szélsoértckeit az |z|+
+ly| <1 tartomdnyon.

Megoldas.

I) Szabad szélsGérték keresése:

i)

ii)

Sziikséges feltétel vizsgalata

Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke
ott lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

folr,y) = 20—y=0
fi(ry) = 2y—x=0.

Az els6 egyenletbdl kifejezve az y-t, és ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe,
azt kapjuk, hogy az f(x,y) figgvénynek a P(0,0) pontban lehet szélsértéke.

Elégségesség
Irjuk fel a fiiggvény masodik derivaltjait:
w(@y) = -1 fllzy) = 2

Felirva a masodik derivalt matrix determinansit a P pontban

-1
1 9 ' =3>0
Ezért P-ben a fliggvénynek szélséértéke van. Mivel f” (P) >0, ezért a fiiggvénynek
a P pontban lokélis minimuma van. Mivel a P pont a tartoményba esik, ezért a
totalis szélsGértékek megallapitéasakor figyelembe kell venni.

A fiiggvényérték a P pontban f(P) =0.

IT) Feltételes szélsGérték: A tartomany szélén kell megnézniink a fiiggvény lehetséges szél-
sGértékeit.
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i) A tartomany hatéarat leird |z|+ |y| = 1 feltétel az alabbi négy egyszert feltételre

bonthat6:
1 = l—x 0 <z< 1
Yo = x—1 0 <z< 1
y3s = x+1 -1 <2< 0
Yy = —x—1 -1 <z< 0

Ezeket a feltételeket az f(x,y) fiiggvénybe behelyettesitve az alabbi négy szabad
szélsGérték feladatra jutunk:

a)

y=1—xés0<x <1, ekkor
flr,y) =2 —ay+y*=2—o-(1—2)+(1—2)* =32 —32+1=: hy(x),

tehat a hy(z) egyvaltozos fiiggvény, [0,1] intervallumba esd szélsGértékeit keres-
siik.
A szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az els derivalt nulla legyen:

1
hi(x)=6x—3=0 < r=3€ [0, 1]
Felirva a méasodrendi elégséges feltételt:
h{(z)=6 = h{(3)=6>0,

ezért a h; fiiggvénynek xy = % lokalis minimuma van. Itt az eredeti fliggvény
értéke:
A fiiggvény menetébdl, melyet az els§ derivalt elGjele alapjan olvashatunk le

nyilvanvalo, hogy az intervallum végpontjaiban a fiiggvénynek lokalis maximuma

van:
0<z<i z= 1<z

hi(x) | — 0 +
hi(z) | \, |lok min|

A lokalis maximum helyek tehat P»(0,1) és P5(1,0) mindkét pontban a fiiggvény-
érték

D=

f(P2) = f(P3)=1.
y=x—1¢és0<z<1, ekkor
flx,y) =2 —ay+y’ =2 —az- (2 -1+ (2 -1 =2 —2+1=: hy(x),
tehat a ho(z) egyvaltozos fiiggvény, [0,1] intervallumba esd szélsGértékeit keres-

siik.
A szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az els derivalt nulla legyen:

1
hy(z)=22—-1=0 < x:§€[0, 1]

Felirva a méasodrendt elégséges feltételt:

Wr)=2 = B3 =2>0,
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ezért a h; fiiggvénynek xy = % lokalis minimuma van. Itt az eredeti fliggvény
értéke:

fP)=f(G5-D=1+1+ti=1 (P=(3—3))
A fiiggvény menetébdl, melyet az els§ derivalt elGjele alapjan olvashatunk le

nyilvanvalo, hogy az intervallum végpontjaiban a fiiggvénynek lokélis maximuma

vall:
1 _ 1
0<z<3 T= 5<z<l

Ry(z) | — 0 +
h2 ([L’) \ lok. min /

A lokalis maximum helyek tehat Ps(0, —1) illetve a korabban mar vizsgalt P3(1,0),
mindkét pontban a fiiggvényérték:

f(Bs) = f(Ps) =1.

y=x+1¢é —1 <z <0, ekkor

S

flx,y) =2 —ay+y’ =2 —z-(z+ 1)+ (x+1)? =22 +2+1=: hs(z),

tehat a hz(z) egyvaltozos fiiggvény, [—1,0] intervallumba esé szélsGértékeit ke-
ressiik.
A szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az els derivalt nulla legyen:

1
hy(z) =224+1=0 < z= —5 € [—1, 0]
Felirva a méasodrendd elégséges feltételt:
hi(x) =2 = hyi(—3)=2>0,

ezért a hg fiiggvénynek xg = —% lokalis minimuma van. Itt az eredeti fiiggvény
értéke:

FP)=f-h -3+ = d+bei =3 (= (1)
A fiiggvény menetébdl, melyet az els§ derivalt elGjele alapjan olvashatunk le

nyilvanvalo, hogy az intervallum végpontjaiban a fiiggvénynek lokalis maximuma

van:
—l<z<—1 | z=—1 | —}<a<0

Ry (z) - 0 +
hs(z) . lok. min | /"

A lokélis maximum helyek tehat P;(—1,0) illetve a korabban méar vizsgélt
P5(0, —1), mindkét pontban a fiiggvényérték:

f(Pr) =f(Fs) =1

y=—-x—1¢é —1<x <0, ekkor

flx,y) =2 —ay+y* =2 —z-(2+1)+(z+1)? =322+ 32+ 1 =: hy(z),

tehat a hy(z) egyvaltozos fiiggvény, [—1,0] intervallumba es6 szélsGértékeit ke-
ressiik.
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A szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy az elsé derivalt nulla legyen:
hy(x)=6z+3=0 & z= —% el-1, 0]
Felirva a méasodrendi elégséges feltételt:
Wj(x)=6 = hj(—3)=6>0,

ezért a h, figgvénynek xg = —% lokalis minimuma van. Itt az eredeti fiiggvény
értéke:

f(B) = f(-b3-D=1-1+i=} (B=(-}-D)
A fliggvény menetébdl most is nyilvanvald, hogy az intervallum végpontjaiban
a fliggvénynek lokalis maximuma van, de ezeket a pontokat korabban mar vizs-
galtuk:
“l<z<—1 | a=— —1<a<0
R (z) - 0 +
h4 (IE) \ lok. min /‘

N

IIT) A fliggvény kompakt halmazon értelmezett, mindkét valtozdjaban folytonos fiiggvény,
igy a Weierstrass-tétel értelmében a tartoményon felveszi szélsGértékeit.

Igy a fiiggvény totalis maximuma a P,, P;, P;, P; pontokban van, ahol a fiiggvényérték
1, a totalis minimum pedig a P pontban van, ahol a fiiggvényérték 0.

25.1.3. Szoveges szélsGérték feladatok

25.7. Feladat. Hatdrozzuk meg a z=4—x2—2y? eqyenleti feliilet > része és az xy-sik dltal hatd-
rolt térrészbe irhatd maximdlis térfogati téglatest oldalait, ha a téglatest oldallapjai pdrhuzamosak
a koordindtasikokkal.
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Megoldas.

Plxy.2)

ZZA
:.’:h'."-i‘i'.ﬁi'.‘yv -
L

RRP

Szimmetriai okok miatt nyilvanvalo, hogy ha a téglatest egyik csticsanak koordinatai (z,y, 2),
ahol z # 0, akkor a téglatest térfogata: V(z,y,z) =4-x-y- 2.

Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy x, y, z >0, hiszen a téglatestnek bizto-
san van cstcsa az els§ térnyolcadban. A térfogatfiiggvény értelmezési tartomanya igy: %y =
={z,y,z€R|0<x,y, és 0 <z <4}

Az is konnyen lathato, hogy a térfogat akkor maximalis, ha a kérdéses pont a feliileten
van, azaz koordinataira z =4 — % —2y?. Az Osszefiiggést a térfogatfiiggvénybe visszairva egy
kétvaltozos szélsGérték feladatot kapunk:

Keressiik tehat a V(z,y) =4z-y- (4—2*—2y?) = 162y — 4x3y — 8zy® kétvaltozos fiiggvény
szélsGértékeit.

Mivel a fliggvény mindenhol parcidlisan differencialhato, ezért lokalis szélsGértéke ott lehet,
ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

Vi(z,y) = 16y—122%y—8y° =4y-(4—32°—2y*) =0
V(x,y) = 162 — 42 —24xy? =4x-(4—2*—6y*) =0
A fenti egyenletrendszerbdl a kévetkezd lehetséges szélsGértékhelyek adodnak:
e 1 =06s4y-(4—2y*)=0 < y =0, vagy y = £v/2. Ezekben az eseteken a térfogat 0, azaz

biztosan nem ez a keresett maximaélis térfogatt hasab.

o y=0¢s4z-(4—62?)=0 & =0, vagy v = :i:\/g. Ezekben az eseteken a térfogat 0, azaz

biztosan nem ez a keresett maximélis térfogatt hasab.
o 1,y # 0, ekkor

4-322—2¢* = 0
4—2>—6y> = 0

S

Ahonnét 22 =1 és 3% = % Figyelembe véve az értelnmezési tartoményt: x =1, y =
ekkor z:4—1—2-%:2.

2
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Az elégséges feltételt felirva:

Vie(r,y) = —24xy VI (2,y) = 16— 1227 —24y?
Vie(w,y) = 16—1222 =24y V' (z,y) = —48xy

Ekkor a P(1, ‘/75) pontban a mésodik derivalt matrix:

|l -12v2 0 =8
Tl -8 —24V2

Ezért P-ben szélséérték van és mivel V. (P) = —12v/2 < 0, ezért valoban maximumhely. <

D =242 _-64=512>0

25.2. Megjegyzés. A feladat megoldhato lett volna feltételes szélsdérték feladatként is.
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25.2. Hazi Feladatok

25.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y)=sin x+cosy+cos(x—y) figguény szélséértékeit,
ha 0 <z <3 és0<y<7.

megoldas

25.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 22% +y* —2xy+4x —2y+5 fiigguény szélséér-
tekeit!

megoldas
25.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = (22 —62)- (y> —4y) fiigguény szélséértékeit!
megoldés

25.4. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 2%+ fiigguény totdlis szélséértékeit az
(x—2)>+(y—1)? <1 feltétel mellett.

megoldas
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25.3.

25. FEJEZET. KETVALTOZOS SZELSOERTEK FELADATOK

Megoldasok

25.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y)=sin x+cosy+cos(x—y) figguény szélséértékeit,
ha 0 <z <3 és0<y<3.

Megoldds.

i)

ii)

Sziikséges feltétel vizsgalata:
Mivel a fiiggvény mindenhol parcialisan differencialhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcidlis derivaltja 0, azaz

file.y) = cosz—sin(z—y) =0,

fyl@,y) = —siny+sin(z —y) =0.

A fenti egyenletrendszer masodik egyenletébdl:
sin(x —y) =siny =y = g—i-lm, vagy © =7+ 2km (k € Z).

Az x =7+ 2k (k € Z) feltételt kielégits pontok nem esnek a (0, Z)intervallumba. Az
y=5+km Osszefiiggést visszahelyettesitve a rendszer elsé egyenletébe, majd kihasznélva,

hogy cos z = sin (x+ %) azt kapjuk, hogy
sin (242 ) =sin (5~ kr)
in(rx+—=)=sin|=—kn
2 2

Ahonnan

vagy

x—i—g =71— (g—kﬁ>+2m7rz>x= g-(1+2/€+4m)

eredményekre jutunk, ahol k&, m € Z. Mivel x € ((), g), ezért csak az utobbi esetben k=0
és m = ( valasztas mellett talalunk megoldéast. Ekkor x = % és y = ¢ adodik.

T T

Azaz a fiiggvénynek a P (g, 6) pontban lehet szélsGértéke. (Ez a stacionarius pont.)

Elégséges feltétel vizsgalata:
Ehhez a masodrendii derivaltmétrix determinénsat kell megnézniink. Az f fiiggvény ma-
sodik derivaltjai a kdvetkezdk:
fa,:lar('ra y) = SiHZL‘-COS(CB—y)
" o
fyy(@,y) = — cosy —cos(z —y)
fey(@,y) = [ha(@,y) = cos(z —y)

A mésodrendi derivaltméatrix determinansa a P pontban tehét

D(P)—‘_\/\ég Sl
woo-Vv3) 4

A maésodrendd derivaltmatrix determinansa pozitiv a P pontban, ebbdl kivetkezik, hogy
a P pont szélssértéke van az f fiiggvénynek. Mivel f7 (%, %) = —/3 <0, ezért a P pont
az [ fliggvénynek lokalis maximuma.



25.3. MEGOLDASOK 413

A szélsGérték jol lathatd az alabbi dbrékon is:
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vissza a feladathoz

25.2. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 222 +y? —2zy+4x — 2y +5 fiigguény szélséér-
tékeit!

Megoldds.

i) Sziikséges feltétel vizsgalata:

Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

felwy) = 4o—2y+4=0,

fi(z,y 2y—2x—-2=0.




414

ii)

25. FEJEZET. KETVALTOZOS SZELSOERTEK FELADATOK

A két egyenletet Osszeadva adodik:
204+2=0 = z=-1
A masodik egyenletbe visszahelyettesitve:
20=0 = y=0.
Igy egyetlen stacionarius pont van: P(—1; 0).

Elégséges feltétel vizsgalata:

A masodrendi derivaltak:

fro(@,y) :
Fo (5 ) 2,
foy(@,y) = fon(2,9)(2,y) —2

A mésodrendt derivaltmatrix determinansa pozitiv a P pontban, ebbdl kivetkezik, hogy
itt szélsGértéke van az f fliggvénynek. Mivel f” (P) =4 > 0, ezért a P pontban az f
fiiggvénynek lokalis minimuma van.

Az alabbi dbran szemléltettiik az f fliggvényt, bejeldltiik a P pontot is:

e " A

[Er i

25—

20—

vissza a feladathoz
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25.3. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z,y) = (2> —6z)- (y* —4y) fiigguény szélséértékeit!

Megoldds.

i) Sziikséges feltétel vizsgalata:

Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke ott
lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

filz,y) =
fo(ry) =

(22—6)(y* —dy) =2-(z=3) -y (y
(2*—62)-(2y—4) =z (v—6)-2-

. —4) =0,
- —92)=0

(y

Az els6 egyenlet alapjan =3 vagy y =0, vagy y =4. A mésodik egyenletbdl x =0 vagy
xr =06, vagy y = 2. Igy az alabbi stacionarius helyeket talaltuk:

P1:(3? 2))

ii) Elégséges feltétel vizsgalata:

A masodrend derivaltak:

foy(@,y) = fie

p2:<07 0)7

P3=(6; 0)7 P4:(05 4)7 P5:(6§ 4)-
fie(zy) = 2-(y°—4y),

fo(@y) = 2-(2®—6x),
(z,9)(z,y) = (22—6)-(2y—4).

[rjuk fel a P;, (i=1...5) pontokban a méasodrendti derivaltmatrix determinansat:

D(h) =

D(P) =

D(P;) =

D(Py) =

D(Ps5) =

_08 _(18' =144 > 0.

b oo

_(;4 _024‘ = —576 < 0.
_%4 _54‘ = —576 < 0.
204 204‘ = —576 < 0.

A masodrendii derivaltméatrix determinénsa pozitiv a P, pontban, igy itt a fliiggvénynek szél-
s6értéke van. Mivel f2 (P;)=—8<0, ezért a P, pontban az f fiiggvénynek lokalis maximuma.
A P, Py, Ps pontokban a méasodrendi derivaltméatrix determinénsa negativ, igy ezekben

a pontokban nincs szélsGérték.

A P, pontban a masodrendi derivaltméatrix szemidefinit, igy itt mas modszerrel kell vizs-

galni a szélsGértéket.

flz,y)=(*—62)-(y*—dy) =z-y-(z—6)-(y—4)
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A fenti alakbol latszik, hogy az y = —x egyenes mentén haladva x = & vélasztas mellett, ahol
0 < & <6 a fliggvényérték:

f(&,—&) ==& (&—6)-(-&—4) <0,

de az y = x egyenes mentén haladva x =&, valasztas mellett, ahol 0 < & < 4 a fiiggvényérték:

F(€, &) = E2-(&,—6)- (=3 —4) > 0.

Azaz a P, pontban a fiiggvényérték 0, de a kornyezetében a fiiggvény felvesz pozitiv és negativ
értékeket is, igy a pontban nem lehet szélsGérték.

vissza a feladathoz

25.4. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x,y) = 2% +y?* fiigguény totdlis szélséértékeit az
(x—2)2+(y—1)2 <1 feltétel mellett.

Megoldds.

I) Szabad szélsGérték keresése:

i)

i)

Sziikséges feltétel vizsgalata

Mivel a fiiggvény mindenhol parcialisan differencidlhato, ezért lokalis szélsGértéke
ott lehet, ahol mindkét parcialis derivaltja 0, azaz

fulwy) = 22=0
f;(m’y> = 2y=0.

A fenti egyeneletek alapjan az f(x,y) figgvénynek a P(0,0) pontban lehet széls6-
értéke.

Elégségesség

Irjuk fel a fiiggvény masodik derivaltjait:

w(ty) = 2 [y = 0
" _ " —
y:p(x7y) =0 yy($7y) = 2

Felirva a masodik derivalt matrix determinanséit a P pontban

2 0

D<P>:‘o 2

‘ —4>0

Ezért P-ben a fliggvénynek szélséértéke van. Mivel f” (P) >0, ezért a fliggvénynek
a P pontban lokalis minimuma van. Mivel a P pont nem esik a tartoményba,
ezért a totélis szélsGértékek megéllapitasakor nem kell figyelembe venni, a feltételes
szélsGértékek tehat a korlap hatarvonalan lesznek.

IT) Feltételes szélsGértéek: A tartomany szélén kell megnézniink a fiiggvény lehetséges szél-
sGértékeit.

i)

Alkalmazzuk a Lagrange-féle multiplikdtoros modszert!

Ennek soran a feltételb6l atrendezéssel kapott F(z,y) = (z—2)*+(y—1)>*—1=0
fiiggvényt kombinéljuk az eredeti f fiiggvénnyel:

O(z,y,\) = f(z,y)+N-Fla,y) =2+ 12+ - (z—2)*+ (y—1)2=1).

Az igy kapott ®(z,y, \) haromvaltozos fliggvény lehetséges szélsGértékeit keressiik.
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ii) Sziikséges feltétel

iii)

Mivel a fiiggvény mindenhol parcidlisan differencialhato, ezért lokalis szélsGértéke
ott lehet, ahol mindharom parcialis derivaltja 0, azaz

Q! (z,y,\) =22+2-\-(z—2)=0
Az els6 egyenletet 2-vel osztva és az els6 két egyenletet atrendezve:
Q! (z,y,\) = (A\+1)z =2\
) (,y,A) =2(A+1)y =2\
Az els6 két egyenlet jobb oldalainak egyenlGségébdl kovetkezik a bal oldalak egyen-

16sége, azaz
A+Dz=2A+1)y =

Innen A = —1 vagy x = 2y.

(A+1)-(z—2y)=0.

a) Vizsgaljuk az A = —1 esetet!
Ekkor az els6 egyenlet 0 = 2 ellentmondésra vezet, azaz nem taladlhatd olyan
pont, amely kielégiti az egyenletrendszert.

b) A lehetséges szélsGérték helyek esetén tehat x =2y, amit a harmadik egyenletbe
visszahelyettesitve:

2y—22+(y—1)2—1 = 0
Aly=1°+(y-1P°-1 = 0
S5y—1)2—=1 = 0

(y—1)?* = %1

1

Toy yr=1+Jz ésyp=1—J=. Ty oy =2-(1+ %) és y = 2-(1— ).
1

Azaz a fiiggvénynek a Pi(5- (1+\/i5),1+\/i5), Py(3-(1- \/Lg),l — \/Lg) lehet feltételes
szélsGértéke.
Elégségesség

Mivel a fliggvény kompakt halmazon értelmezett, mindkét véaltozojaban folytonos
fiiggvény, igy a Weierstrass-tétel értelmében a tartomanyon felveszi szélsGértékeit.
Irjuk fel tehat a fiiggvény értékeit a megtalalt stacionarius pontokban. Abban a
pontban lesz feltételes minimum, ahol a fiiggvényérték a legkisebb és abban a pont-
ban lesz feltételes maximum, ahol a fiiggvényérték a legnagyobb:

o P = (%-(1+\/Ag),1+\/i5),

1 1 2 1 2 3 \/5
2 (2.( \/5)7 \/5)7
1 ]. 2 1 2 3 \/5
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Tehat a fiiggvénynek a P, pontban van lokalis minimuma és a P, pontban lokalis
maximuma.

i

I
e

vissza a feladathoz



26. fejezet

Vonalintegral és alkalmazasai

26.1. Gyakorlat

26.1.1. Vonalintegral
26.1. Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(x,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
T

P(fE,y):ZL', Q(xvy):_y
és T azy=2a? gorbe x €0, 2] ([0, 0] ~ [2, 4]).

Megoldads.

A gorbe paraméterezése:

x(t) =t () = 1
y(t) = t2} = Yyt = Zt}
t: 0~ 2 t: 0~2

Ekkor a vonalintegral:

/ P(a, y)d+ Q(a, y)dy = / Pa(t), y(1)) () + Qa(t), y(1)) -y (1) dt = / F 1 (—t2)- 21 dt =
:/t—2t3dt:{§—2~§r:%2—2~2£:—6. ¢

419
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26.2. Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(z,y)dz+Q(x,y)dy vonalintegrdlt, ha
N

P(z,y) =0, Qz,y)=1
és T az 22 +y? =r? egyenletd kor [0, —r] ~ [0,7] dve pozitiv kériljardssal, azaz a jobb félkir.

Megoldas.

A gorbe paraméterezése:

xz(t) = r-cost

©; 7)
2'(t) = —r-sint
y(t) = r-sint = y(t) = r-cost
t: =5~ 3 t: =5~ 3 )
©:)

Ekkor a vonalintegral:

™

/P(%y)derQ(w,y)dy:/P(ﬂf(t),y(t))-ﬂf’(t)+Q(x(t),y(t))-y’(t) dt =

us
2

1 2t
cos2tdt:r2-/+c% dt =

oy NI

\M\ﬂ

= /r-cost-rcost dt =r?-

[ME]
w3
oy

[

1, sin2t]? 1 1
r -bt—i—snjl ] :7“2-(%%—15111#—1—%—18111(—@) :gTQ. O

_
2

26.3. Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(x,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(z,y)=2*+y%, Q(z,y) =y*>—2°

ésT a0, 0], [1, 0], [0,1] estcsok dltal meghatdrozott hdromszdg pozitiv kériljdrdssal.

Megoldas.
A T gorbét harom elemi gorbe unidjara bontjuk, ezek az elemi gérbék legyenek a haromszog
oldalai.
A gbrbék paraméterezése: y
z(t) = t 7)) = 1 1
[y y(t) = 0 = y'(t) = 0
t: 0~1 t: 0~1
o(t) = d(t) = 1 . g
Iy y(t) = 1—t = @it = -1
t: 1~0 t: 1~0
z(t) = 0 () =
I3 y(t) =t » = Yt =1 N
t: 1~0 t: 1~0 I !
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Ekkor a vonalintegral:

/P(af,y)d:z:JrQ(m,y)dy:/P(%y)dxw(w,y)dy+/P(:v7y)dx+Q(af,y)dy+/P(a:,y)d:chQ(a:,y)dy:

r 1) I3

Iy
1 0 0
/t2 dt+/t2+(1—t)2—(1—t)2+t2 dt+/t2 dt =
0 1 1

1

1
2.0 2
i dt:—2/t2 dt = {_gti”} —_Z o
0
0

I
o —

26.4. Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(x,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(z,y) Y Qz,y) = #22

- 22+ g2
ésT azy=—a*+2 gorbe v € -1, 1] ([1, 1]~ [-1, 1]).

Megoldds.

-0.5

Vegyiik észre, hogy %—5 = %, hiszen

or _1-(2®+y*)—y-2y  2*—y°
dy (2 +y?)? (a2 4y?)?

és
0Q —1-(2*4y*)+x-2x  x*—y?
or (22 +92)2 (22 y2)?
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Mivel Zp = Zo = R*\{(0,0)}, ami nem csillagszert tartomény, ezért érdemes az értelmezési
tartoméanyt lesziikiteni, mondjuk az

Vi={(z,y) eR’|y >0,z €R}

halmazra, amely mar csillagszeri. Ekkor a vonalintegral az uttol fiiggetlen. Tetszoleges [1, 0]~
[—1, 0] gérbe mentén szamolhatjuk.
Széamoljuk ki a pirossal jelolt I'y vonal mentén a vonalintegralt!

05 1 15
05|
A gorbe paraméterezése:
x(t) = t () = 1
yt) = 1 = Yt =0
t: 1~ —1 t: 1~ —1

Ekkor a vonalintegrél:

/P(fc,y)derQ(x,y)dy:/P(w(t),y(t))'fﬂ'(t)JrQ(x(t),y(t))-y’(t) dt =

Iy 1
I t o !
- ™ m ™
— 1 0. dt = dt = |arctgt| =-2-2-_T
/t2+1 e /t2+1 [arcg}l 112
1 1

26.1.2. Primitiv fiiggvény (potencial) keresés
26.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(z,y) = B2’y +y°z+5, 2°+a°y—3)

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!
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Megoldas.

i) 9;=R? ami csillagszerd tartomany.
ii) Legyen P(z,y) = 32*y+y*r+5 és Q(z,y) = 23+ 2%y — 3. Ekkor

oP 0Q
— = 2 =32 +2xy,
By oz 4
azaz f-nek létezik primitiv fliggvénye és a vonalintegral fliggetlen az uttol. Ekkor f
integréalfiiggvénye primitiv fliggvény is egyben.
iii) Az integralfiiggvény meghatéarozasa

(z,y)
F(z,y) = / Pz, y)dz+Q(x,y)dy,
(a,b)
ahol (a,b) egy tetszoleges, de rogzitett pont a tartoménybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszbleges tton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yUI'y tton, azaz

—
~
N~—
Il
o S
SR
—
~
~—
|
S

Fli Yy

Iy

>
a 1 X
I

/ P(fv,y)d:chQ(x,y)dy:/P(x,y)da:+Q($,y)dy+/P(fv,y)da:+Q(Z‘,y)dy=
T'yuly I

INT
z Yy
1 Yy
:/5 dt+/x3+x2t—3 dt = [5t]; + [x3t+§x2t2—3t} =
0
0 0

1
:5$+x3y+§$2y2—3y:F(m,y). O



424 26. FEJEZET. VONALINTEGRAL ES ALKALMAZASAI

26.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az

X X
f(‘r7y>_ (x2+y27 $2+y2>

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

Megoldds.
i) 2 =R*\{(0,0)}, ami nem csillagszerti tartomany. Ezért az értelmezési tartomanyt le-
szikitjik:

U:={(z,y) eR*| >0,y e R}
Ez mar csillagszerti tartomany. (Természetesen a V := {(z,y) € R?| x € R,y > 0} tarto-
méany is megfelels lett volna.)

ii) Legyen P(z,y) = 17 ¢s Q(z,y) = 745 Ekkor
or 0Q 2xy

% "0 @R
azaz f-nek létezik primitiv fliggvénye és a vonalintegral fiiggetlen az uttol. Ekkor f
integralfiiggvénye primitiv fliiggvény is egyben.
iii) Az integralfiiggvény meghatéarozasa

(z,y)
F(z,y) = / P(z,y)dr+Q(z,y)dy,
(a,b)
ahol (a,b) egy tetszoleges, de rogzitett pont a tartoménybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futdopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (1,0) és végezzik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yuT', dton, azaz

8
—~
~
SN—
|
~

z(t) = 2(t) = 0

Iy: y(t) =t = yit) =1
t: O~y t: O~y

Iy

<
e T A A=
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/ P(ﬂs,y)d:erQ(x,y)dy:/P(m,y)dx+Q(x,y)dy+/P(m,y)dx+Q($7y)dy=

I ul'y It T
x i x Yy
—/ t dt—i—/ t dt—/l dt+/ t dte
) 12402 22412 )t 22412
1 0 1 0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 2t 1 1 1 1
— | ——dt== | —du==1 C==In|22+|+C.
2/x2+t2 2/u u=3 n |u|+ 5 n|z°+t°| +

u = x2442

du = 2tdt

4 Y

1 1 1 1
e {1n|t|} +§ [ln|m2+t2|] :lnx—lnl—i—Eln(m2+y2)—§lnx2:§ln(:p2—|—y2):F(x,y).<>

1 0

26.1.3. Egzakt és egzaktta tehets differencidlegyenletek
26.7. Feladat. Oldjuk meg a

(cosz—e “siny)dr+e *cosydy =0

differencidlegyenletet !

Megoldas.

i) Legyen P(z,y) =cosz—e “siny és Q(z,y) = e *cosy. Ekkor Zp = P = R?, ami csil-
lagszerd tartomany.

Mivel

a_P——e*””cos —a—Q—e’x'(—l)'cos

ezért a differencialegyenlet egzakt. Olyan F(z,y) fuggvényt keresiink, melyre F, = P és
F,=Q, azaz a

f(z,y) = (P(z,y),Q(,y))

fiiggvény egy primitiv fliggvényét. Az el6z6 feladatokban bemutatott moédon jarhatunk
el.

ii) Az integréalfiggvény meghatarozéasa

(z,y)

F(z,y)= / P(z,y)dx+Q(z, y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszbleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.
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Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yul's dton, azaz

8
—~

~
N

t: O~ o t: O~z
z(t) = =x Z(t) = 0
Ly ylt) = ¢t = yt) =1
Ekkor
/ P(z,y)dx+Q(x,y)dy = /P x,y)dx+Q(z, y)dy+/P(x,y)dx+Q(x,y)dy:
I ul's I'1 1)

z Y

/cost dt+/ Teost dt = {sint} +e" {Sint} =
) 0 0

=sinz+e T -siny = F(z,y).

iii) A differencialegyenlet megoldasa
F(z,y)=sinz+e “-siny = C, CeR
e *-siny = (C—sinx
siny = e"-(C—sinx)
y = arcsin(e®-(C—sinz)), CeR

26.8. Feladat. Oldjuk meg az
ydr — (x+y)dy =0

differencidlegyenletet !

Megoldas.
i) Legyen P(z,y) =y és Q(x,y) =—x—y. Ekkor Zp = Po=R? ami csillagszer( tartomany.
Mivel op
=1
En % 1,
ezért a differencidlegyenlet nem egzakt.
ii) Multiplikator keresés
Q2 QP
Q —r—y P y

Mivel Q;;P; = _72 hanyados nem fiigg x-t6l, ezért létezik p=p(y) multiplikator, méghozza:
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iii)

iv)

oo =2
H Y
!/
—2
Jia- [
H Y
Injp| = —2Inly|+C
|M| e—2ln|y|+C’ _ eC‘elny%
Legyen C) := e, igy
1
M:CI.E

Peéeldaul C; = 1 valasztas mellett a multiplikator p(y) = y% Igy

_x+y

Pr=pu(y) P(z,y) = 5 Q1:=pu(y) Qr,y) =

Ekkor
oP; I @

By 2 Ox
azaz a Pidx+ Q1dy = 0 mar egzakt differencidlegyenlet.
A f fiiggvény nem értelmezett az = tengely pontjaiban, azaz
9 =R\ {(2,0)] = € R},

ami nem csillagszerd tartomany. Sziikitsiik le az értelmezési tartomanyt:

U:={(z,y) eR?|z€R, y>0}

Az f(x,y) = (%, —my#) fiiggvény integralfiiggvényének meghatarozasa:
(z,y)
F(‘Ta y) = / Pl(x7y)d$+Ql($a y)dy7
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszSleges, de rogzitett pont a tartomanyboél. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszbleges tton végezhetjik.

Legyen (a,b) = (0,1) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yuT'y aton, azaz

x(t) = t () = 1
Doeoylt) = 13 = o) =

t: O~uw t: O~ux

x(t) = x () = 0
Lo y(t) =t = Yyt =1
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F(x,y) = / P(i&@/)daﬁ@(ﬂﬁ,y)dy:/P(x,y)derQ(x,y)der/P(x,y)da:JrQ(:v,y)dy:

I ul's Ty

'y
x i x Y Yy
—r—t 1 1 * 11Y Y
:/ldt+/ ’ dt:/ldt—m/—dt—/—dt:t —a|—=| —|In
12 12 t t
0 1 0 1 1 0 1 1

:x+£—$—lny+ln1 = z—lny.
Yy Yy

v) A differencidlegyenlet megoldasa

F(a:,y)zg—lny:C, CeR

26.1. Megjegyzés. Most nem lehet a megolddst explicit alakban megadni, ezért meg-
hagyjuk a fenti implicit alakot.

O

26.2. Megjegyzés. A példdabol is ldatszik, hogy (Py, Q1) értelmezési tartomdnya szikebb (P, Q)
értelmezési tartomanydnal. Tehdt nem biztos, hogy az eredeti differencidlegyenlet 0sszes megolddsdt
megtalaljuk, ha egzakttd tessziik.

26.9. Feladat. Oldjuk meg az
1
(ytgm — —) dr+dy=0
cos T

differencidlegyenletet !

Megoldas.
i) Legyen P(x,y) = ytgr — —— és Q(x,y) = 1. Ekkor

CcCos T

2 =R*\{(z,y) € Ry € R, x:g—i-kw, kez),
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ami nem csillagszerd tartomany.

Sztkitsiik le a fliggvényt az
U:={(z,y) eR*|ly € R, —g <z < g}

tartoményra. Ez méar csillag tartomany.

Mivel

ezért a differencidlegyenlet nem egzakt.
ii) Multiplikator keresés
P-Q, tgr  Q,—F,  —tgz  —sinx

Q 1 P ytgzr——— ysinz—1

Cos T

Mivel %ztgm hanyados nem fiigg y-t6l, ezért 1étezik p=p(z) multiplikdtor, méghozza:

/ P/_ !/
@ Q
/
L tgx
]
! si 1
/id:c = /tgxd:c: / 27 dx :—/—dt:—ln|t|+C:—ln|cosx\+C
W CcOoS T t
t = cosz
dt = —sinzdx
In|g| = —In|cosz|+C
’M’ e—ln|cosacH—C _ eC-elnﬁ
Legyen O := %€, igy
1
p==Cre
cos T

Példaul ¢ =1 vélasztas mellett a multiplikator p(z) = Colsx. Igy

sin 1 1
Py = p(z)-Pla,y) = —— - (ytgo— =y = ) =
v=p(e) Pley)=——(ytgr———) =y —5———5— Qu=pr)Qz.y)=——
Ekkor
oP; sin x 00 1 (— sina)
= = =————(—sinz
dy cos?z Oz cos? x ’

azaz a Pidx+ Q1dy = 0 mar egzakt differencidlegyenlet.

iii) A fiiggvény értelmezési tartoménya nem valtozott meg, azaz
T
Py =R*\{(z,y) eER* |y €R, 7= §+l€-7r, keZ},

ami nem csillagszerd tartomany. Most is az
T
2

tartomanyra sztikitjiik a fliggvényt. Ez mar csillagszerd tartomény.

U:={(r,y) eER*|yeR, — <x<g}
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iv) Az f(x,y) = (y- 22 — L L) fiiggvény integralfiiggvényének meghatarozasa:

cos?x  cos?z’ cosx

(z,y)
F(z,y) = / Py(z,y)dz+ Q1 (z, y)dy,
(a,b)
ahol (a,b) egy tetszSleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
'y UI'y dton, azaz

x(t) = 2t = 1
Loy =00 = @) =0
t: O~ t: O~
z(t) = =x () = 0
aooylt) =t p = @) =1
t: O~y t: O~y

F(z,y) = / P(z,y)dz+Q(x,y)dy =

|
|
|
L : I ul's
vl |
il | :/P(x,y)da:+c2(:v,y)dy+/P(x,y)derQ(:vay)dy:
I h "
| T Y
11+ | -1 1 * 1 Y
| _/—dt+ ~/1dt— tgt| + t| =
I, |, cos? t coS T o COST L1y
2 o7 x F 0 °
nl =tgr+ J .
COS T

v) A differenciélegyenlet megoldasa

F(z,y) =tgz+ LA C, CeR
COS T

y = (C—tgzr)-cosz, CeR

e S
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26.2. Hazi Feladatok

26.1. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(z,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(x,y)=$+y, Q(:E,y):y—x

és I az eqységkor elsd siknegyedbe esd ive negativ irdnyitdssal ([0, 1] ~ [1, 0]).

megoldas
26.2. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(z,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r
Plz,y)=z+y, Qz.y)=zy
és T azy=e® gorbe x €0, 1] ([0, 1] ~ [1, €]).
megoldés
26.3. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(z,y)dx+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r
P(z,y) =2 +y%,  Q(a,y) =y —a
Uall, 1], [1, 2], [2,1] cstucsok dltal meghatdrozott hdaromszdg pozitiv koriljardssal.
megoldas
26.4. Hazi Feladat. Szimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r
X 2 Yy 2
P e S A— N YN
(z,y) \/mw e, Qx,y) pm R A
[ pedig a [2,1] kozépponti r =5 sugard kor, pozitiv koriljdrdssal.
megoldas

26.5. Hazi Feladat. Szimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

Pa,y) =20y—2y—1, Q(z,y)=2"-2r-2y

I pedig az [1,1] kézépponti egység sugari kor, [1,0] ~» [1,2] e negativ kériljardssal, azaz a bal
félkor.

megoldas
26.6. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az
fla,y) = (zy*,2%y)
fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!
megoldas

26.7. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

flx,y)=(e" (e (r—y+2)+y), e (e (v —y)+1))

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!
megoldas
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26.8. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(x,y)z( o Ly )

2?2 4y?—6x—2y+6" 22+y?>—6x—2y+6

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

26.9. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

e = (

2’ +2zy+5y° 12— 2xy+y?
(z+y)* = (z+y)?

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

26.10. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(xa y) = (€x+y€y7 —e’ _xex>

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

26.11. Hazi Feladat. Oldjuk meg a
(z—y)dz+(y—z)dy =0

differencidlegyenletet !

26.12. Hazi Feladat. Oldjuk meg a

Yy /

W—i—cosysinx) Y =

—l—cosmsiny—l—(

T
Nz

differencidlegyenletet !

26.13. Hazi Feladat. Oldjuk meg a
(2 +y? +1)dz —2zydy = 0

differencidlegyenletet !

26.14. Hazi Feladat. Oldjuk meg a
(22y* —y)dz+ (y* + 2 +y)dy =0

differencidlegyenletet!

0

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas

megoldas



26.3. MEGOLDASOK 433

26.3. Megoldasok

26.1. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki a [ P(z,y)dz+Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

és ' az egységkir elsd siknegyedbe esd tve negativ iranyitdssal ([0, 1]~ [1, 0]).

Megoldas.

A gorbe paraméterezése:

x(t) = cost ¥'(t) = —sint
y(t) = sint = Y (t) = cost
t: 5~0 t: 5~0

Ekkor a vonalintegrél:

/ P, 5o+ Q. y)dy = / Pla(t), y(t)) -/ (6)+ Qa(t), y(t)) -/ (t) dt =

r

NIE)

0

0
:/(cost—i—sint)-(—sint)+(sint—cost)c0st dt:/—l dt=—= &

| X

INIE]

2
vissza a feladathoz

26.2. Hazi Feladat. Szimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(x,y)=x+y, Qz,y)=x-y

ésT azy=e® gorbe x €0, 1] ([0, 1] ~ [1, €]).

Megoldas.

A gorbe paraméterezése: y
x(t) = t Z(t) =

yt) = ¢ v =y = ¢

t: 0~1 t: O0~1
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Ekkor a vonalintegral:

/P(I, y)dr+Q(z,y)dy

r

P(a(t),y(t))-a'(t)+Qx(t), y(t)) -y (t) dt =

o o~

1
(t+e')-14(t-e")-€ dt—/t+et+t-e% dte
0

Primitiv fiiggvény meghatarozasa:

o 2 L2
tetdt=t-—— [ —dt=t-———+C.
/ e 5 1 +
ft)y = t g/(t) e?t
F o= 1 gty = —
12 2 2! 1 ez €2 1 1 e2
@ §+€t+t'7—z‘| = (54‘6‘1‘5—2)—(1—1) :—Z—FG—FZ. <>
0 vissza a feladathoz

26.3. Hazi Feladat. Szimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(z,y)=2*+y%, Q(z,y) =y*—2°

I'al[l, 1], [1, 2], [2,1] csucsok dltal meghatdrozott hdromszog pozitiv kériljdrdssal.

Megoldas.
A T gorbét harom elemi gorbe unidjara bontjuk, ezek az elemi gorbék legyenek a haromszog
oldalai.
A gorbék paraméterezése:

x(t) = t (t) = 2
w0 = 14 ) - }

t: 1~2 1~ 2 :
x(t) =t ' (t)

Lo y(t) = 3—t =y t T r

t: 2~1 2

z(t) = 1 () =

t: 2~1 t: 2~ 1
Ekkor a vonalintegral:

[ Payds+ Qs = [ Play)de+Qeydy+ [ Pla.y)ds+Qeav)dy+ [ Playide+ Q. y)dy =
T INT I s
2 1
:/t2+1 dt+/t +(3—t)*—(3—t)*+¢t* dt+/t2—1 dt =
1 2 2
/ 2 b2 16 8
= [28°—2dt=|Zt’-2| =Z-2——+4=—-.
/ {3 L 3 3 3 <

2
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26.3. Megjegyzés. Vesstik dssze az eredményt 26.3 feladatban szdmolt vonalintegrdllal, gondoljuk
meq a hasonlosdagokat és a kilénbség okdt!
vissza a feladathoz

26.4. Hazi Feladat. Szdimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

T Yy

[ pedig a [2,1] kézépponti r =5 sugard kor, pozitiv kériljdrdssal.

P(z,y) = +ye™ Qlay) = +2- 3y eV

Megoldas.
Vegyiik észre, hogy %_1; = g—(i, hiszen
oP Ty 2 2
- ——_|_2y€xy +y2.ex'y :L'Qy
Ay (22 +y2)3
és 90
Ty 2 2 T2
— == 1 2.7-y-€ Y. +2.y-e Y
O 21 Yy Y Y
Ekkor a vonalintegral az uttol fliggetlen és barmely zart géorbe mentén vett vonalintegral
nulla:

/ P(z,y)dz+Q(z,y)dy = 0.
T ¢

vissza a feladathoz

26.5. Hazi Feladat. Szimitsuk ki a [ P(z,y)dx+ Q(z,y)dy vonalintegrdlt, ha
r

P(r,y)=2xy—2y—1, Q(z,y)=2"—2x—-2y

I pedig az [1,1] kézépponti egység sugari kor, [1,0] ~ [1,2] e negativ kériljardssal, azaz a bal

félkor.
Megoldas.
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Vegylik észre, hogy

Ekkor a vonalintegral az uttol fiiggetlen, azaz tetszéleges [1, 0] ~» [1, 2] gérbe mentén szé-
molhatjuk.

Széamoljuk ki a pirossal jelolt I'y vonal mentén a vonalintegralt!
A gorbe paraméterezése:

x'(t) 0
y(t) =t = Y@t =1
t: 0~ 2 t: 0~ 2
¥
2
1 A
?

Ekkor a vonalintegral:

/P(x,y)dx+62(w,y)dy=/2

I'1

P(a(t), y(t)-2'(t) +Qx(t), y(t) /() dt

0
2
:/—Qt—l dt = [t 1], = —6. %
0

vissza a feladathoz
26.6. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

fla,y) = (zy*,2%)
fligguény eqy primitiv figguényét, ha létezik!
Megoldas.

i) 2;=R? ami csillagszerd tartomany.

ii) Legyen P(z,y)=zy* ¢s Q(z,y) = x*y. Ekkor

azaz f-nek létezik primitiv fiiggvénye és a vonalintegral fliggetlen az uttol. Ekkor f
integréalfiiggvénye primitiv fliggvény is egyben.
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iii) Az integralfiiggvény meghatéarozasa

(z,y)

F(z,y)= / P(z,y)dx+Q(z, y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszdleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futdépont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
'y UI'y dton, azaz

x(t) =t () = 1
Iy: yt) =0 = yit) =0
t: O~ t: O~z
z(t) = z Z(t) = 0
La: y(t) =t » = yt) =1
t: O~y t: O~y
y
¥ 4
Iy
A
1__
i { ‘E o

/ P(x,y)d:chQ(x,y)dy:/P(fc,y)d:c+Q(flf7y)dy+/P(fc,y)dx+@(x,y)dy=

I'Mul's 'y I
2 1 59 ! 2 9

= [ z°t dt = §ZL‘t zﬁxy:F(x,y). &

vissza a feladathoz

26.7. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az
fl@y) = (" (" (x—y+2)+y), e (¢! (x—y)+1))
fiigguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

Megoldds.
i) 27 =R?, ami csillagszerd tartoméany.
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ii) Legyen P(z,y) =¢€"- (e’ (x—y+2)+y) és Q(z,y) =e”-(e¥-(x —y)+1). Ekkor

or 0Q ., B oy
ay - am_e (6 (.T y+2) € +1)7

azaz f-nek létezik primitiv fliggvénye és a vonalintegral fiiggetlen az uttol. Ekkor f
integréalfiiggvénye primitiv fliggvény is egyben.

iii) Az integralfiiggvény meghatéarozasa

(z,y)

F(z,y)= / P(z,y)dx+Q(z, y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszbleges, de rogzitett pont a tartomanyboél. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezzik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
'y UT'y dton, azaz

x(t) = t 2t = 1
Fi:oylt) = 00 = ) =0
t: 0~=x t: 0~=x
z(t) = =x Z(t) = 0
Lyeoy(t) =t p = yt) =1
t: O~y t: O~y

/ P(z,y)dz+Q(x,y)dy = /P x,y)dr+Q(z, y)dy+/P(a:,y)da:~l—Q(a:,y)dy:
I ul's Iy T'o
Yy

/3 et (t+2) dt—l—/ ex~(et~(x—t)+1)dt:
0

0

z z Yy Y Y

S/t-et dt—|—6/et dt—i—xew/et dt—e””/t-et dt—i—e‘”-/l ate
0

0 0 0 0

A primitiv fliggvény meghatarozasa:

/mf dt:t-et—/et dt =t-et—et+C.

fe) =t g = e
e =1 glt) = e

T T Y Y Yy
@3-|:t-€t—6t:| —|—6-[et} +:E-ex-{et} —e“"’-[t-et—et} —I—eI-H =
0 0 0 0 0

=3-r-e"—3-e"+3+6-e"—6+z-e"-e'—x-e"—e"-y-e’+y-e. &

vissza a feladathoz
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26.8. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(ar,y)Z( o — )

2?2 4+y?—6r—2y+6" 22+y?>—6x—2y+6

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

Megoldas.
i) A koordinatafiiggvények nevezdje teljesnégyzetté alakithato:

x2+y2—6x—2y+6: (x—3)2+(y—1)2—4.

Ebbdl az alakbol mar jol lathato, hogy a fiiggvény a C' = (3,1) kézépponti, r = 2 sugari
kor pontjainak kivételével minden R2-beli pontban értelmezett, azaz

7y =R\ {(z,y) €R| (z—3)"+(y—1)" =4},
ami nem csillagszerd tartomény. Ezért az értelmezési tartomanyt lesztikitjiik:
U:={(z,y) eR? (z—3)°+(y—1)> <4}.
Ez méar csillagszerd tartomany.

ii) Legyen P(x,y) = 5—oorts— 65 Q(z,y) = w—orls—. Ekkor

z2+y?2—6x—2y+6 x2+y2—6x—2y+6"

orP _0Q (1—-y)-(2-2—06)

oy O0r (w32 +(y—1)2—4)*

azaz f-nek létezik primitiv fiiggvénye és a vonalintegral fiiggetlen az uttol. Ekkor f
integréalfiiggvénye primitiv fliggvény is egyben.

iii) Az integralfiiggvény meghatéarozasa

(z,y)

F(z,y) = / P(z,y)dx+Q(z, y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszoleges, de rogzitett pont a tartoménybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futdopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (3,1) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yUTI'y tton, azaz

xz(t) = 3—t () = -1
o oyt) =1 = y(t) = 0
t: 0~3—2x t: 0~3—2x
z(t) = =z Z(t) = 0
Lo y(t) = 1—t = Jyit) = -1
t: 0~1—-y t: 0~~1—y



440

26. FEJEZET. VONALINTEGRAL ES ALKALMAZASAI

h
J
4__
3T+ e
~~~~~
- \“
N
; |
b
yr
21 y \
/ A
’ [
/ Tg b
i
t
1+ ! i
1
) Iy i
[y )
L3 !
1 "
I
| Y | | L ‘| L+
1 0 1 0 2 3 4 x /7 5 B8
7
.
S
T
2t

/’maw@+maw@=/PmmM%@mw@+/meM%@mw@=

I'tul'y I I
3—x 1—y
—/ —t ﬁ+/ ! dte
) 24 (z—3)2+12—4
0 0

A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

1 2t 1 1 1 1
o g [ =21 — CIn|—4]+C.
2/752—4 2/u u 21[1|u|—i-C’ 211] |+C

u = t>—4
du = 2tdt
és
1 2t 1 1 1 1
—— dt=—— | —ds=—=1 C=—-1 — 32+t —4|+C
2/@wﬁﬁ+ﬁ—4 2/; s=—gnlsl+ gl =3y + 74+
s = (2-3)%2+12—4
ds = 2tdt
lgy

1 T !
@—5 [ln|t2—4|} b [ln|(x—3)2+t2—4|} =

1 0

1 1 1 1
= —§ln|(3—x)2—4|+§ln|12—4|—iln|(:1:—3)2+(1—y)2—4|+§1n|(x—3)2—4| =

1 1
= 5ln3—§1n|(x—3)2—|—(1—y)2—4| = F(x,y).

¢

vissza a feladathoz
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26.9. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az

ﬂww)=<

22+ 22y + 512 x2—2wy+y2)
(z+y)* ~ (z+y)?

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!

Megoldds.
i) A fiiggvény az y = —x egyenletii egyenes pontjainak kivételével minden R%-beli pontban
értelmezett, azaz

Zr =R\{(z,y) eR| z+y =0},
ami nem csillagszerd tartomany. Ezért az értelmezési tartoméanyt leszikitjiik:
U:={(z,y) eR?| —z <y}
Azaz tekintjik a kérdéses egyenes feletti félsikot. Ez mar csillagszert tartomany.

ii) Legyen P(z,y) = % és Q(x,y) = % Ekkor

OP _ (2v+10y)-(z+y)’ — (¢* + 22y +5y%) - 3(2 +y)*
Ay (z+y)°

és
0Q _ (2v-2y)-(z+y)’— (2 — 22y +¢*) - 3(z +y)*
or (z+y)°

Osszevonas utan lathato, hogy 38—1; = %, igy az f-nek létezik primitiv fiiggvénye és a

vonalintegral fiiggetlen az uttol. Ekkor f integralfiiggvénye primitiv fiiggvény is egyben.
iii) Az integralfiiggvény meghatarozésa

(z,y)

Pz, y) = / P, y)dz+ Q(e. y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszoleges, de rogzitett pont a tartoménybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszbleges tton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,1) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yuT', aton, azaz

z(t) = 0 2(t) = 0
Fieoy@) =t p = yt) =1
t: 1~y t: 1~y

FQZ Yy
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/ P(%y)dxw(:v,y)dy:/P(ﬂs,y)dz+Q(x,y)dy+/P(m y)dr+Q(z,y)dy =

Uy

Yy
12 124+ 2ty+5 242t 4yy?
:/ dt/+y+ydt/dt/+y+y+ydt@
t3 (t+y)3
1

A primitiv fliggvény meghatarozasa:

242t 2 1 492 t+y)? 1
/ +y+y+ydt:/(+y) dt + /—d+y/ dt =
(t+y)? (t+y)? (t+y)?
t+y
du = dt
1 1
:/—du+4y2/u_3 du=1In S
U —2u
In |t +y| 2y +C
= 1n _—
Ity
Yy 2 z 2 2
2y 2y 2y
@[ln t} —|—{ln t+y|— } =Inly|-Inl+In|z+y|— —In|y|+—= =
y
=1 -2 _492=F .
n|z+yl T (2,9) o

vissza a feladathoz
26.10. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(xa y) - (ew—i_yeyu —e¥ _‘rem>

fligguény eqy primitiv fligguényét, ha létezik!
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Megoldas.

i) 9;=R? ami csillagszerd tartomany.

ii) Legyen P(z,y) =e"+ye¥ és Q(x,y) = —e¥ —ze”. Ekkor

oP
_:6y+y6y#@:e:c+x€x’
oy ox

azaz f-nek nem létezik primitiv fiiggvénye.
vissza a feladathoz

26.11. Hazi Feladat. Oldjuk meg a
(z—y)dz+(y—z)dy =0

differencidlegyenletet !

Megoldas.
i) Legyen P(z,y)=x—y és Q(z,y)=y—x. Ekkor Zp=2o=R?, ami csillagszeri tartomény.
Mivel
oP  0Q
Eri i
ezért a differencidlegyenlet egzakt. Olyan F(z,y) fliggvényt keresiink, melyre F. = P és
F,=Q, azaz a

fla,y) = (P(z,y),Q(z,y))
fliggvény egy primitiv fiiggvényét.
ii) Az integréalfiggvény meghatarozéasa

(z,y)
F(z,y) = / P(z,y)dz+Q(z,y)dy,
(a,b)
ahol (a,b) egy tetszoleges, de rogzitett pont a tartoménybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszbleges tton végezhetjik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yUTI'y Gton, azaz

z(t) = 2t = 1
[y:oylt) = 0 = Y@t =0
t: O~z t: O~z
x(t) = x 2(t) = 0
Ty: yt) =t 5 = y(t) = 1
t: 0~y t: 0~y %
Ekkor
F(z,y)= / P(w,y)d:c+Q(x,y)dy=/P(:v,y)da:JrQ(fc?y)der/P(x,y)d:chQ(x,y)dy:
T uly Iy s

T Y

1.1° [1 Vo242 N2
:/t dt+/t_$ dt = [—t2} + [—t2—xt] = Tty —ry = (:B y) .
0 0

2 2 2 2
0 0
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iii) A differencialegyenlet megoldasa

F(:U,y):(x_y) = (C, CeR

(r—y)* = 20
= +v2C
y = xzFV2C, CeR

8
|
<
|

vissza a feladathoz

26.12. Hazi Feladat. Oldjuk meg a

Y

\/ﬁ—i—cosy-sinx) -y/:O
=Ty

+cosz-siny+ (

x
vV +y?
differencidlegyenletet !

Megoldds.
i) Attérve a megszokott differencialis formara:

Y

T
P(x,y)de+Q(x,y)dy = | ——=+cosx-siny | dr+ | ———=+cosy-sinz | dy =0
(z,y)dz+Q(z,y)dy (\/W y) (\/W y ) Y

T Y

ii) Legyen tehat P(z,y) = m+cosx-siny és Qr,y) = \/mjtcosy-sina:. Ekkor
T4y Ty

Dp = Do =R?, ami csillagszeri tartomany.

Mivel
oP 1 1
8_ e _§x(1’2+y2)% .2y+cosx.cosy: = ——y<l’2+y2)% -2.’L’+COS:U'COSLU,
)

0

Ox 2
ezért a differencialegyenlet egzakt. Olyan F'(z,y)
és I, =Q, azaz a

fiiggvényt keresiink tehat, melyre F,=P

fla,y) = (P, y), Q(x, y))
fiiggvény egy primitiv fiiggvényét.
iii) Az integralfiiggvény meghatarozésa
(z,y)
F(z,y) = / P(x, y)de+Q(z,y)dy,
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszdleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (0,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yul's dton, azaz

8
—~
~+
~—
[
o o
<y
—~
~
~—
|
[a)

Ly oyt

FQZ Yy
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Ekkor
F(z,y) = / P(fv,y)dwr@(fv,y)dy:/P(I,y)dw+Q(f€,y)dy+/P(x,y)derQ(fv,y)dy=
I ul'y Iy 1)
—/L dt+/#+costsinx dt =
Vi V12

xT

y
/sgn ) dt+ = /\/mdt—l—/costsmxdt@

0
Primitiv fiiggvény meghatarozasa:

[1dt=t+C hat >0
/sgn(t) dt=¢ [0dt=C hat=0 »=|t|+C,
—[1dt=—t4+C hat<0

és
1
= =Va2+t2+C.
2/\/x2+t2 /\/_ "2 ;
u = :):2+t2
du = 2tdt

e {|t|} [\/:E2+t2+smtsmx] =|z|+ /2?2 +y?+sinysine — Va? = /22 +y? +sinysinz.
0

iv) A differencidlegyenlet megoldésa

F(z,y)=+/22+y?>+sinysinz =C, CeR

vissza a feladathoz
26.13. Hazi Feladat. Oldjuk meg a
(22 + 1>+ 1)dx — 2zydy = 0

differencidlegyenletet !

Megoldds.
i) Legyen P(z,y)=2*+y*+1 és Q(x,y)=—2xy. Ekkor Z; = R? ami csillagszert tartomény.
Mivel 5p Q
0 = WF G, =W
Y

ezért a differencidlegyenlet nem egzakt.
ii) multiplikator keresés

—Q, 2y+2y 2 Q,—F, -z
Q  2zy oz P yr2+y?+1

Mivel 2 ZQQ;” =—2 hényados nem fiigg y-tol, ezért létezik p=p(z) multiplikétor, méghozza:

oo B-Q 2
Iz Q T
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/
1
WL
u x
!/
1
/& dr = —2/— dx
o T
In|pu] = —2In|z|+C
1
_cC
ul = e 2
Legyen O := %€, igy
1
ILL:C&P

Példaul € =1 vélasztas mellett a multiplikator p(z) = # Igy
y* 1 y
Py :M(x)‘P(iE,y):l‘FE‘FE, Q1 izﬂ@)'Q(%y):—Q;

Ekkor
oP 2y 00

1
— === — 9y ==
dy x* Oz Y ( x2> ’
azaz a Pidx+ Q1dy = 0 mar egzakt differencidlegyenlet.

A fiiggvény értelmezési tartomanya nem tartalmazza az x =0 egyenletd egyenes pontjait,

aAZaZ
2y =R*\{(z,y) eR’ly €R, = =0},

ami nem csillagszerd tartomény. Sztikitsiik le az értelmezési tartomanyt az
U:={(z,y) eR*ly R, 0<z}

ponthalmazra. Ez mar csillagszert tartomany.

Az f(x,y)=(1+ gyc—z + %, —24) fiiggvény integralfiiggvényének meghatarozasa:

(z,y)
F(x,y) = / Py(z,y)dz+ Q1 (z,y)dy,
(a,b)
ahol (a,b) egy tetszbleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszdleges uton végezhetjiik.

Legyen (a,b) = (1,0) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yul's dton, azaz

x(t) = t () = 1
ry: wyt) =0 = Yyt =0
t: 1~ux t: 1~2x
z(t) = «x () = 0
Lo y(t) =t = Yyt =1
t: O~y t: O~y %

Ekkor
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F@wzL/P@M@w@@@@z/P@MMwQ@w@+/meM+MLw@=

Tul's Iy Ty
x )
1 2 S N 2
:/1+—dt——/tdt: t+Inlt|| —=-|=t? —a+lnr— L.
t T L,z 2 0 T
1 0

v) A differencidlegyenlet megoldésa
2

F(x,y):x—l—lnx—y— = (C, CeR
x

y = +Val4+zhae—-C, CeR

vissza a feladathoz

26.14. Hazi Feladat. Oldjuk meg a

(2zy* —y)dz+ (y* +x+y)dy =0

differencidlegyenletet !

Megoldds.
i) Legyen P(z,y)=2zy*—y és Q(z,y) =y*+x+y. Ekkor Z; = R?  ami csillagszer tarto-
many.
Mivel op 90
T -1+
oy # o

ezért a differencidlegyenlet nem egzakt.
ii) multiplikator keresés

P —Q,  day—2 Q,—F, 2—dzy
Q Yoty P 2axyl—-y

2
)
Mivel @— 2 hanyados nem fiigg z-t6l, ezért létezik p=pu(y) multiplikator, méghozza

Ty

M/ Q;—P:; _ 2

» P y
!/
1
o _ _oZ
K )
!/
1
/& dy = —2/— dy
In|jpu] = —2Inly|+C
1
| = e =
y2

Legyen O] := %€, igy
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Példaul € = 1 valasztas mellett a multiplikator p(y) = y% Igy

1 r 1
Plrzu(y)-P(x,y)Z%—;, erzu(y)-Q(:c,y)zlJrEJra
Ekkor
or_1_00:
oy y2 Oz’

azaz a Pidx+Q1dy = 0 mar egzakt differencidlegyenlet.

iii) A fliggvény értelmezési tartomanya nem tartalmazza az y=0 egyenletii egyenes pontjait,
azaz

Zr =R*\{(z,y) eR*ly R, y =0},
ami nem csillagszerd tartomany. Sziikitsiik le az értelmezési tartomanyt a
Vi={(z,y) eR*)lz €R, 0 <y}
ponthalmazra. Ez mar csillagszerd tartomany.
iv) Az f(z,y) = (2z— i,l +zt 1—1/) fiiggvény integralfiiggvényének meghatarozésa:
(z,y)
Flay)= [ Peg)do+Qilz,)dy
(a,b)

ahol (a,b) egy tetszSleges, de rogzitett pont a tartomanybol. A vonalintgeralt az (a,b)
pont és az (x,y) futopont kozott tetszbleges tton végezhetjik.

Legyen (a,b) = (0,1) és végezziik az integralast a koordinatatengelyekkel parhuzamos
I'yUuI'y dton, azaz

x(t) = t () = 1
;o yt) =1 = Jy@{t) =0
t: O~z t: O~z
x(t) = x () = 0
Ty:  y(t) =t = i) =1
t: 1~ Y t: 1~ Y
Ekkor
F(z,y) = / P(z,y)dz+Q(z,y)dy = /P(x, y)dz+Q(z, y)dy+/ P(z,y)dz+Q(x,y)dy =
IR0 r Iy

T Y

@ y
r 1 9 t1
= [2t—1dt+ [ 1+ 5+-dt=|t>—t| +|t+z-—+In|t|]| =
2t 0 -1 1
0 1

:xz—x—i—y—z—l—ln\yl—i—x—lnl:xQ—z—i—lny.
) )

v) A differencidlegyenlet megoldasa

F(z,y) :x2—£+lny:C, CeR
Y vissza a feladathoz



27. fejezet

Kettdsintegral

27.1. Gyakorlat

27.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi kettds integrdlokndl az integrdldasi tartomdnyt és irjuk
fel a hatdrokat a forditott sorrendben torténd integraldshoz! (Tegyiik fel, hogy f integrdlhats a
kérdéses tartomdnyokon!)

a) /3/41”(90,?1) dx dy

Megoldas.
Az integralasi tartoméany: T := {(m, Y ER?) 2<r<4, 1<y< 3}

Azaz az alabbi téglalap tartomany:

3 4 4 3
1/2/f(x,y) da dy=2/1/f(x7y) dy dx .

27.1. Megjegyzés. Téglalap tartomdny esetén a hatdrok megudltoztatdsa nélkil felcserélhetd
a két integralds sorrendje.

449
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T

b) / [t dy s

Megoldas.

Az integralési tartomény: T :=

27. FEJEZET. KETTOSINTEGRAL

{(x,y)€R2|0§33§1, Ogygx}

Azaz az aldbbi haromszog-tartomany:

A

05

k

¥

—

Az alabbi dbran berajzolt vonal segit az j hatarok felirasanal:

A

k

¥
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o [ |t ey

—3 1
Megoldds.
Az integralési tartomény :

T={(ny) e —V3<y<V3 1<o<Viy?)

Azaz az origd kdzéppontu kor alabbi szelete:

Az alabbi dbrén berajzolt vonal segit az j hatarok felirdsanal:
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27.2. Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi teriileti integrdlokat. Ha lehetséges, végezziik el a szamitdst
a szukcessziv integrdalds mindkét sorrendjével!

a) //5x2y—2y3 dzdy, ahol T'= {(z,y)| 1 <2 <3, 2<y <5}

Megoldds.
Téglalap tartomanyon értelmezett folytonos fliggvény kettdsintegraljarol van szé, alkal-
mazhat6 a szukcessziv integralasra vonatkozé Fubini-tétel:

5

3 5 3
// 522y —2y° dady ://(5a:2y—2y3) dz dy :/ Ex?’y—ngxl dy =
=2
1

T

625 40
/—y 10y ——y+4y dy =

3
195 , 3 ,1°
195y —6y° dy = | —vy* — =y*| = 660.
2 7 27,
Mivel téglalap tartomanyon integralunk, az integrélasi tartomany &brézolasatol eltekin-
tiink:
3 5 5 3
// 5%y —2y° dedy = // (52%y —2y°) dx dy = // (52%y —2y*) dy dx =
T 2 2 1
5 5 / 45 5 1
:/{§x2y2——ya:} /? 2——x—§x +2a:dm—
2 2
y 5
2 20 4 2
= [ 202" —40x dx = 3:10 —20z*| = 660. &
2
2

) / / 2 4+y?% dxdy, ahol T az x-tengely, az y = = és x = 1 egyenesek altal kozrezart haromszog-

T
tartomany.
Megoldas.
Az integralasi tartomény mindkét valtozd szerint normaél tartomény, a fiiggvény pedig
folytonos a tartoméanyon, ezért alkalmazhat6 a Fubini-tétel:

A

1 1
g //x2+y2d:cdy://m +9?) dr dy =
o

tr T

0.5t 1
rh--—-< = [ = —sy dy=
/3+y 2y’ dy
0 1
1 1, 1 1
| | -x’ — i _3——4 = —.
0 05 i l3y+3y 39}0 3
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Abrazoljuk az integralasi tartomanyt, a forditott sorrendii integralashoz a hatarok az ab-
rarol leolvashatok:

1 =z
A
Y //x2+y2 dxdy://(:z:2+y2) dy dx =
- T 0 0
1 xT
/{ o 1 3}
= Y+ =y dr =
0 57 Jumo
0.5+ 1
[ :/x3+§x3 dx =
0
i 4 1,1 1
015 _% 2y :/_:L,S dr = —ZE4 =
P 3 37 ], 3
0

c) //:E-sinxy dady, ahol T ={(z,y) e R*| 0<z <%, 0<y <1}

T

Megoldas.
Téglalap tartomanyon értelmezett folytonos fliggvény kettdsintegraljarol van szo, alkal-
mazhat6 a szukcessziv integralasra vonatkozé Fubini-tétel:

3 1 3 1 bl 1
1
//x-sina:’y da:dyz//msinxy dy dxz/m/sinxy dy dx:/:c‘ {——-cosxy} dr =
x
y=0
0 0 0 0

T 0
2 s
2 7
Z/l—cosx dr = [:E—sinx] — - 1.
0 2

0
Mivel téglalap tartomanyon integralunk, az integrélasi tartoméany abrézolasatol eltekin-

tiink:

13
//a:-sina:y dxdyz//msinxy dr dy&
T 0 0

Primitiv fiiggvény meghatarozasa:

. T 1 T 1 .
xr-sinzy dxr = —;-cosxy—f—; coszy dr = —g-cosxy—kﬁsmxy—kC

sin zy

fl@) = = g (z)
f’(l’) =1 g(ﬂc) = —%cosacy

1
1 2 1
@/ {—E-cosxy—k—zsinxy} dy:/—i-coszy—f——Qsinzy dy =
Yy Yy =0 2y 2 Yy 2
0 0
1

1 *

= lim —i-cosﬁy—l——sinzy dy =

e0+ 2y 27 y2 2

£
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A primitiv fiiggvény meghatarozasa:

Legyen f(y) :=sinZy és g(y) := —i. Ekkor f'(y) =5 -cosJy és ¢'(y) = yiz Vegyiik észre,
hogy a keresett integral az 1j jelolésekkel:

/_;_y'cosgﬁ%smgy dy:/f(y)-g’(y)+f’(y)-g(y) dy =

/f )dy+/f’(y)gy dy =

— F(1)-9(s) = = -sin T

* .
= lim

——-sin—y| = lim —sin -4+ —--sin—e=—1+ lim —- =——1
e—07t 2

1 . 7 ! T 1 ™ 7 sin 6 .
Y e—0+ 2 ¢ 2 e—0+ 2 g'a 2 O

27.2. Megjegyzés. Ldthato, hogy sokszor nem mindegy, hogy az integrdldst milyen sorrendben
végezziik el. A mdsodik megoldds sordn improprius integrdlt kellett szamolnunk és a primitiv
fiigguény meghatdrozdsa is lényegesen nehezebb wvolt.

d) // 2y-e* Y dady, ahol T az y=x, az y = —x és az x = 1 egyenesek &ltal kozrezart harom-

T
szogtartomany.

Megoldas.

A fliggvény a T tartomanyon folytonos. A tartomany z-szerint norméaltartoméany, y-szerint
vizsgalva a tartoméanyt az z-tengely két norméltartomanyra bontja. Igy a Fubini tétel
mindkét esetben alkalmazhato lesz.

A hatarok megéallapitdsahoz tekintsiik az alabbi abrat:

v
1__
1 =z
// 2y-ex2_y2 dacdy://Zy-egﬂ_y2 dy dz &
05} T 0 —x
A primitiv fiiggvény meghatarozasa:
T — /23/“3332‘1;2 dy:—/et dt = —e'+C = —e"V 4 C
0.5 1
t = mzny
= —2ydy
-051 L )
@/ e’ ’y dx = / e e gy = 0.
A+ 0 0

A forditott sorrendd integralas elvégzéséhez két norméltartoményra bontjuk a T tarto-
méanyt, melyeken mar alkalmazhato a szukcessziv integrélas:
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A fenti integralok kiszamitasahoz sziikség lenne az f(x) = e*” fiiggvény primitiv fiiggveé-
nyére, amely az el6adason tanultak szerint nem irhaté zart alakba. &

27.3. Feladat. A kettdsintegrdl geometriai jelentését felhaszndlva szdmoljuk ki az

y = x°—4
y = 2zr—1
gorbék dltal kozrezart sikidom teriiletét!
Megoldds.
Készitsiink abrat! A tertletet a T = f f 1 dzdy formula alapjan szdmolhatjuk.

Ehhez az abrarol leglvashaté, hogy x-szerinti normal tarto-
ményon folytonos fiiggvény kettdsintegraljat kell szamolnunk,
igy alkalmazhat6é a Fubini tétel.

A hatarok megallapitasahoz oldjuk meg a

y = x°—4

y = 2z—1
egyenletrendszert. Ahonnan a baloldalak egyenlGségébdl ko-
vetkezik, hogy a kérdéses pontok x koordinatéjara:

- N W kR O~ ®©
f

?—4=22-1 & 2°-20-3=(r-3)-(z+1)=0.

A masodfoku egyenlet megoldésai:

5(31:—]_, 1’2:3.
Igy
3 20—1 3 _— 3
T://ldxdy://ldydxz/[y} dx:/Qx—l—x2+4dx:
T Z1a2-4 21 @t 41

1 3 2

-1
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27.4. Feladat. Tekintsik az f(x,y)=1—
ltal kozrezdrt testet! Allitsunk a T
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27.2. Hazi Feladatok

27.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi kettds integrdlokndl az integrdldsi tartomdnyt és
irjuk fel a hatdrokat a forditott sorrendben torténd integrdaldshoz! (Tegyiik fel, hogy f integrdlhato
a kérdéses tartomdnyokon!)

a) //f(x,y) dx dy megoldas

3 0
b) / / f(x,y) dy dx megoldds
0

/922
1 V1-y?
¢) / f(x,y) dx dy megoldds
0 1-y

27.2. Hazi Feladat. Szamitsuk ki az aldbbi teriileti integrdlokat! Ha lehetséges, végezziik el a
szamitdst a szukcessziv integrdlds mindkét sorrendjével!

|
o [[ oo dedy. ol T (@) 32 <4 1<y <2)
T
megoldas

2
b) // % dxdy, aholT azy=x ésy =2 egyenesek €s az y= % hiperbola dltal kézrezart sikrész.
T

megoldas

c) // y*-sinx drdy, ahol T a tengelyek és az y = 1+cosx egyenleti gorbe dltal kozrezdrt, elsd
T

stknegyedbe esd sikidom.

megoldas
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27.3. Megoldasok

27.1. Hazi Feladat. Hatdrozzuk meg az alabbi kettds integrdlokndl az integrdldsi tartomdnyt és
irjuk fel a hatdrokat a forditott sorrendben torténd integrdaldshoz! (Tegyiik fel, hogy f integrdlhato
a kérdéses tartomdnyokon!)

2 y+2

a)//fxy dx dy

0 y—1

Megoldds.
Abréazoljuk az integralasi tartoményt!

¥

A tartomany y-szerint normal tartomany, de az integralok felcseréléséhez z-szerinti normal
tartomanyokra kell bontani:

x S
e ”
Az abran berajzolt vonalak segitenek az 1j hatérok felirdsanal :
2 y+2 1 o+l 4 2
//fxy dr dy = //fxy dydx—l—//fxy dydx+//f(a:,y)dyda:. &
0 y—1 2 -2

vissza a feladathoz
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3.0
/ / f(z,y) dy dx
0 o=z

2

Megoldds.
Abrazoljuk az integralasi tartoméanyt!

3

/ / f(e.y) dy dz—

—\9—z2

L—
—
=
&

s
ISH
&

QU
Ny

0 ¢

vissza a feladathoz

Megoldas.
A tartomany az origd kozéppontu, egység sugaru kor elsd siknegyedbe es§ darabja és az
y=(z—1)? egyenleti parabola altal kbzrezéart sikrész. Abrazoljuk az integralasi tartomanyt!

1.5—-y
1,
0.5+
-0?5 J‘CD{.S 1 15x

-0.5+

1 v/ 1-y? 1 V122

/ / f(y) d:rdyz/ f(,y) dy d

01—y 0 (z—1)2 &

vissza a feladathoz
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27.2. Hazi Feladat. Szdmitsuk ki az aldbbi teriileti integrdlokat! Ha lehetséges, végezziik el a
szamitdast a szukcessziv integrdlds mindkét sorrendjével!

1
a) //W dxdy, ahol T ={(z,y) e R*| 3<z <4, 1 <y<2}
T

Megoldas.
A fiiggvény téglalap taromanyon értelmezett folytonos fliiggvény, igy alkalmazhaté a Fubini

tétel.

1 [l h 1]° 1 1
//—Qdmdy://—Zdydx:/{— } d:E:/ — dr =
(x+vy) (x+vy) T+y] - r+1 z+2

T 31 K 3
= [ln|x+1|—ln|x—|—2|} =In5—-n6—-In4+In5=2In5—-In6—In4.
3

Forditott sorrendben végzett integralassal:

1 Fr 2 11! ro1 1
—  dxdy= — _drdy= | |- dy= | — —— ay=
/T/(%er)2 e 1/3/(x+y)2 v 1/{ w+yL_3 Y 1 3ty d+y U

2
= {ln]?y—i—y[—ln\él—i—y\} =In5-In6—-In4+In5=2In5-In6—-In4.
1

vissza a feladathoz
72
b) / / ? dxdy, ahol T az y=1x és y =2 egyenesek és az y = % hiperbola altal kozrezart sikrész.
T

Megoldads.
Abrazoljuk az integralasi tartomanyt!

2517

05

X
25

N

05 05 1 15

-05F

A T tartomany y-szerint normal tartomény, a fliggvény pedig folytonos T-n, igy alkalmaz-
hat6 a Fubini tétel:



Y

2 2
T 1 1 1 1 17°
_dd: = ——_75d:_2__:
/y2 v 1/{ ] ) 1/z&y gV W {6y+12 y4]1

1
y
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1

2
T
//E dxdy =
T

:3+192 6 12 64

A forditott sorrendii integralashoz bontsuk a tartomanyt két z-szerinti normal tartomany-
ra:

0o =,

2517

05

05 05 2 2 25

-05F <>

Az abra alapjan a hatarok konnyen megallaplthatok
2

2
2 272
/ —Qd:vdy //—dy d:v—l—//—dy d:):—/ {——} d:)j—l—/ {—x—} dr =
Y y=1 Y ly=z
T @ 1

1
T

2 2 1, 1.0 1, 1.,
:/;1:3—5 dx+/x—% dr = [Zm4_6x3]1+[§x2_6$3]1:
2

1 1

2
101 1+1+2 4 1+1_27
4 6 64 48 3 2 6 64

vissza a feladathoz

) / / y*-sinz drdy, ahol T a tengelyek és az y = 1+ cosx egyenletd gorbe altal kozrezart, elsé
T
stknegyedbe esd sikidom.

Megoldds.
Abréazoljuk az integralési tartoményt!
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EEN

-0.57

rala

A tartomany mindkét valtozo szerint normaél tartomény. Az el6zé abréan berajzolt vonal

segit a hatarok meghatarozasanal:

7 l4cosz iy 1+coszx
//y2~sin:c d;z:dy:/ / y*-sinz dy dx:/sina:- / y* dy doe =
T 0 0 0 0
n 1 14cosx . 1
:/sinx' {—‘y?’} dx:/—sin:c-(1+cosx)3 dx &
3 =0 3
0 0

A primitiv fliggvény meghatarozasa:

1 1 1 1
/gsinac-(l—kcosm)3 d:v:—g/t3 dt:Et4+C’:—ﬁ(1+cosz)4+C’
t = l+cosz
dt = —sinz dz
1 o1 4
——(1 Ho=—.2'=_,
@{ pp(LHcos) h 12 3
A
257

-

[EENA
a4+

-0.51

Az abran berajzolt vonalak segitenek az j hatarok felirasanal:

A tartomany felsé hatara az y = 1+ cosz fiiggény. Mivel az x € [0, 7| intervallumon az
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y = 1+cosx fiiggvény invertalhato és a fiiggvény inverze: x = arccos(y — 1), igy:

arccos(y—1) 2 arccos(y—1)
//yQ-sinx dxdy = / y?-sinz dx dy:/yQ- / sinx dx dy =
T 0 0 0

arccos(y—1) 2

Y2 {—cosx} dy:/yQ‘(— cosarccos(y—1)+cos0) dy =

0
0

L

I
o\wo\wo\w

2
1 2,17
v’ (—y+1+1) dy—/—y3+2y2 dy = {——'y4+—y3} =
0

1 4
:—4+—6:—. &

vissza a feladathoz
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