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TARTALOMJEGYZEK



El6sz6

Ezt a jegyzetet és feladatgytjteményt azoknak az el6adésoknak, illetve gyakorlatoknak az anyagai
alapjan irtuk, amelyeket az elmult években a PTE TTK Matematika BSc szakos hallgatoknak a
Kombinatorika cimi targy keretében tartottunk a nappali és levelezd tagozaton.

A jegyzet és a példatari rész feloleli az emlitett szak Kombinatorika téargyédnak tematikajaban
szerepl6 anyag szinte teljes egészét.

Ez a tananyag jol hasznalhato tovabba a Matematika BSc szakon az Elemi matematika targyhoz,
tovabba a Programtervezs Informatikus és Fizika BSc szakokon a Diszkrét matematika és ezzel
rokon targyakhoz.

Arra torekedtiink, hogy a legegyszeriibb bizonyitasokat, megoldasokat, magyarazatokat adjuk.
Ugyanakkor sok esetben tobb bizonyitést, illetve megoldast is adtunk ugyanarra a problémara.
Az elméleti részben is taldlhatok megoldott és kittizott feladatok, olyanok, amelyek kiegészitik a
bemutatott anyagrészeket. Reméljiik, hogy mindezek hozzasegitenek az anyag alaposabb és jobb
megértéséhez.

A példatari részben gyakorlo és nehezebb feladatok is szerepelnek, ezek részletes megoldasokkal,
illetve utmutésokkal és eredményekkel vannak ellatva.

Késziilt a Tarsadalmi Megujulas Operativ Program TAMOP - 4.1.2-08/1/A kodszamu palyaza-
tanak keretében I TEXdokumentumkészits rendszer felhasznélasaval, bongészheté PDF forméatum-
ban.

Koszonetiinket fejezziik ki a lektornak, Katai Imre egyetemi tanarnak, az MTA rendes tagjanak,
akinek észrevételeit és hasznos tanacsait felhasznaltuk a tananyag végss valtozatanak kidolgoza-
saban.

A szerzsk
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I.1. fejezet
Permutacidk, variacidok, kombinaciok

I.1.1. Permutacidok

I.1.1.1. Feladat. Hdnyféle sorrendje van az 1,2,3 szdmoknak ¢

Megoldas. Hatféle sorrend van, ezek a kovetkezdk:

123 132 213 231 312 321
1.1.1.2. Feladat. Hdnyféle sorrendje van az a,b, c,d betiknek ?

Megoldas. A sorrendek szdma 24, ezek:

abcd abdc acbd acdb adbc adcb
bacd badc becad beda bdac  bdca
cabd cadb cbad cbda cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcba

I.1.1.3. Definici6. Tekintsiink véges sok kiilonbozd elemet. Ezek kiilonbozd sorrendjeit az elemek
permutacioinak nevezzik. A permutdciok képzését (felirdsdat) az elemek permutalasanak nevezziik.
Ha adott n kiilonbozd elem, akkor jelolje P, ezek dsszes permutacidinak szamat.

Az 1.1.1.1 Feladatban P; =6, az [.1.1.2 Feladatban pedig P, = 24. Kérdés: Mennyi P,?

Emlékeztetiink a kévetkezs fogalomra: A k> 1 természetes szam faktorialisa k!=1-2-3--- k.
Igy pl. 1!=1, 21 =2, 31 =6, 41 =24, .... Rogton adodik, hogy (*) k! = (k—1)!-k, ahol k > 2. Ha
(*)-ban k =1, akkor kapjuk, hogy 1 = 0!, ez indokolja, hogy megallapodas szerint 0! = 1 legyen.

I[.1.1.4. Tétel. Han>1, akkor n kiilonbozd elem dsszes permutdcidinak szama n!, azaz .

Bizonyitds. Az elss helyre az n elem koziil barmelyiket irhatjuk, ez n lehetség, a masodik helyre
a megmaradt n— 1 elem barmelyike keriilhet, ez n —1 lehet&ség. Az els6 két elemet igy n(n—1)-
féleképpen valaszthatjuk meg. Tovabb, a harmadik elem a megmaradt n—2 elem barmelyike lehet,
ez tjabb n— 2 lehetGség, ..., az utols6, n-edik elem megvalasztasara n— (n—1) = 1 lehetdségiink
van. Kapjuk, hogy P, =n(n—1)(n—2)---3-2-1=nl.

Masképp: n szerinti indukciéval. Ha n =1, akkor P, = 1, ami igaz. Tegyiik fel, hogy P, 1 =
= (n—1)!. Ha most n kiilonb6z6 elem permutécioit képezziik, akkor az elsg helyre barmelyik elem
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12 I.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK

keriilhet, a fennmarad6 n—1 elemet pedig P,_; = (n—1)!-féleképpen permutalhatjuk. Igy minden
permutaciot megkapunk és pontosan egyszer, tehat

Pn:Pn—1+Pn—1+---+Pn—1 :TLPn_l :n(n—l)‘:n',

n—szer

amit igazolnunk kellett. ]

Tehat P=11=1, P,=21=2 Py=31=6, P, =41 =24, Ps = 5! = 120, Ps = 6! = 720,... .
A tovabbiakban emlékeztetiink az injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvények fogalmara és
néhény tulajdonséigéra.

I.1.1.5. Definicié. Legyeneck A és B tetszdleges nemiires halmazok és legyen f: A — B egy
fiigguény (leképezés). Azt mondjuk, hogy

f injektiv, ha A kilonbozé elemeinek kilonbozd képelemek felelnek meg, azaz, ha bdrmely
T1, Ty €A, 11 # 19 esetén f(x1) # f(xs). Ez eqyenértéki a kovetkezd dllitdassal: Bdarmely x1,xs € A
esetén, ha f(x1) = f(xq), akkor xy = xo;

f sziirjektiv, ha B-nek minden eleme képelem, azaz, ha barmely y € B esetén létezik x € A
ugy, hogy f(x) =y. Ez a feltétel igy is irhato: f(A) :={f(x):x € A} = B;

f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv, azaz, ha minden y € B-re létezik eqy és csak eqy x € A
tgy, hogy f(z)=y.

I.1.1.6. Feladat. Adjunk példdt olyan véges A és B halmazokra és olyan f: A — B fiigguényre,
amely

i) injektiv, de nem szirjektiv,

ii) szirjektiv, de nem injektiv,

iii) nem injektiv és nem szirjektiv.

I1.1.1.7. Feladat. Legyenek A és B egyenld szimossagu véges halmazok és legyen f: A — B egy
figguény. (Specidlisan, legyen A= B egy véges halmaz és legyen f: A— A egy fiiggvény.) Igazoljuk,
hogy a kovetkezd dllitdsok egyenértékiek :

i) [ injektiv,

i) f szirjektiv,

iii) f bijektiv.

Az ay,as, ..., a, kiillonb6zs elemek permutacioit ugy is definidlhatjuk, mint az adott aq, as, ..., a,
elemekbdl alkotott (a;,,a;,,...,a;,) olyan rendezett elem n-eseket (n komponensd vektorokat),
amelyekben a;,, a;,, ..., a;, paronként kiilénbozek. Ennél pontosabb definici6 a kévetkezs:

1.1.1.8. Definici6é. Permutdcicknak nevezziik egy véges halmaz énmagdra valé bijekcidit (bijektiv
leképezéseit). Részletesebben: ha A egy véges, n elemd halmaz (n > 1), akkor A permutdcidi az
f:A— A bijektiv figguények. Ha A ={1,2,...n}, akkor tehdt A permutdacioi az f:{1,2,...,n} —
{1,2,...,n} bijektiv figgvények. Ezeket n-edfoki permutacidknak nevezziik és igy jeloljik :

=(rty st 7 stw):
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I.1.2. Ismétléses permutaciok

I.1.2.1. Feladat. Hdnyféle kiilonbozd sorrendje van a MATEMATIKA szo betiinek ¢

Megoldas. Kiilonboztessiik meg a két M bettit, a harom A betiit és a két T betiit, pl. agy,
hogy mas-mas szinnel jeloljik cket: MATE Al TKA.

Akkor 10 kiilonb6z6 elem permutacioirdl van szé és ezek szama Py = 10!. De a harom A beti
egymas kozotti permutalasa, ezek szama 3!=6, valojaban nem valtoztat a sorrenden (ismét azonos
szinnel irjuk 6ket). Hasonldéan az A és T bettikre vonatkozoan. A lehetséges sorrendek szama:

10!
[.1.2.2. Definici6é. Az olyan elemek kilonbézd sorrendjeit, amelyek kozott egyenldek is vannak
ismétléses permutacidknak nevezzik. Ha n elem kozil ky elem egymdssal egyenld (azonos),
tovdbbi ko elem eqymdssal eqyenld €s az eldbbiektdl kiilonbozd,..., tovdbbi k, elem eqymdssal eqyenld
és az eldbbiektdl kiilonbozd, ahol ki +ko+ ...+ k, =n, akkor ezek kiilonbozd sorrendjeit az n elem

(k1, k2, ..., k) tipusi ismétléses permutdacidinak nevezzik és ezek szamdt igy jeloljiik : plFrkzbr)

Az 1.1.2.1 Feladatban Pl(g’g’Z’l’l’l) =151200. Kérdés: Mennyi P,Skl’kQ""’kr)?

1.1.2.3. Tétel. Han>1, ki, ko,....;k. > 1, aholr > 1, ky+ko+...+ k. =n, akkor

n!
kyl kol ko

P(klka,---7kr) _
n

Bizonyitdas. Tekintsiink egy tetszéleges, rogzitett ismétléses permutaciot. Ha az ebben szerepls

ky szamu egymaéssal egyenl§ elemet permutaljuk, akkor nem kapunk 1j ismétléses permutéciot.
Ugyanakkor, megkiilonboztetve ezeket az elemeket (pl. agy, hogy mas-mas szinnel jeloljik 6ket),
ezeket kpl-féleképpen permutalhatjuk. Igy a rogzitett ismétléses permutaciobol ky! szamu olyan
ismétléses permutéiciot kapunk, amelyre az n elem koziil az els§ k; elem kiilonb6z6, a tovabbi

ko elem egymassal egyenld és az el6bbiektdl kiilonbozd,..., tovabbi k. elem egymassal egyenld és

az el6bbiektd] kiilonbozs. Most megkiilonboztetve a ko szami azonos elemet, ezeket ks!-féleképpen
permutéalhatjuk. Igy a rogzitett ismétléses permutéciobol k! ko! szami olyan ismétléses permutaciot
kapunk, amelyre az n elem koziil az els6 k; elem kiilonb6z6, a kovetkezd ko elem egyméstol és az
el6bbiektdl kiilonbo6z6, a soron kovetkezs ks elem egyméssal egyenls és az el6bbiektdl kiillonb6zd,...,
tovabbi k, elem egymassal egyenld és az el6bbiektdl kiilonbo6z6. Ugyanigy folytatva végiil n kiilonb6z6
elem k1! ko! - - - k,! kiilonb6z6 permutacidjahoz jutunk. Igy a piFhzeb) o smi ismétléses permutaciobol
Feylkol - k) P R2eR) oo a i ismétlés nelkiili permutacidohoz jutunk. Ezek a permutéciok mind
kiilonbozbek és minden permutaciot megkapunk, ezért P,=ki! ko! - - - k! Pf(Lkl’kz""’kT), azaz PFkzkn)
=nl (k! k! KD, ]

A piFrk2ekn) o amokat polinomiélis szamoknak vagy polinomiéalis egyiitthatoknak is nevezziik,
mert ezek a polinomialis tételben szerepls egyiitthatok, lasd késébb. Mas jelolés: (

ki+ko+.. 4k, . 1,1,...,1 k,1,1,...,1 n! )
= (M ety Figyeljiik meg, hogy P{""! = P, P e

klkznk)

1.1.2.4. Feladat. Hanyféle kiilonbozd sorrendje van n olyan elemnek, amelyek kozil k szamai
eqyenld és a tobbi n—k is eqyenld, de az eldbbiektdl kilonbozd ?

n!

- (k,n—Fk) __
Megoldas. P, = W=
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1.1.3. Variaciok

I1.1.3.1. Feladat. Az 1,2,3,4 szamok kozil vdlasszunk ki kettdt és irjuk fel ezeket az dsszes
lehetséges sorrendben. Mennyi a lehetdségek szima ?

Megoldas. A kovetkezdket kapjuk:

12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43

A lehetGségek szama 12.

1.1.3.2. Definicié. Legyen adott n kiilonbozd elem (n>1). Vilasszunk ki kozilik k elemet, ahol
1 <k <n és irjuk fel ezeket az dsszes lehetséges sorrendben. Ezeket a sorrendeket az n elem

ooooo

A 1.1.3.1 Feladatban V2 = 12. Kérdés: Mennyi V,*?

1.1.3.3. Tétel. Ha 1<k <n, akkor|VF=n(n—1)(n—2)---(n—k+1)|

n

Bizonyitds. A variaciok képzését tekinthetjiik ugy, hogy adott n elem (pl. az 1,2, ..., n szamok) és
adott k hely (cella), ahova a kivalasztott elemeket az Osszes lehetséges sorrendben beirjuk.

Ezek utéan az 1.1.1.4 Tétel els6 bizonyitasahoz hasonloéan: Az els6 helyre (cellaba) az n elem
koziil barmelyiket irhatjuk, ez n lehetdség, a masodik helyre a megmaradt n—1 elem barmelyike
keriilhet, ez n—1 lehetGség, tovabb, a harmadik elem a megmaradt n—2 elem barmelyike lehet, ez

ujabb n—2 lehetdség, ... . Most a k-adik cellanal meg kell allnunk, az ide keriil6 elem megvalasztasara
n—(k—1)=n—k+1 lehetdségiink van. Kapjuk, hogy V¥ =n(n—1)(n—2)--- (n—k+1). [

A fenti képlet jobb oldalan a tényez6k szdama k. Ez a képlet igy is irhato:

nn—1)(n—-2)---(n—k+1)(n—k)(n—k—-1)---2-1 n!

vk = =
" (n—k)(n—k—1)---2-1 (n—Fk)!’
|
tehat Vf = ﬁ . Ha k =0, akkor innen V) = :LT: = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0
n—k)! :

szamu elemet egyféleképpen valaszthatunk ki és permutélhatunk: tigy, hogy egy elemet se vesziink.
Figyeljiik meg, hogy V! =n, V"= P, =n!. Ha k >n, akkor nem lehet variaciokat képezni, ezért
k > n esetén célszerd hasznalni, hogy V¥ = 0.
A variaciok pontosabb definicija a kovetkezs:

1.1.3.4. Definicié. Varidcioknak nevezziik eqy véges halmaznak eqy mdsik véges halmazba valo
injektiv leképezéseit. Részletesebben: ha A egy k elemd halmaz, B pedig egy n elemd halmaz (n, k>
>1), akkor az f: A— B injektiv fiugquényeket n elem k-adosztdlyid (ismétlés nélkili) varidcidinak
nevezzik.

Ha k> n, akkor nincs ilyen injektiv fiiggvény, ha pedig k <n, akkor az ilyen injektiv fiiggvények

szdma V<.
Szokésos a kovetkezs jelolés: ha x valos szam és k > 1 természetes szam, akkor

[zl =z(x—1)(x—=2)--- (x—k+1).

[ey 1<k<nesetén VF =y =nn—-1)(n—2)--- (n—k+1).
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1.1.4. Ismétléses variaciok

I.1.4.1. Feladat. Az 1,2,3,4 szamok kozil vdlasszunk ki kettdt gy, hogy ugyanazt az elemet
kétszer is vehetjik és irjuk fel ezeket az dsszes lehetséges sorrendben. Mennyi a lehetdségek szama ¢

Megoldas. A kovetkezsket kapjuk:

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44
A lehet6ségek szama 16.

I.1.4.2. Definicid. Legyen adott n kilonbozd elem (n>1). Vilasszunk ki kozilik k elemet, ahol
k > 1 gy, hogy ugyanazt az elemet tobbszor is vehetjik és irjuk fel ezeket az dsszes lehetséges

-----

Jelolje V,, az n elem k-adosztalyid ismétléses varidcioinak a szdmdt.

Az 1.1.4.1 Feladatban Vi = 16. Kérdés: Mennyi V’:L?

1.1.4.3. Tétel. Han,k>1, akkor Vfl =nt

Bizonyitds. Ugyanugy, mint az [.1.3.3 Tétel bizonyitdsaban, de most a k szamu cella mindegyikébe

barmelyik elemet irhatjuk az n koziil. Kapjuk, hogy Vﬁ =n-n---n=n ]

k—szor

Az ismétléses variaciok a kovetkezSképpen is definialhatok:

I.1.4.4. Definici6. Ismétléses varidacioknak nevezziik eqy véges halmaznak eqy mdsik véges halmazba
vald leképezéseit. Részletesebben: ha A egy k elemd halmaz, B pedig egy n elemd halmaz (n,k>1),
akkor az f: A — B fiigguényeket n elem k-adosztalyu ismétléses varidcidinak nevezzik.

Ha n, k> 1, akkor az f: A — B fiiggvények szama n*.

Figyelem! Az ,ismétléses” jelz6nek maés jelentése van a permutacioknal és méas a varidcioknal.
Az ismétléses permutacioknél ez arra vonatkozik, hogy a permutilando elemek kozott ismétidddek
(azonosak) vannak. Itt pontosan meg van adva, hogy az ismétlddd elemek a permutaciokban
hanyszor fordulhatnak elg.

Az ismétléses variaciok esetén n kiilonbozd elembdl kell a variaciokat képezni tigy, hogy mindegyik
elemet akdrhanyszor felhasznalhatjuk.

Figyeljiilk meg azt is, hogy a permutaciok a varidcioknak egy specidlis esete (ha k = n),
ugyanakkor az ismétléses permutéciok nem specialis esetei az ismétléses variacioknak.

Az ismétléses variacié fogalma altalanosithato:

1.1.4.5. Feladat. Adott n doboz, benniik rendre ki, ks, ..., k, darab paronként kilonbozd tdrgy.
Mindegyik dobozbol kivdlasztunk eqy tdrgyat. Hdnyféle kivdlasztds lehetséges a régzitett sorrend
mellett?

Megoldas. A lehet&ségek szama ki ko - - - k,,. Az els6 dobozbol ugyanis k;-féle targyat valaszthatunk.
Barmelyik targyat is valasztottuk, a masodik dobozbdl valé huizasnal a valasztast ko-féleképpen
folytathatjuk, igy az els6 két targy kivalasztasara kiko lehetségiink van. Ez a harmadik dobozbdl
val6 hiuzéssal ks-féleképpen folytathato, és igy tovabb.

Ezt a szamitasi modszert, amely a ,lehetGségek szama = részlehetGségek szdmainak szorzata”
elven alapszik és amelyet a fentiekben méar t6bbszor hasznaltunk, szorzasi szabalynak nevezziik.
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1.1.4.6. Feladat. Hdny pozitiv osztdja van az 48 600 = 23-3°-52 szdmnak ?

Megoldas. 4-6-3 = 72. Ugyanis az adott szdim barmely pozitiv osztoja 2¢-3°-5¢ alaki, ahol
0<a<3,0<b<5,0<c<2. Az a kitev6 megvalasztasara tehat 4 lehet&ség van, b-re 6, c-re 3.

Altalanositas: Adott az n=p{'p5? - - - pi” szam, ahol py, pa, . . . , p, paronként kiilénbozs primszamok.
Akkor n pozitiv osztoéinak szama 7(n) = (a1 +1)(ag+1) - (a.+1).

Kombinatorikai feladatokban mas esetekben a lehetdségek szamat nem szorzassal, hanem
Osszeadassal kapjuk a kovetkez§ Osszeadasi szabdly szerint: | Osszes lehetGségek szama = az
egymast kizaro eseteknek megfelels lehet&ségek szamainak osszege”. Gyakran egyiitt kell alkalmaznunk
a szorzési szabalyt és az Osszeadasi szabalyt.

1.1.4.7. Feladat. Tekintsik azokat a dominckat, amelyek mindkét felén a pontok szdma 0-tdl
8-1g terjed. Ezeket a pontok szamdnak megfelelden igy azonosithatjuk: xy, ahol 0 <z <y <8.

a) Hdany ilyen domind van ?

b) Hanyféleképpen lehet a 45 ilyen domind kozil kettdt kivdlasztani gy, hogy a két domindt
egymds mellé lehessen tenni (azaz valamelyik felikon a pontok szdma azonos)?

Megoldas. a) Ha x = 0, akkor y értékei 0,1,2,...,8 lehetnek, ez 9 lehetdség. Ha x = 1, akkor
y értékei 1,2,...,8 lehetnek, ez 8 lehetdség, és igy tovabb, ha x = 8, akkor csak y = 8 lehet, ez 1
lehetGség. Az Gsszeadasi szabély szerint a domindk szama 9+8+...+1 = 45.

b) Valasszunk egy domindt. Ez lehet 1. eset: ,dupla” dominoé, azaz 00, 11,22, ... 88, ezek szama
9, vagy 2. eset: olyan domind, amelyre z < y, ezek szama 36.

Az 1. esetben a mésodik domindt 8-féleképpen valaszthatjuk, pl. 22 esetén vehetjiik a 02, 12,
23, 24, 25, 26, 27, 28 jelzéstieket.

A 2. esetben 848 = 16-féle part valaszthatunk, pl. 27 lehetséges parjai: 02, 07, 12, 17, 22, 23,
24, 25, 26,28,37,47,57,67,77,78.

A szorzéasi szabaly szerint az 1. esetben 9-8 =72, a 2. esetben pedig 36-16 =576 a lehet&ségek
szama. Az Osszeadési szabaly szerint az Osszes lehetGségek szama 72+ 576 = 648.

Az el6bbiekben kiilonbséget tettiink aszerint, hogy a két domin6t milyen sorrendben huzzuk.
Minden 6sszeill6 domind-par kétszer is szerepel, pl. 35 és 52 majd 52 és 35. Ha ezeket nem tekintjiik
kiilonbozsknek, akkor a lehetdségek szama az elébbi fele, azaz 324.

1.1.5. Kombinaciék

I.1.5.1. Feladat. Az1,2,3,4 szamok kozil vdlasszunk ki kettét (két kilonbozdt) és irjuk fel ezeket
igy, hogy nem vagyunk tekintettel a kivdlasztott elemek sorrendjére. Mennyi a lehetdségek szama ¢

Megoldas. Hat lehetség van, ezek a kovetkezok:

12 13 14 23 24 34

1.1.5.2. Definicid. Legyen adott n kiilonbozdé elem (n>1). Vilasszunk ki kézilik k elemet, ahol
1 <k <n ésirjuk fel ezeket ugy, hogy nem vagyunk tekintettel a kivdlasztott elemek sorrendjére.
Ezeket az elemsorozatokat az n elem k-adosztalyti kombinacibinak nevezziik. Jelslje C* az n
elem k-adosztdlyiu kombindcioinak a szamdt.

Ha az 1,2,...,n elemek k-adosztdlyu kombinacioit tekintjiik, akkor a szdmokat (&ltalaban)
nagysagrendi sorrendben irjuk.
Az 1.1.5.1 Feladatban C? = 6. Kérdés: Mennyi Ck?
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k 1 2 E+1
1.1.5.3. Tétel. Ha 1 <k <n, akkor C,{f = V—" , CS = n(n—1)(n=2)--(n +1)
P, k!
Ha0<k<n. akkor|CF — —
a Vs =N, akkor n — m

Bizonyz’tds Tekintsiink egy tetszéleges régzitett kombinéciot. Ha az ebben szereplé’ k elemet
tekinthetdk. Ily modon a rogzitett k- adosztalyu kombinéciobol k! szamu k; adosztalyu variaciot
kapunk, s igy a C* szami kombinaciobol k! C* szamu varidciohoz jutunk. Ezek a variaciok mind
kiilonbézéek és minden variaciot megkapunk, ezért V.F =k! C* azaz C*=VFk/k!=VF/P,. A tobbi
képlet a V*-ra vonatkozo el6bbi képletekbdl adodik. [

Ha k = 0, akkor innen C° = ”' = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0 szamu elemet
egyféleképpen valaszthatunk ki: ugy, hogy egy elemet se vesziink.

1.1.5.4. Tétel. (Szimmetria-tulajdonsdg) Ha 0 <k <n, akkor|CF = C"*

Bizonyitds. Azonnali az 1.1.5.3 Tétel utolsdé képlete szerint. Masképp: Az n elembdl k elemet
kivalasztani ugyanazt jelenti, mint a tobbi n —k elemet nem kivalasztani. Ezt annyiféleképpen
lehet, ahanyféleképpen az n—k elemet ki tudjuk valasztani. [

Figyeljiik meg, hogy minden n > 1-re C°=Cn=1,Cl =C" 't =n, C?=C"? = n(";l), C3 =
=Cr3 = W,... . Ha k > n, akkor nem lehet kombinaciokat képezni, ezért k > n esetén

célszerti hasznalni, hogy C*¥ =
A n elem k-adosztalyt kombinécioi szaméanak més jeldlése (Z), olvasd ,n alatt k7. Tehat

n!

Ok (n—k)

0<k<n|,

ezeket a szamokat binomialis szamoknak vagy binomiélis egytlitthatoknak is nevezziik, lasd késGbb
a binomidlis tételt.
Itt (Z) = Pflk’"_k), lasd 1.1.2.4. Ez az egyenl6§ég kozvetlentil is belathato. Tekintstink n elemet,
amelyek k-adosztalyt kombinacioit képezziik. Irjunk mindegyik elem ald 1-et vagy 0-t aszerint,
hogy kivalasztottuk a kombinécié képzésekor vagy sem. Pl. ha n=>5, az elemek a, b, c,d, e és k=3,
akkor az a,c,d és a,d, e kombinaciok esetén legyen: 10110, ill. 10011. Igy minden k-adosztalyt
kombinaciénak megfelel egy k szamu 1-esbdl és n — k szamii 0-bol allo ismétléses permutacio, és
kiilonb6z6 k-adosztalyt kombinacioknak kiilénbozd ilyen ismétléses permutaciok felelnek meg.
A kovetkezd definici6 is adhato:

1.1.5.5. Definicié. Egyn elemi halmaz k elem részhalmazait n elem k-adosztdlyu kombindcioimak
nevezzik.

Egy n elemd halmaz k elemi részhalmazainak a szama tehat (Z) . Igy a k=0 elemti részhalmazok
szama, (g) =1, ez az iires halmaz ((}), a k=1 elemi részhalmazok szama (711) =n, ..., a k=n elemi
részhalmazok szama (Z) =1, ez az adott halmaz.

I1.1.5.6. Tétel. Legyen n > 1.
1) Egy n elemd halmaz dsszes részhalmazainak a szdma 2".

2 (

n
0

)+

n
1

)< () () -2
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Bizonyitds. 1) A részhalmazokat ugy kapjuk, hogy az adott halmaz bizonyos elemeit kivalasztjuk
a részhalmazba, a tobbit pedig nem. Igy mind az n elemre két lehetGség van: vagy kivalasztjuk,
vagy sem. Igy a lehet&ségek szama, és ezzel egyiitt a részhalmazok szama 2-2---2 = 2".

n—szer
2) Az 1) pont azonnali kévetkezménye. [

1.1.5.7. Feladat. Legyen A={12,....k}, B={1,2,....,n}. Hiny f: A — B szigorian novekvd
fiigguény létezik ?

Megoldas. Legyen f(1)=a;, € B, f(2) =as € B,..., f(k) =a) € B. Feltétel: a1 <ay < ... < ag.
Ez csak akkor lehetséges, ha k <n és ekkor a lehetéségek szama, tehat az f: A — B szigorian
novekvs fiiggvények szdma éppen C* (a definicio szerint).

Ennek alapjan az 1,2, ...,n elemek k-adosztalyd kombinacioi ugy is definialhatok, mint az f :
: A — B szigortan novekvd fliggvények.

1.1.5.8. Feladat. Igazoljuk, hogy minden k > 1-re k egymdsutdni egész szdm szorzata oszthato
k!-sal.

Megoldas. Feltehetjiik, hogy az adott szamok mind pozitivak, legyenek ezek (forditott sorrendben)
n,n—1,..,n—k+1, ahol n > k. Akkor szorzatuk n(n—1)--- (n—k+1) =k! CF. Ttt C* egész szam
és kovetkezik, hogy n(n—1)---(n—k+1) oszthato k!-sal.

Ennek kovetkezményeként adodik, hogy két egymasutani egész szam szorzata oszthatod 2-vel,
harom egymasutani egész szam szorzata oszthato 6-tal, stb.

I.1.6. Ismétléses kombinacidok

I1.1.6.1. Feladat. Az 1,2,3,4 szamok kézil vdlasszunk ki kettdt gy, hogy ugyanazt az elemet
kétszer is vehetyiik, de nem vagyunk tekintettel a kivdlasztott elemek sorrendjére. Mennyi a lehetdségek
szama ?

Megoldas. A kiévetkezsket kapjuk:

11 12 13 14 22 23 24 33 34 44
A lehetGségek szdma 10.

1.1.6.2. Definicié. Legyen adott n kiilonbézd elem (n > 1). Vilasszunk ki kozilik k elemet,
ahol k > 1 gy, hogy ugyanazt az elemet tébbszor is vehetyiik és irjuk fel ezeket gy, hogy nem
vagyunk tekintettel a kivdlasztott elemek sorrendjére. Ezeket az elemsorozatokat az n elem k-
adosztalyt ismétléses kombinacidinak nevezzik. Jelolje U,’i az n elem k-adosztdlyi ismétléses
kombindcioinak a szamdt.

Haaz 1,2, ..., n elemek k-adosztalyu ismétléses kombinécioit tekintjiik, akkor a szamokat (altalaban)
nagysagrendi sorrendben irjuk gy, hogy ismétlddések is lehetnek.
Az 1.1.6.1 Feladatban 62 = 10. Kérdés: Mennyi 62?

— nn+1)(n+2)---(n+k—1
gt = ) ok

1.1.6.3. Tétel. Han,k > 1, akkor 62 = Crlf+k—1

— — 1)
Han>1, k>0, akkor Cizm
k! (n—1)!
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Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy bijektiv leképezés 1étesithets n elem k-adosztalyt ismétléses kombinécioi

és n+k—1 elem k-adosztalyd (ismétlés nélkiili) kombinacioi kozott. Innen kévetkezni fog, hogy
Cn = CnJrkfl'

Tekintstink az 1,2, ..., n elemek egy tetsz6leges, rogzitett a;, , a,,, ..., a;, ismétléses kombinaciojat,
ahol 1 <a;, <a;, <...<a;, <n.Adjuk hozza az elemekhez rendre a 0,1,2, ..., k — 1 szamokat, azaz
legyen

Ay 5 Ay +]_, ,(lzk—f-(k?—l)

Ez az 1,2,...,n+k—1 elemeknek egy ismétlés nélkiili kombinacidja, mert itt 1 <a;, <a;,,+1<
<...<a;, +(k—1) <n+k—1. Minden ilyen ismétlés nélkiili kombinaciét megkapunk és pontosan
egyszer. Forditva, ha b; ,b;,,....,b; az 1,2,...,n+k—1 elemek egy ismétlés nélkiili kombinacioja,
akkor b;,,b;, —1,....,b;, —(k—1) az 1,2, ..., n elemek egy ismétléses kombinacioja lesz.

A t&bbi képlet a C* szamokra vonatkozo korabbi képletekbsl adodik. [

Ha k = 0, akkor innen 62 = %: = 1, ami megfelel annak, hogy n elembdl 0 szamu elemet
egyféleképpen valaszthatunk ki: ugy, hogy egy elemet se vesziink.
Az n elem k-adosztalyt ismétléses kombinacioi szimanak mas jelolése (7). Tehat

ok <Z> _ n(n—l)(n—Qk);!...(n_k_Fl),

n—

—k n nn+1)(n+2)--- (n+k—1)
Cu=(})= 7
k k!
ahol a nevezdk egyenlGek, a szamlalokban pedig mindkét esetben k egymésutani szam szorzata &all
n-t6l kezdve lefelé, illetve n-tSl kezdve felfelé.

I1.1.6.4. Feladat. Hdny olyan domino van, amelynek mindkét felén a pontok szama 0-tol 8-ig
terjed, ldasd 1.1.4.7 Feladat.

Megoldas. A domindkat a pontok szamanak megfelelGen xy-nal jeloljiik, ahol 0 <z <y < 8.

A lehet6ségek szama definici6 szerint US =20 =45,

1.1.6.5. Feladat. Legyen A={1,2,....k}, B={1,2,...,n}. Hiny f: A — B novekvd figgvény
létezik ¢

Megoldas. Legyen f(1)=a, € B, f(2) =as € B,..., f(k) =a; € B. Feltétel: a; <as < ... < ag.
A lehetGségek szama, tehat az f: A — B novekvd fiiggvények szama minden n, k > 1 esetén éppen
62 (a definici6 szerint).

Ennek alapjan az 1,2,...,n elemek k-adosztalyi ismétléses kombinécidi ugy is definialhatok,
mint az f: A — B novekvs fiiggvények.

Szokésos a kovetkezs jelolés is: ha x valos szadm és k > 1 természetes szam, akkor

2] =z(z4+1)(z+2) - (x+k—1).

Igy
ot _ [ _n)(n+2) - (ntk-1)
" k! k! ’
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[.2. fejezet

A binomialis és a polinomialis tétel

1.2.1. A binomialis tétel

Az (a+b)? = a®>+2ab+b?, (a+b)® = a®+3a’b+ 3ab® +b* képletek dltalanositasaként igazoljuk a
kovetkezo tételt.

1.2.1.1. Tétel. Ha a,b tetszdleges komplex szamok és n > 1 egész szam, akkor

n

(a+b)"=>" (Z) a" ko

k=0

Bizonyitds. Itt (a+0)" = (a+b)(a+Db)---(a+0b). A szorzasok elvégzése érdekében az n zardjel

.

~~
n—=szer

mindegyikébdl vagy az a-t vagy a b-t kell valasztani, ezeket Ossze kell szorozni, majd a kapott
szorzatokat Gssze kell adni. Igy egy olyan osszeget kapunk, amelynek minden tagja o™ *b* alaku,
ahol 0 <k <n. Ez a tag annyiszor szerepel, ahanyszor az n szamu b koziil k szamu b-t valasztunk
és ez éppen CF = (Z) [ |

Kiirva a tagokat (a+b)" kovetkezd kifejtését kapjuk:

(a+b)" = <g) "+ (?) a" b+ (Z) a2 4+ (Z) b |,

Figyeljiikk meg, hogy a kifejtésben n+1 tag van, az a kitevéi n-t6l 0-ig csokkennek, a b kitevéi
pedig 0-t6l n-ig névekednek. Az egyiitthatok a binomialis egytitthatok (a ,binom” gorog eredeti
sz0, jelentése ,két tag”, ez az a+b kéttagi Osszegre vonatkozik).

1.2.1.2. Tétel. Han >1, akkor Z (Z) =2" Z(—l)k (Z) =0].

k=0 k=0

Bizonyitds. A binomialis tételben legyen a=b=1,ill. a=1, b= —1. ]

A binomialis egytitthatok Gsszegére vonatkozo Osszefliggést mar lattuk az 1.1.5.6 Tételben. A
méasodik, a binomialis egyiitthatok valtakozo elGjelii Gsszegére vonatkozo képlet igy is irhato:

)+ )+ ()= ()= ()= (5) =2

21
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tehat rogzitett n fels6 index mellett a péaros alsé indexti binomiélis egytlitthatok 6sszege egyenld
a paratlan als6 indexti binomialis egyiitthatok Osszegével, és egyenls 2" l-gyel, mert az Osszes
binomialis egyiitthatd 6sszege 2.

A binomiélis egylitthatok egy masik fontos tulajdonséga a kovetkezs:

—1 —1
1.2.1.3. Tétel. (Addicids képlet) Ha 1 <k <n, akkor (Z) = (nk )+ (Z—l)

Bizonyitds. Az {ay,as,...,a,, } halmazbol hanyféleképpen valaszthatunk ki &k elemet? Egyrészt
(Z)—féleképpen. Masrészt, rogzitsiink egy elemet, pl. az a,-et. A kivalasztott elemek kozott a,
vagy szerepel vagy sem. Ha szerepel, akkor az {ay,as, ..., a, 1} halmazbol valasztanunk kell még
k —1 szamu elemet, ez ("71)—féleképpen torténhet. Ha nem szerepel, akkor az Gsszes elemet az

k-1
{ai,as,...,a,_1} halmazbol kell valasztanunk. Ez (”;1)—féleképpen lehetséges. Osszesen tehat
(Zj) + (”;1) a lehetGségek szama. ]

Ez egy tipikus kombinatorikus bizonyitas, ellentétben az 1.2.1.2 Tétel el6bbi bizonyitasaval,
amely algebrai bizonyitas, ott nincs semmi szerepe a (Z) binomiélis egytlitthatok jelentésének,
csak az algebrai tulajdonségaikat hasznaltuk ki. Természetesen minden (hibat nem tartalmazo)
bizonyitas helyes és jo, de gyakran a kombinatorikus bizonyitasok szebbek, jobban réavilagitanak
a tulajdonsag lényegére. Ugyanakkor sokszor nehéz ilyeneket taldlni.

Az 1.2.1.3 Tétel algebrai bizonyitasa:

<n—1)+(n—1):k!((n—1)! L () (n—1)! (n—k+k)

k k—1 n—k—0l " k=D n—k)!  k(n—k)

_(n=1!n n! _(n
Skl (n—k) kKl(n—k) (k)

Ez egy rekurziv képlet, amelynek segitségével kiszamithatok a binomialis egyiitthatok. Az 1.2.1
tablazat a binomialis egytiitthatokat tartalmazza. A rekurziv képlet szerint itt minden belsé szam
egyenld az el6z6 sorban a szam felett allo és az attol balra allo két szam Osszegével.

10 10 5 1
15 20 15 6 1

n @ O G G @ G @
0] 1

111

2|1 2 1

311 3 3 1

41 4 6 4 1

501 5

6|1 6

[.2.1. tdblazat. Binomialis egytitthatok

A binomialis egytlitthatok a 1.2.2 tablazat szerint is megadhatok, amit Pascal-haromszognek
neveziink. Ebben az elrendezésben minden belsd szam egyenld a szam felett allo két szam 6sszegével.
Ennek alapjan a tablazat konnyen kiegészitheté tovabbi sorokkal.

Mivel (Z) = (nfk), a Pascal-haromszog soraiban a szélektsl egyenld tavolsagra allo szamok
egyenlGek.

1.2.1.4. Feladat. Adjuk meg a Pascal-hdromszog kovetkezd hdrom sordt.



1.2.1. A BINOMIALIS TETEL 23

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

[.2.2. tablazat. Pascal-hdromszog
1.2.1.5. Feladat. Adjuk meg (a+b)7, (a+0)®, (2*4+1)°%, (Vo +2y)° kifejtéseit.

1.2.1.6. Feladat. Igazoljuk, hogy Z k(Z) =n-2""1 aholn>1.
k=1

"\ /n & n! & (n—1)! " /n—1 .
Megoldas. S k(") =S h—1" — _ R
cgoicas ; (k) ; K (n—k)! n;(k—l)!(n—k)! " 1(k—1> e e

binomiélis egyﬁttilaték Osszegére vonatkozo képlet szerint.
Masképp: Legyen S(n)= ; k (Z) =1 (T) +2 (Z) +...+(n—1) (nﬁ 1) +n <Z> . A binomialis

egylitthatok szimmetria-tulajdonsaga miatt S(n)=n (g) +(n—1) <n) +..+2 < " 2) +1 ( " ) .
n —

1 n—1
n

Osszeadva: 25(n) = n((S) + (1) +...+ < " 1> + (n)) =n-2", ahonnan S(n)=n-2""1.
n— n

A binomialis képletnek érvényes a kovetkezs altalanositasa, amelyet altalanositott binomialis
képletnek neveziink:

2 k! k
k=0

—1 1) (A—k+1 -
(1+x)’\:1+)\x+>\()\ )xz—i-...—i-)\(/\ ). (A T )xk+...:Z()\)Jfk,
A AA=1)---(A—k+1
ahol \, z €R, |z| <1 és L= ( ) k'( * ),k:O,l,Q,..., az altalanositott binomialis

egyiitthatok. Ezt a képletet itt nem bizonyitjuk.

1.2.1.7. Feladat. Igazoljuk, hogy az dltaldnositott binomidlis eqyiitthatokra is igaz a
A (A1 . A—1
k) \ k kE—1

Utmutatas. Kozvetlen szamolassal.

addicios képlet.

I.2.1.8. Feladat. Adjuk meg az dltaldnositott binomidlis képletet A = —1 esetén.
Megoldas. Ha A = —1, akkor (;1) = (—1)* és azt kapjuk, hogy:

o0

(14+z) =124 -2 42— ... = Z(—l)kxk.
k=0
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I.2.2. A polinomialis tétel
A binomialis tétel egy altalanositasa az (aq+ag+ ... +a,)™ kifejtésére vonatkozo polinomiélis tétel.

1.2.2.1. Tétel. Har>1, n>1 egész szimok és aq, as, ..., a, tetszdleges komplex szdmok, akkor

n! k1 k k
(@+art. o) =} ety
ki kgyokir>0 LR r

k1+k2++k7‘:n

ahol az 6sszeq a ky, ko, ..., k. >0 szdmok dsszes olyan megvdlasztdsdra vonatkozik, a sorrend figye-
lembevételével, amelyekre ki +ky+...+ k. =n.

Bizonyitds. Az (a;+as+...+a,)" kifejezést egy n-tényezss szorzatként tekintve és ,minden tagot
minden taggal szorozva” azt kapjuk, hogy

n
(@ +as+...+a.)" = g @iy Qi -+ Qs
1<y ,22,..,in <1
ahol 71,19, ...,4, az 1,2, ..., 7 elemek n-edosztalyd ismétléses variacioi. Itt minden tag a]f1a§2 coeakr

alakra hozhato, ahol ky, ks, ..., k. >0 és k1 +ko+...+ k. =n. Kérdés: Adott ky, ko, ..., k, esetén hény
ilyen tag van?

Az a;,a;, - - - a;, szorzatbol (a tényezdk feleserélésével) akkor kapunk ilyen af'ab? - - - alr tagot,
ha az iy, s, ..., 1, kozott pontosan k; db 1-es, ky db 2-es,..., k. db r-es van. Igy iy, i, ...,1, az

. R A SR 2 (k‘l,k‘g,...,k ) . n!
1,2, ..., r ismétléses permutacioi és szamuk Py V= [ |

Az egyiitthatok a polinomiélis egyiitthatok (a ,polinom” gordg eredetd szo, jelentése ,t6bb
tag”, ez az a; +as + ... +a, tobbtagi Gsszegre vonatkozik).

1.2.2.2. Feladat. Adjuk meg (a+b+c)?, (a+b+c), (1+z+22)3, (v+y+z+1)® kifejtéseit.
1.2.2.3. Feladat. Igazoljuk, hogy a polinomidlis egyiitthatok Gsszege:

n! "
2 kol -kl

ki,k2,....kr>0
k1+k2++kr:n

Megoldas. A polinomiélis tételben legyen ay =as = ... = a, = 1.

I.2.3. A binomialis egytlitthaték tulajdonsagai
Vizsgaljuk a binomiélis egyiitthatokat. Ezek tovabbi tulajdonsagait rogzitik a kdvetkezs tételek.

I.2.3.1. Tétel.

—1
1) (Elnyelési tulajdonsdg) Ha 1 <k <n, akkor (Z) - % <Z_ 1>

k_ J—
2) (Trinomidlis alak) Ha 1 <m <k <n, akkor (Z) ( ) B (n) (n m)

m m) \k—m
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Bizonyitds. 1) (}) = k,(:ik) 3 NG (?) (:L)'k)v =200

2) Algebrai uton az (’;) k,( i képlet alapjan. Végezziik el!

Kombinatorikus eljaras: Adott n {6 (személy), akikbdl egy k tagt bizottsagot kell valasztani,
majd a k {6s bizottsag tagjai koziil egy m {6s albizottsagot kell létrehozni. Ez (Z) (Z)—féleképpen
tehets meg. Ugyanezt masképp Osszeszamolva: El6szor az n f6bdl kivalasztjuk az m taga albizottsagot,
majd a fennmaraddé n —m személy koziil kivalasztjuk azt a k—m f6t, akik a bizottsagnak az

albizottsagon kiviili részét képezik. A lehetGségek szama: (:1) ("‘m) ]

k—m
1.2.3.2. Tétel.
1) (Felsd dsszegzés) Ha 1 < k <n, akkor

(o) (5 () = () = ()

2) (Pdrhuzamos dsszegzés) Ha m,m >0, akkor

) (")) e ()= (0

Bizonyitds. 1) Adjuk 6ssze az addicios képletbdl szarmazo kovetkezd egyenlGségeket :
n n—1
k
n—1\ (n-— 2
k

(7) () (JZ)

Osszevonas utan a bal oldalon csak az (Z) els6 tag marad, a jobb oldal elsé oszlopaban pedig

csak az 1= (:) = (zj) utolso tag.
Masképp, kombinatorikus aton: Az {1,2,3,...,n} halmaznak (Z) szamu k-elemtd részhalmaza
van. Csoportositsuk ezeket a részhalmazokat a legkisebb elemiik szerint :

az 1 a legkisebb elem (Zj) szamu részhalmazban, mert az 1-hez a 2,3, ...,n szdmok koziil

kell még k—1 szamot valasztani,

a 2 a legkisebb elem (Zj) szamu részhalmazban, mert a 2-hoz a 3,4, ..., n szamok koziil kell

még k—1 szamot valasztani,

az n—k+1 a legkisebb elem (”_(Z:fﬂ)) = (ij) =1 szadmu részhalmazban, itt az n—k+1-et

kovets szamok az n—k+2, ..., n lesznek.
2)
(m> (m—|—1) (m+2> < m-+n )
- -
0 1 n
(m) (m—i— 1) ( m—+n
+ +..4+
m m m
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ahol a kovetkezSket hasznaltuk: (1) - szimmetria-tulajdonsag, (2) - fels6 Osszegzés (a jelen tétel
1) pontja), (3) - szimmetria-tulajdonsag. ]

1.2.3.3. Feladat. Igazoljuk, hogy az {1,2,3,...,n} halmaz éGsszes k-elemid részhalmazai legkisebb

. . c e . . n+1
elemeinek a szamtani kézépardnyosa 3= .

1.2.3.4. Tétel.
1) (Vandermonde-azonossig) Ha 0 <r ésr <m, r <n, akkor

) () () e+ ()6 = ()
(0) + () () () - ()]

Bizonyitds. 1) Kombinatorikus eljaras: Legyen A egy m elemi halmaz, B pedig egy n elemi
halmaz tgy, hogy ANB = (). Akkor AU B szamossaga m +n. Hany r elemi részhalmaza van
AU B-nek? Egyrészt (mjn) Masrészt, minden r elemd részhalmazt megkapunk tgy, hogy Osszes
lehetséges modon vessziik A-nak egy k elemi részhalmazat, B-nek egy r — k elemt részhalmazat
és képezziik ezek uniojat, ahol 0 < k <r. A lehetGségek szama éppen a 1) képletben a bal oldali
0sszeg.

2) A Vandermonde-azonossagban legyen m = n, r = n és hasznaljuk a binomidlis egytitthatok
szimmetria-tulajdonsagat. ]

[k
1.2.3.5. Feladat. Legyen 0 < m <n. Igazoljuk, hogy Z (m) (n) = (n) LT
k=m

k m
Megoldas.
S(0-SOG L0 -E0:

-2 6)

J

ahol a kovetkezSket hasznaltuk: (1) - trinomialis alak, (2) - Gsszegzési index csere: j=k—m , (3)
- a binomialis egyiitthatok Osszegére vonatkozo képlet.

Foglaljuk 6ssze a binomialis egyiitthatok legfontosabb tulajdonsagait :

|
(1) Faktorialis kifejtes (I.1.5.3 Tétel): (Z) - m L0<k<n.

(2) Szimmetria-tulajdonsag (1.1.5.4 Tétel): (n) = (nn ) ,0<k<n.

—1
(3) Elnyelési tulajdonsag (1.2.3.1 Tétel): <Z) = %(Z_ 1) , 1<k <n.

—1 —1
(4) Addicios képlet (1.2.1.3 Tétel): (Z) = (nk ) + (Z—l) , 1<k <n.
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n\ [k ny(n—m
Tri ialis alak (1.2.3.1 Tétel): =
(5) Trinomialis alak (1.2.3 étel) (k) (m) (m> (k:—m

(6) Binomialis tétel (1.2.1.1 Tétel):| (a+b)" = (g) . (D -

n>1.

k—1 k kt1
(7) Fels6 osszegzés (1.2.3.2 Tétel): <k:— 1) T (k; 1) + < .

1<k <n.
(8) Parhuzamos 6sszegzés (1.2.3.2 Tétel):

()05 (-

(9) Vandermonde-azonossag (1.2.3.4 Tétel):

G0 (D)) () =+ () )

0<r,r<m,r<n.
(10) Binomiélis egyiitthatok négyzetosszege (1.2.3.4 Tétel):

()« () () () =)

n > 0.
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I.3. fejezet

Szitaképletek

Jelolje | X| az X véges halmaz elemeinek a szaméat. Ha A és B véges halmazok, akkor
|AUB| = |A|+|B|—|ANB|.

Valoban, a jobb oldalon |A|+|B]| felirasaval kétszer szamoltuk a kozos elemeket, egyszer A-nal,
egyszer B-nél, ezért le kell vonni a kozos elemek szamat, azaz | AN BJ-t. Hasonloképpen gondolhato
végig, hogy ha A, B és C véges halmazok, akkor

|JAUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC|.

Itt a harom halmaz kozos elemeit tekintve, ezek szamat |A|+ |B|+ |C| felirasaval haromszor
hozzéadtuk, majd haromszor levontuk (—|ANB|—|ANC|—|BNCY|), az |ANBNC| felirdsaval pedig
egyszer ismét hozzaadtuk.

Altalanositva ezeket a képleteket igazoljuk, hogy

1.3.1. Tétel. (Szitaképlet, a tartalmazds és kizdrds elve) Ha Ay, As, ..., A, véges halmazok, akkor

AT UA UL UA =Y A= Y JANA+ Y [ANANAl— .+

i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r

+(=1)""HA NAN..N A,

Bizonyitds. Lassuk be, hogy az Ay UAsU...UA, halmaz minden elemét a jobb oldalon pontosan
egyszer szamoltuk. Tegytik fel, hogy egy tetszéleges x elem az A;, As, ..., A, halmazok koziil p
szamuinak eleme (1 < p <r), a tobbinek nem. Feltehets (atjelolve a halmazokat), hogy = € A;,
r€Ay,..,x €A, ésx ¢ Apia,..., v ¢ A, Akkor z-et a képlet jobb oldalan m-szer szamoltuk, ahol

m—p— (g)+(g) (1 @

de itt m =1 az [.2.1.2 Tétel mésodik képlete alapjan. ]

Megjegyezziik, hogy a szitaképlet r-szerinti indukciéval is igazolhatd. Fz a képlet megadja az
Ay, Ao, ..., A, halmazok unidjanak szamossagat, ha ismerjiik az Aq, As, ..., A, halmazok elemszamat
s az Osszes A;NA;, AiNA;NA, ... metszet elemszamat.

Legyenek Ap, As, ..., A, C E. Kérdés: Mennyi az E-re vonatkozdé E\ (AjUAU...UA,) =
= A1 UAyU...UA, kiegészité halmaz szamossaga?
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1.3.2. Tétel. (Szitaképlet, mdsodik alak) Ha Ay, As, ..., A, C E véges halmazok, akkor

n

[AJUA U UA|=IE[=> A+ > JANAl— > JANANAl+..+

i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r

+(=1)7[AiNAN..NA,

Bizonyitds. |[AjUAU...UA,| =|E|—]A1UAyU...UA,| és alkalmazzuk az el6z6 Tételt. [

1.3.3. Feladat. Legyen n > 1, n=p{'p3*---p2 kanonikus alaki természetes szam. Jeldlje ¢(n)
azoknak az a szamoknak a szamdt, amelyekre 1 <a<n és (a,n)=1 (a ésn relativ primek), ez az
FEuler-féle szamelméleti figguény. Adjunk képletet ¢(n)-re!

Megoldas. Legyen £ ={1,2,...,n}, A;={aeN:1<a<n,p;|a}, 1 <i<r. Akkor ¢(n) =
=[A 1 UAU..UA,|. Itt, ha i < j <k, akkor A,NA;={a:1<a<n,pp;|a}, AinA;NA;,={a:
11 <a<n,pppk | a},..., és kapjuk, hogy |A;| = pﬁi, |A;NA; = ﬁ?j, A, NA;NAL = pi;;pk, N
Kovetkezik, hogy

¢(n):n(1—zl+z Ly 3 ++m+(_1)r 1 >:

im1 Pl 1<icj<, PiPi 1<iy <<ip<r Pt Pk pre--Pr

1.3.4. Tétel. (Specidlis szitaképlet) Legyenek Ay, A, ..., A, C E véges halmazok. Ha minden k
esetén (1<k<r) az Ay, Ay, ..., A, halmazok kézil barmely k kiilonbozd metszete azonos elemszamai,

akkor

A,UA,U..UA4, | =|E|— (’1”) A, + (;) A, N Ay | — (g) 1A N Ay N Ag| + ot

+(—1)’“(:) |A;N AN .NA,.

Bizonyitds. Azonnali a szitaképlet masodik alakjabol. ]

1.3.5. Feladat. Legyen A egy k elemd halmaz, B pedig egy n elemd@ halmaz (n,k > 1). Hdny
f: A— B sziirjektiv fligguény létezik ?

Megoldas. Ha k<n, akkor nem létezik f:A— B sziirjektiv fiiggvény. Legyen k>n. Feltehetjiik,
hogy A={1,2,....k}, B={1,2,...,n}. Legyen E az Gsszes f: A — B fiiggvény halmaza, A; pedig
az olyan f: A — B fiiggvényeknek a halmaza, amelyekre ¢ nem képelem, ahol 1 <i <n. Akkor
az f: A — B szirjektiv fliggvény halmaza A;UAsU...UA,. Ha 1 <1i; < iy < ... <1, <n, akkor
A, NA,N...NA, azoknak az f: A — B fliggvényeknek a halmaza, amelyekre iy, s, ..., 7, egyike
sem képelem. Az ilyen fiiggvények szama (n—r)* lasd 1.1.4.4. Az 1.3.4 Tétel szerint kapjuk, hogy

A, UAU.UA,| = nk‘+§n;(—1)r(:) (n—r)k = nzé(—l)’”Cf) (n—nr)*,

r= r

ahol elegendé r = 0-t6] r = n— 1-ig venni a tagokat, mert » = n-re az utolsé tag 0.

Az f:{1,2,... .k} — {1,2,...,n} sziirjektiv fiiggvények szdma tehat

e T AN 0
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Ha k < n, akkor nincs sziirjektiv fliggvény, ezért s;, = 0 és kovetkezik, hogy a fenti Osszeg
értéke nulla.

Ha n =k, akkor s, , az f:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} bijektiv figgvények szama, ami n!, és a
kovetkezd egyenlGséget kapjuk:

nl=n"— (?) (n—1)"+ (Z) (n—2)"— ...+ (=11 (nﬁl)

Az sj ,-re adott képlet igy is frhato: si, = Z(—l)"‘j (n) §F=(=1)" Z(—l)j (?)jk, ahol a

i=1 J

j = n—r helyettesitést végeztiik és hasznaltuk, hogy (nﬁ]) = (?)

1.3.6. Feladat. Legyen o egy n-edfoki permutdcio. Azt mondjuk, hogy i a o fizpontja, ha o(i)=1
(i a helyén marad). Hiny olyan n-edfoki permutdcié van, amelynek nincs fixpontja (eqy szam se
marad a helyén) ?

Megoldas. Legyen A; azoknak a o permutacidknak a halmaza, amelyeknek ¢ fixpontja, azaz
o(i) =1, ahol 1 <i <n. Akkor a fixpont nélkiili permutéciok szama: D,, = |A;UAsU...UA,|. Ha
1 <iq <ig<...<i, <n tetszbleges szamok, akkor A;, NA;,N...NA; azoknak a o permutacioknak
a halmaza, amelyeknek iy, io, ...7, fixpontjai, azaz o(i1) = i1, o(iz) = ia,..., 0(i,) = i,, és igy |A; N
NA,N...NA;,|=(n—r).

A specialis szitaképlet szerint kapjuk, hogy

Dy =nl— (”1‘) (n—1)1+ <g) (n—2)1— (Z) (n—3)!+...+(—1)”(z>0! -
=n! <1—%+%—...+(—1)"%) .

Megjegyezziik, hogy itt L = lim —:L = —, ahol e = 2,718 a természetes logaritmus alapszéama.
n—oo Mn! (&

Az L= % ~ (0,367 érték annak a val6szintiségének tekinthets, hogy egy véletlenszerien kivalasztott
permutécio fixpont nélkiili legyen.

A fenti képletbdl azonnali a kovetkezd rekurzio: | D,, =nD,, 1+ (—1)"| ahol n > 1 és Dy =1
(megallapodas szerint). Innen meghatarozhatok D,, egymast kovets értékei: D1 =0, Dy=1, D3=2,
Dy=9, Dy =44, Dg = 2065,... .

1.3.7. Feladat. Hdny olyan n-edfoki permutdcio van, amelynek pontosan r fixpontja van (0 <
<r<n)?

Megoldas. A valaszt a D,, = (’:)DH_T képlet adja, ugyanis az r fixpont (f)—féleképpen
valaszthatdo meg, a tobbi n —r elem pedig egy olyan (n —r)-edfokd permutéciot hataroz meg,
amely fixpont nélkiili és ezek szama D,,_,. Alkalmazzuk ezek utan a szorzési szabalyt.

Megjegyzés. Csoportositsuk az n-edfokt permutaciokat aszerint hogy hany fixpontjuk van. Az
osszes n-edfoku permutacié szama n! és a kovetkezd képletet kapjuk:

nl = i Dy, = i (Z) Do,
r=0

r=0
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I.4. fejezet

Osszeszamlalasi feladatok

I.4.1. Osszeszamlalasi feladatok

1.4.1.1. Feladat. Adottn kilonbozé targy ésr doboz (n,r>1). Helyezzik a targyakat a dobozokba
ugy, hogy az 1. dobozba ki tdrgy keriljon, a 2. dobozba ks tdrgy,..., az r-edik dobozba k, tdrgy, ahol
ki+ko+...+k.=n. Hinyféleképpen lehetséges ez ? (Az egyes dobozokban szamit a tdrgyak sorrendje.)

Megoldas. Az 1. dobozba (,:1 )—féleképpen valaszthato meg a ky targy (a sorrend nem szamit).
n—ki

Ezutan a 2. dobozba a megmaradt n — k; koziil barmelyiket vélaszthatjuk ( ko )—féleképpen. A

3. dobozba a megmaradt n — k; — ko koziil barmelyiket valaszthatjuk ("71137k2)—féleképpen, sth. A
lehetdségek szama igy

n n—k1 n—kl—kg n—kl—kg—...—k,«,1 .
ka1 ko ks k, N

B n! . (n—ky)! _ (n—ky—ko)! (n—ki—ko—...— k._1)!
T (n— k)l ol (n— K — k)l g (n—Kor — Ky — Kg)! 1 0]
n!

k1 ko, k .,
vkaeokr) o ama.

ami nem mas, mint n elem (ki ko, ..., k,.) tipust ismétléses permutécidinak P,g

Ez kozvetleniil is belathato: Szamozzuk meg az n targyat és a sorszamokat irjuk le egymés
mellé. Irjunk l-eseket azon sorszamok ald, amelyek az 1. dobozba keriiltek (k; db 1l-es lesz),
irjunk 2-eseket azon sorszamok ald, amelyek a 2. dobozba keriiltek (ko db 2-es), ..., irjunk r-
eseket azoknak a targyaknak a sorszamai ala, amelyek az r-edik dobozba keriiltek (k. db r-es).
Igy egy (ki,ks,...,k,) tipusi ismétléses permutaciét kapunk. Forditva, minden ilyen ismétléses
permutacionak megfelel egy dobozokba osztéas.

Pl.n=10, k1 =2, ks =4, k3 =3, ky = 1 esetén:

10

9 1 2 10
3 4 VY 4 4

12345678 3456789 th
2123123 2 2322233 1%
1.4.1.2. Feladat. Hanyféleképpen lehet n egyforma tdrgyat k szamozott dobozba helyezni gy,
hogy nem kell feltétlen minden dobozba tdrgyakat tenni (n,k >1)? (Az egyes dobozokban itt nem

szamit a tdrgyak sorrendje.)

Megoldas. Az n =5, k = 3 esetben tekintstink 5 egyforma pontot (labdéat): eeeee .
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Az elhelyezési lehetSségeket adjuk meg | elvalasztojelekkel, pl. o | eee | @ azt jelenti, hogy az 1.
dobozba 1 targy keriil, a 2. dobozba 3 targy, a 3. dobozba 1 targy keriil, ez az (1,3,1) rendezett
szamhéarmassal is jellemezhetd. Mas példa: ee || eee azt jelenti, hogy az 1. dobozba 2 targy keriil,
a 2. dobozba nem keriil targy, a 3. dobozba 3 targy keriil, azaz (2,0,3).

Két elvalasztojel is keriilhet egymas mellé, és | jel allhat a legelején, vagy a legvégén. Két |
jelre van sziikség, amelyek elvalasztjak a pontokat. A pontokkal egyiitt ez 5+2 =7 jel, amelyeket
tetsz6legesen permutalhatunk. A megoldasok szama igy P7(5’2) = 5%, =21.

Altalanosan k —1 db | jelre van sziikség, az n db ponttal egyiitt ez n+k —1 jel, amelyeket
tetsz6legesen permutalhatunk. A megoldasok szama

P(n’k,l) _ (n—i—k—l)! - (n+k—1) - (n—i—k—l)

Ll (k1) n k—1

Masképp: Annyi lehetéség van, ahanyféleképpen az n+k — 1 pozicié koziil kivalaszthato az
a k—1, ahova az elvalasztojelek keriilnek (illetve az az n hely, ahova a labdak keriilnek), és ez

kombinaciok definicidja szerint (nﬁzl) = (”H;:_l).

1.4.1.3. Feladat. Legyenekn,k>1. Hany olyan megolddsa van az xi+xo+...+x=n egyenletnek,
ahol x1,x9,...,xp > 0 egész szamok és tekintettel vagyunk a sorrendre is?

Megoldas. Pl. n =5, k =3 esetén az x1 +x9+x3 =5 egyenlet ilyen megoldasai (x1,x, 23) =
=(0,0,5), (0,5,0), (5,0,0), (0,1,4), (0,4,1), (1,0,4), (1,4,0), (4,0,1), (4,1,0), (0,2,3), (0,3.2), (2,0,3), (2,3.0),
(3,0,2), (3,2,0), (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1), a megoldasok szama 21.

Lathato, hogy ez ugyanaz a probléma, mint az 1.4.1.2 Feladatbeli. Ha (z1, 2o, ..., ) jeloli a
megoldéasokat, akkor éppen 1, x», ..., >0 lesznek az egyes dobozokba keriil targyak darabszamai.

A vélasz tehat: az (xq, za, ..., r1) megoldasok szama ("+£_1).

1.4.1.4. Feladat. Hanyféleképpen lehet n egyforma tdrgyat k szamozott dobozba helyezni gy,
hogy minden dobozba keriljon legaldbb eqy targy (n>k>1)?

Megoldas. Az n=>5, k=3 esetnél maradva tekintsiink 5 egyforma pontot (labdét): eeeee . A
megoldasokat adjuk meg most is | elvalasztojelekkel (lasd 1.4.1.2 Feladat), pl. ha az 1. dobozba 1
targy keriil, a 2. dobozba is 1 targy, a 3. dobozba 3 targy keriil, azaz (1,1,3), akkor ennek megfelel:
o|e|eee (221)nek pedig megfelel oo | @0 | 0. Itt két elvalasztojel nem kertilhet egymas mellé,
és | jel nem &llhat a legelején és a legvégeén.

Annyi megoldas van, ahanyféleképpen a pontok kozotti 4 helyre a 2 elvalasztojel beilleszthetd,
tehat a 4 hely koziil kell kett6t kivalasztani a sorrendre valo tekintet nélkiil, ez a szam C = (;1) =6.

Altaldnosan az n pont kozotti n—1 helyre kell a k—1 elvilasztojelet beilleszteni, tehat az n—1
hely koziil kell k — 1-et kivalasztani a sorrendre valo tekintet nélkiil, ez a szam C*~1 = (Zj)

Masképp: Visszavezetjiik az [.4.1.2 Feladatra. Tegyiink el6szor minden dobozba egy-egy targyat.
Akkor a megmaradt n—k targyat kell még a k& dobozba tenni gy, hogy nem kell feltétlen minden
dobozba tovabbi targyakat tenni. Az 1.4.1.2 Feladat eredményét alkalmazva (n helyett n — k-ra)
kapjuk, hogy a lehetdségek szama ("ff’f*l) = (Zj) feltéve, hogy n > k.

Megjegyzés. Ha minden dobozba legaldbb r targynak kell keriilnie, akkor a lehetségek szama
("7'?5::11)*1). Valoban, el6bb minden dobozba tegyilink r targyat, majd osszuk szét a megmaradt
n—kr targyat. Az 1.4.1.2 Feladat szerint a lehet&ségek szama ("7127":’“71) = ("%g"_*ll)*l). Ha r=1,
akkor az 1.4.1.4 Feladat feltételei teljestilnek.

1.4.1.5. Feladat. Legyenekn,k>1. Hany olyan megolddsa van az x1+xo+...+x=n egyenletnek,
ahol x1,xs, ..., x, > 1 egész szdmok és tekintettel vagyunk a sorrendre is?
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Megoldas. Pl. n =5, k =3 esetén az x1+x9+x3 =5 egyenlet ilyen megoldasai (x1,x9, 23) =
= (1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,2,2), (2,1,2), (2,2,1), a megoldéasok szédma 6.

Lathato, hogy ez ugyanaz a probléma, mint az 1.4.1.4 Feladatbeli. Ha (z1, 2o, ..., x)) jeloli a
megoldéasokat, akkor éppen 1, x», ..., x5 >1 lesznek az egyes dobozokba keriil targyak darabszamai.

Igy a vélasz: az (21,2, ..., 2) megoldasok szama (271) ahol n > k. Ha n < k, akkor nincs
megoldas (a megoldasok szama nulla).

Masképp: Az egyenlet igy irhato: (x;—1)+(xe—1)+...4+(zx—1)=n—k, ahol z; —1 >0 minden
i-re. Az 1.4.1.3 Feladat szerint (n helyett n—k-t frva) a megoldasok szama (7_).

Megjegyzés. Jelolje az 1.4.1.5 Feladatbeli egyenlet megoldéasainak szamat cx(n), ahol cx(n) =
= (k 1) itt k rogzitett. Az egyenlet Osszes x1, o, ..., Ty > 1 egész szamu megoldésainak a szama,

tekintettel a sorrendre, ahol k véltozo:

e = zn:ck(n) _ kZ: (Z:D _ ot

k=1

1.4.1.6. Feladat. Hdnyféleképpen lehet n kiilonbézd tdrgyat k szamozott dobozba helyezni a
sorrend figyelembevételével (n,k>1)?

Megoldas. Az 1.4.1.2 Feladathoz képest az a valtozas, hogy most nem n egyforma targyat,
hanem n kiilonb6z6 targyat kell a & dobozba tenni.

A targyakat jelolje o, 0,...0,,, ezek most kiilonbo6z6k. Az elhelyezési lehetGségeket k—1 elvéalasztojellel
tudjuk megadni, pl. n=>5, k—3 esetén e,e3/e|e, vagy e e,||e e3. Fzt az n+k—1 jelet tetszdlegesen

permutalhatjuk. A megoldasok szama igy Péii l’l’k D= % =k(k+1)(k+2)---(k+n—1).

Ha n =5, k=3, akkor a lehet&ségek szama 3-4-5-6-7 = 2520.
Masképp: Az elhelyezést két 1épésben végezziik. 1. 1épés: Sorbatessziik a targyakat, erre P, =n!
lehetGség van. 2. lépés: A targyakat egyforméknak tekintve a dobozokba tessziik, a lehet&ségek

szama a [.4.1.2 Feladat szerint (”+k 1) A szorzéasi szabaly szerint a elhelyezések szama n! ("Zﬁl) =
_ (n4k-1)!

k=1 -

Megjegyzés. Az eredmény igy is megadhato: [k]" = k(k+1)(k+2)--- (k+n—1).

1.4.1.7. Feladat. Adott n A-tipusi kilonbézd tdargy és k B-tipusi kilonbozd targy (n,k > 1).
Hdnyféle sorrendje lehetséges ezeknek gy, hogy két B-tipusi tdrgy nem keriilhet eqymds mellé ?

Megoldas. ElGszor helyezziik el egyméas mellé az n db A-tipusa targyat. Az elhelyezések
szama P, =n!. Ezutan a k db B-tipusu targy szaméara n+ 1 hely van, ugyanis az A-tipusuak kozé
lehet tenni Gket (a legelejére és a legvégére is lehet tenni). Az n+1 helybdl kell k& szamu helyet
kivalasztani gy, hogy a sorrend is szamit. A lehetéségek szdma VF 1, feltéve, hogy k <n+1. A

valasz: PV —%,hak<n+l Ha k& >n+1, akkor a ez a szam 0.

1.4.1.8. Feladat. Adott n A-tipusi egyforma tdrgy és k B-tipusi egyforma tdrgy (n,k > 1).
Hanyféle sorrendje lehetséges ezeknek ugy, hogy két B-tipusi tdargy nem kerilhet eqymds mellé ?

Megoldas. Pl. hanyféleképpen lehet sorba rendezni n db nullat (A-tipus) és k db egyest (B-
tipus) ugy, hogy két egyes ne keriiljon egymas mellé?

1. m6d. Hasonl6an, mint az [.4.1.7 Feladat megoldésa, de most a sorrend nem szamit, mivel
egyforma elemekrdl (targyakrol) van szo. ElGszor helyezziik el az n nullat. Ekkor a k db egyes
szaméra n+ 1 hely van, a nullak kozé lehet tenni Sket (a legelejére és a legvégére is lehet tenni).
Pl. n =05, k=3 esetén: 10010100, 01001001, 00010101, stb. Az n+1 helybdl kell k£ szamu helyet
kivalasztani gy, hogy a sorrend nem szamit. A lehetSségek szama CF | = ("H) feltéve, hogy
k<n+1. Han=>5, k=3, akkor ez (g) =20. Ha k > n—+1, akkor a lehet&ségek szama 0.
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2. mod. Elészor a k egyes kozé beirunk £—1 nullat, igy egy ilyen sorozatot kapunk: 101010...10,
majd a tobbi n — k4 1 nullat tetsz6legesen beillesztjiik tgy, hogy a legelejére és a legvégére is

tehetiink. Tehat n—k+1 nullat k£+1 helyre tesziink ismétléssel: UZ;f = Crottl L =Crt=

= (nﬁﬁrl) = ("Zl) Pl. n =5, k = 3-ra el6bb a k = 3 egyes kozé¢ a k—1 = 2 nullat beirva 10101,

majd még n —k-+1 =3 nullat beillesztve: 10010010, 01001010, 01001001, stb.

1.4.1.9. Feladat. a) A kényvespolcon 15 kilonbézd konyv van. Hdnyféleképpen lehet kozilik
kivdlasztani 7 konyvet gy, hogy ezek kézott ne legyenek eqymds mellett dllok ?

b) Hanyféleképpen lehet n konyv kézil k konyvet kivdlasztani igy, hogy ezek kozdtt ne legyenek
egymds mellett allok ?

Megoldas. a) Alkalmazzuk az 1.4.1.8 Feladat eredményét. A kivalasztott konyvhoz 1-est
rendeliink, a tobbihez 0-t, ahol két 1-es nem lehet egymas mellett. Tehdt £ =7 db 1-est ésn =8

db 0-t kell elhelyezniink az adott médon. A keresett érték: (";CH) = (?) = (g) = 36.

b) A keresett érték (”_llzﬂ). Ez akkor nem nulla, ha k <n—k+1, azaz 2k —1 < n, tehat ekkor

lehet n konyv koziil k£ konyvet az adott moédon kivalasztani.

1.4.2. Egész szamok particioi

Ebben a szakaszban azt vizsgaljuk, hogy egy n > 1 egész szam hanyféleképpen irhato fel pozitiv
egészek Osszegekeént, ill. k£ db pozitiv egész Osszegeként, ahol k rogzitett, igy, hogy nem vagyunk
tekintettel a tagok sorrendjére.
Példaul: 1=1, 2=2=1+1, 3=3=2+1=1+1+1,
4=4=34+1=24+2=24+1+1=1+14+1+41,
0=5=44+1=342=34+1+1=24+24+1=24+14+1+1=1+1+14+1+1.

1.4.2.1. Definicié. Az n > 1 egész szam particiéjanak neveziink minden n = A1+ Ao +...+ A
eldallitast, ahol \y > Ao > ... > A\, > 1 egészek, jelolés: A = (A1, Ag, ..., k). Azt mondjuk, hogy ez
eqy k részre (tagra) valé particid. Legyen p(n) azn szam 0sszes particidinak szama €s pg(n) azn
olyan particioinak szama, amelyekben a tagok szima k.

A fentiek szerint p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =7. Tovabba pl. p1(5) =1, p2(5) =2,
p3(5) =2, pa(5) =1, p5(5) = 1. Célszertd a (*) po(0) =1, px(0) =0, k > 1 megallapodas.

Rogton adodik, hogy minden n-re p1(n) =1 (ahol n=n), p,(n) =1 (ahol n=1+1+...+1) és
p(n) =pi(n) +pa(n) +...+pa(n).

Az 1.4.1.5 Feladat megoldasaban lattuk, hogy ha tekintettel vagyunk a sorrendre is, akkor az
n=x1+xo+..+xk, T1,..., Ty > 1 elGallitasok szama (Zj) Kovetkezik, hogy pr(n) > % (Zj) Nem
létezik explicit képlet p(n)-re.

A pi(n) fiiggvényre vonatkozik a kévetkezd rekurzio:

1.4.2.2. Tétel. Han>k>2, akkor|pp(n) =pr_1(n—1)+pp(n—Fk) |

Bizonyitds. Legyen \ egy k részre valo particio. Vizsgaljuk py(n)-et aszerint, hogy az utolsd A
rész 1 vagy 1-nél nagyobb.

Ha Ap =1, akkor n-nek ugyanannyi particidja van k részre, mint amennyi particiéja van n—1-
nek k—1 részre. Ha A\ > 1, akkor minden rész nagyobb, mint 1, igy minden részbdl 1-et kivonva
az n—k egy k részre valo particiojat kapjuk. ]
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n |pn) |pi(n) p2(n) ps(n) pa(n) ps(n) pe(n) pr(n) ps(n)
1] 1 1

21 2 1 1

31 3 1 1 1

41 5 1 2 1 1

510 7 1 2 2 1 1

6 | 11 1 3 3 2 1 1

7| 15 1 3 4 3 2 1 1

8 | 22 1 4 5 5 3 1 1

[.4.1. tablazat. p(n) és pr(n) értékei

Ha k = n, akkor p,(n) = p,—1(n—1)+p,(0) adodik, azaz 1 = 1+p,(0), ami igaz (*) alapjan.

Az 1.4.1 tablazat a p(n) és pr(n) értékeket tartalmazza, ahol k <n <8.

A particiok egy lehetséges reprezentélasa az tn. Ferrers-diagramokkal torténik. Pl a 10 =
=5+3+ 141 particiot ugy adjuk meg, hogy 5 pont keriil az elsé sorba, 3 pont a masodik sorba,
1 pont a harmadikba és 1 pont a negyedikbe:

Ennek a particiénak a konjugaltja a 10=4+2+2+1+1, amelynek Ferrers-diagramjat tgy
kapjuk, hogy az el6bbi diagramot tiikrozziik a f6atlora (az y=—x egyenesre). Az (5,3,1,1) particio
konjugéltja tehat a (4,2,2,1,1), amelynek diagramja a kovetkezd:

A diagramok segitségével belathato:

1.4.2.3. Tétel. Azn szdm olyan particioinak szama, amelyekben k a legnagyobb rész, eqyenld az
n szam k részre valo particioinak szamdval.
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I.5. fejezet

Kombinatorika a geometriaban

Azt mondjuk, hogy n egyenes altalanos helyzeti a sikban, ha barmely kett§ metszi egymast, de
barmely haromnak nincs k6zos pontja. Hasonléan, n stk altaldnos helyzetd a térben, ha barmely
haromnak van k6zos pontja, barmely négynek viszont nincs.

1.5.1. Feladat. Hdny részre osztja a sikot n dltaldnos helyzetid egyenes ?

Megoldas. Jelolje E, ezt a szamot. Itt Fy =2, Fy =4, E3 = 7. Rajzoljunk meg n egyenest,
amelyek a sikot F, részre osztjak. Az (n+ 1)-edik egyenest meghtuzva, ez az el6bbi n egyenes
mindegyikét metszi és az n metszéspont az (n+ 1)-edik egyenest (n+ 1)-részre osztja. Minden
rész egy sikbeli tartomanyt kettévag, tehat igy a sikrészek szama (n+ 1)-gyel novekszik. Kapjuk
a kovetkezd rekurziot:

E.ii=FE,+(n+1), n>1.

Példaul, ha n = 3, akkor adottak az eq, es, e3 egyenesek és rajzoljunk meg tjabb e, egyenest,
amely harom (kiilénb6z6) pontban metszi az el6z6 egyeneseket, lasd az 1.5.1 abrat. Ezek a metszéspontok
e4-et négy részre osztjak. Mindegyik rész egy sikbeli tartoméanyt kettévag, tehat a sikrészek szama
4-gyel novekszik: By = Es+4, B, =7+4=11.

€1

€2

€3
€4

1.5.1. dbra. Egyenesek a sikban

Osszeadve az By = B\ +2, By = Ey+3, B, = FE3+4, ..., B, 1 =E, o+ (n—1), BE,=E,_1+n

39
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n(n+1)

egyenleteket kapjuk, hogy F, = E1+(24+3+...+(n—1)+n), ahonnan E, =1+ 5

_ n?>4+n+2

E, , n>1.
2

1
Megjegyzés. E(n) igy is irhato: E(n) =1+ (n—2{— )7 vagy E(n) = (Z) + (T) + (g)

1.5.2. Feladat. Hdny részre osztja a teret n dltaldnos helyzetd sik?

Megoldas. Jelolje 5, a keresett szamot. Itt S; =2, Sy =4. Tekintsiink n sikot, amelyek a teret
S, részre osztjak. Egy (n+ 1)-edik sikot az el6bbi sikok FE,, részre osztanak a metszésvonalaikkal,
ahol E, az [.5.1 Feladatbeli szam. Az (n+ 1)-edik sik FE,, szamu része minden eddigi térrészt
kettéoszt, igy a térrészek szamét E,-nel noveli. Kévetkezik, hogy

’Sn-l-l :Sn+En7 n = 1‘

Felirva ezt n=1,2,3,...,n—1-re és Osszeadva a kapott egyenleteket kapjuk, hogy S, =2+ F; +

2 3
+ FEy+...+ FE,_;. Hasznalva, hogy E, =1+ (";1), innen S, =2+ (n—1)+ (2) + (2) +...+ (Z),

1
Sp=n+1+ (n—?)k ) a binomialis egytitthatok fels§ dsszegzési tulajdonséga szerint (1.2.3.2 Tétel),
tehat

B n3+5n+6

Sn :
6

n>1.

Megjegyezziik, hogy az addicios képletet hasznalva S, igy is irhat6: S, = (n) + (n) + <n) +

()

Rogton adodik, hogy n kiilonboz6 pont az egyenest P,=n+1= (T) + (g) részre osztja. Vegyiik

észre, hogy a rekurziv képletek szerint az (.S,,) sorozat kiilonbségsorozata az (E,,) szamsorozat, (E,)
kiilénbségsorozata pedig a (P,) szamsorozat, azaz S,+1— S, = E,, E,11— E, = P, minden n-re.

Innen az egymast kovets P,, E,, S, értékek konnyen meghatarozhatok, lasd az 1.5.1 tablazatot,
ahol az E,, és az S,, soraban a mésodik szamtoél kezd6dGen minden szam az el6tte all6 N szam és
az N folott allo szamok Osszege.

E, |2 4 7 11 16 22

Sh 2 4 8 15 26 42

[.5.1. tablazat. A P,, E, és S,, szamok tablazata

Azt mondjuk, hogy n kor altalanos helyzetd a sikban, ha barmely kettének két kozos pontja
van, barmely haromnak viszont nincs kézos pontja.
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1.5.3. Feladat. Hdny részre osztja a sikot n dltaldnos helyzetd kor?

Megoldas. Jelolje K, a keresett szamot. Itt K1 =2, Ky =4, K3=28. Harom &ltaldnos helyzeti
kor a sikot 8 részre osztja, lasd az [.5.2 abrat. Hany részre osztja a sikot négy kor?
[gaz-e vajon, hogy K, = 2" minden n-re?

AN

1.5.2. abra. Koirok a sikban

Tekintsiink n kort és még egy (n+1)-edik kort. Az (n+1)-edik kor az az elsé n kor mindegyikét
két pontban metszi, igy ezek a metszéspontok az (n+ 1)-edik kort 2n részre (korivre) osztjak.
Minden ilyen koriv minden siktartoményt kettévag, ezért

’K}LH =K,+2n, n> 2.‘

Felirva ezt n=2,3, .., n— l-re és 6sszeadva kapjuk, hogy K, =242(142+...4n—1)=2+4+n(n—
—1)=n*—n+2, tehat

Kn:n2—n+2, n>1.

lgy K, =14, Ky =22, K¢ = 32, stb., és kovetkezik, hogy K,, < 2", ha n > 4.

Megjegyzés. Innen kovetkezik, hogy négy halmaz esetén Venn-diagramot nem lehet koérlapokkal
megrajzolni. Ugyanis négy halmaz esetén a sikot, illetve egy téglalapot, 16 részre kell osztani,
mert egy elem az adott négy halmaz mindegyikéhez vagy hozzatartozik vagy sem, ez Vi =16
lehetdség. Korok helyett més zart gorbékkel (pl. ellipszisekkel) vagy téglalapokkal megadhato a
Venn-diagram.
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I.6. fejezet

Fibonacci-szamok

A Fibonacci-szamokat igy definialjuk: Fo =0, F; =1, ’Fn =F, 1+F, > ‘, ahol n > 2. A rekurzios
képlet alapjan F5-t6l kezdve minden tag egyenld az el6z6 két tag osszegével és kapjuk, hogy Fy=0,
=1, F=1F3=2 F,=3, Fs=5, Fy=8, F; =13, Fy =21, Fy =34, F;o =55, ... .

Ez a szamsorozat a kovetkezs problémabol szarmazik, amely szerepel Fibonacci (Leonardo
Pisano) ,Liber Abaci” cimii 1202-ben irt munkajaban:

,Hény par nytlra szaporodik egy év alatt a kezdeti par, ha tudjuk, hogy a nyulak két honap
alatt valnak szaporodoképessé, és ezutan minden nytl-par minden honapban egy 1j parnak ad
életet és mindegyikiik életben marad?”

A feladat megoldasaban a nytul-parok szamanak idébeli alakulasat kell kvetni. Az els6 honapban
1 nyul-par van, és ugyanannyi lesz a mésodikban is, a parok széma a harmadik hénapban valtozik
1-161 2-re. A kovetkezd honapban a sziil6k tjabb parnak adnak életet, igy a parok széma 3-ra né.
Az 6tédik honapban méar az Gj par is szaporodoéképes, igy az 0j parok szama kettével nd, és az
Osszes parok szama 5 lesz. A kovetkez6 honapban méar mindkét ifjabb generécié hoz létre utodokat,
és a parok szama harommal névekedve 8-ra valtozik, stb.

Jelolje a,, a nytdlparok szamét az n-edik honapban. Itt a, = a,_1+a,_2, n > 2, mert az n-edik
honapban annyi nytlpar van, mint az el6z6, az (n—1)-edik honapban (a,,_; ,régi” nyulpar), amihez
hozza kell adni az (n — 2)-edik hénapban létezd nyulparok szamat, mert ezek egy-egy 0j parral
szaporodtak (a,_» ,,4j” nyulpar).

Tehat, a kezdeti értékeket is figyelembe véve, a nyul-parok szama az n-edik hénapban éppen
F,.

I.6.1. Feladat. Hanyféleképpen mehetink fel eqy n lépcsdfokbol dllo lépcsdn, ha egyszerre csak
eqy vagy két lépcsdfokot Iéphetiink ¢

Megoldas. Legyen z,, a lehetGségek szama. Itt x1 =1, 2o =2, x3=3, x4 =>5, mert pl. n=3-ra
ezek a lehetségek: 1+1+1, 142 vagy 2+ 1 lépestfok. Sejtés: x, = F,, .1 minden n > 1-re.

Valoban, ha n > 3, akkor az utols6 1épés szerint két lehetdség van:

1. ha az utolso lépés 1 lépessfok, akkor az (n —1)-edik fokra x,_;-féleképpen léphetiink és 1
foknyi lépéssel felériink az n-edik fokra,

2. ha az utolso 1épés 2 lépcssfok, akkor az (n —2)-edik fokra x,,_o-féleképpen léphetiink és 2
foknyi lépéssel felériink az n-edik fokra,

tehat x, = x,_1+x,_o és innen indukciéval azonnali, hogy z,, = F,, .1 minden n > 1-re.

1.6.2. Feladat. FEqgy n emeletes hdz emeleteit hanyféleképpen festhetyiik le zold és sdrga szinekkel
gy, hogy ne legyen két szomszédos sarga emelet ?

1.6.3. Feladat. Hdny olyan részhalmaza van az {1,2,...,n} halmaznak, amelyek elemei kozott
nincs két eqgymdsutdani szam ?
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Megoldas. Jelolje z,, ezt a szamot. Itt 1 =2 (mert jo az () és az {1}), xo =3 (jo: 0, {1}, {2},
nem jo: {1,2}), z3 =5 (jo: 0, {1}, {2}, {3}, {1,3}, nem jo: {1,2}, {2,3},{1,2,3}).

Legyen n > 3 tetszdleges és tekintsiik az {1,2,...,n} halmaz olyan H részhalmazait, amelyek
elemei kozott nincs két egymasutani szam. Csoportositsuk ezeket igy:

[. Han € H, akkor n—1 ¢ H és annyi H részhalmaz van, amennyi az z,,_o érték.

II. Ha n ¢ H, akkor annyi H részhalmaz van, amennyi az x,_; érték.

Ezért x, = x,_o+x,_1, és kapjuk, hogy z, = F, 2, ahol n > 1.

A tovabbiakban képletet adunk F),-re. Legyen

F(z) = ZFnOC" =r+a*+22° + 32" +52° +82% + 132" + ...

n=0

az a hatvanysor, amelynek egyiitthatoi a Fibonacci-szamok. Ezt a hatvanysort a Fibonacci szamsorozat
generatorfiiggvényének nevezziik. Szorozva x-szel, majd z*-tel kapjuk, hogy:

F(z) = Fy+ Fio+ Fyx® + Fya® + Fya* + Fya® + ..
xF(z)= For+ Fya? + Fox® + Fyat 4+ Fya® + ..
2*F(x) = For® + Fio® + For* + Faa® + ...

Adjuk 6ssze az utolso két sort: o F(z)+22F(x) = Fox+ (Fo+ Fy) 2?4+ (B + Fy) 2 + (Fy+ F3) ot +
+ (Fs+ Fy)2° + ... = Fyx + Fyx® + F3a® + Fyx' + Fya® + ..., amibél kivonva az els§ sort: zF(x) +
+2?F(z)— F(x) = —Fyz = —z, tehat
x

F = —
() 1—a—22

Bontsuk F'(z)-et elemi tortek dsszegére. Itt az 1 —z—x?=0 egyenlet gydkei z1 9= ’1?/5. Jeldlje:

19:%5, Ez%g, ahol Y+ =1, 9-0=—1. Akkor 1 —z—22 = —(z—21) (2 —22) = — (z+9) (z+7).

B
Legyen F(x) = P + S Az A és B értékeket meghatéarozva kapjuk, hogy

) 9 1 1 1
= o) VBar) V5 (1—1936_ 1_@;1;) |

ami kozvetleniil is ellenérizhetd. )
Most hasznaljuk, hogy 1+z+22+...+2"+... = ]

, ahol |z| < 1 (geometriai sor). Innen
x

=1+ar+ad’s*+.. . +a " +..,
1—ax

amit alkalmazva F(x) el6bbi felirasara kapjuk, hogy

F(x)= L <(1+19:17+192:U2+...) —(1 +E:L‘—|—525E2—|—..,)> =

NG ((ﬁ—a)x+(z92—52)x2+...) ,

Sl

Flz) = % S (@ ="

1 —n
Azonositva az F'(x) hatvanysoraban az egyiitthatokat kovetkezik, hogy F,, = E(ﬁ”—ﬁ ), ahol

n > 0. Osszefoglalva az eddigieket :
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1.6.4. Tétel.

i) A Fibonacci-szamok generdtorfiggvénye | F(x) =

i) (Binet-képlet) * Az F, Fibonacci-szdmokra | F;, =

~1,618033, 9 = 155 ~ —0,618033.

Megjegyezziik, hogy ¥ és ¥ az 2> —x —1 = 0 egyenlet gydkei. Ezek a szamok kapcsolatosak az
aranymetszéssel. Aranymetszést akkor végziink, ha egy szakaszt gy osztunk két részre, hogy a

nagyobbik aranya az egész szakaszhoz egyenl§ legyen a kisebbik résznek a nagyobbik részhez valo
. p . qeens , ) x Yy

aranyaval. Ha x és y jeloli ezeket a részeket, ahol x > y, akkor a feltétel: v a. Innen
 rty  x

1? —xy—y® =0 és az x/y = u jeloléssel v’ —u—1=0, uy =19 >0, up =9 <0, tehat u=z/y =1.

Az a tokéletes arany” értéke pedig y/x=1/9=—19~0,618033 (ez szamos képzémiivészeti alkotés

elemei kozott megfigyelhetd).

Mivel [0] < 1, kovetkezik, hogy lim 0" =0, igy lim —=— =1, azaz F,, ~ 9" //5, olvasd: F,

aszimptotikusan egyenls 9"/ V/5-tel.

Tehat nagy n értékekre F), kozelitSleg 9"/ V5. S6t, ez mar kis n-ekre is nagyon jo kozelitést ad.
Pl. n=10-re Fio="55, 9'°//5="55,003636, n = 20-ra Fy, = 6765, 9?°//5~ 6765,000029, n = 25-re
Fhs = 75025, 92° /v/5 = 75024,999997.

Mi tobb, [9" /v/5]| <1/2, ahol n>0, igy a Binet-képletbél |F, —9"/v/5| <1/2, tehat F, tavolsdga

(V|
9" /\/5-t61 1/2-nél kisebb minden n > O-ra. Kovetkezik, hogy | F,, = [% + 5] , n>0| ahol [z] az

x szam egészrészét jeloli, ami egy tjabb zéart alak Fj,-re. Az is igaz, hogy ha n péros, akkor
F, <9"//5, ha pedig n paratlan, akkor F,, > 9" //5.

1.6.5. Feladat. Igazoljuk, hogy Z ( ) =Fy,, aholn > 0.

Megoldas. Hasznalva a Binet-képletet és a binomialis-tételt:

S () 3 ()7 5 (o 5 ()7

1 n —n 1 o, =2n
\/5((1—1—19) (14+9)") \/5(19 9

Az 1.6.4 Tételbeli Binet-képlet teljes indukcidval kozvetleniil is igazolhato, de ehhez sziikséges,
hogy azt elére megsejtsiik (ami nehéz). A Fibonacci-sorozat generatorfiiggvényét hasznalo fenti
modszer elénye az, hogy az F,,-re vonatkozo képlet ugy vezethetd le, hogy azt (vagy annak alakjat)
elére nem sejtjik. A levezetésben elég, ha formélis hatvanysorokkal dolgozunk, a konvergencia
vizsgéalata nélkiil.

Altalanosan az (a,),>0 valés szamsorozat generatorfiiggvénye az A(zx) = ag+ a7 +az? +
+...+a,x"+... formalis hatvanysor, az ag, a1, ..., a, véges valos szamsorozat generatorfiiggvénye
az f(r) = ap+a1x+asx®+ ...+ a,z™ polinom.

):FQn-

'Ezt a képletet Leonhard EULER publikélta 1765-ben, Jacques BINET 1843-ban tjra felfedezte.
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P1. a binomiélis egyiitthatok (7)), (%), ..., () sorozatahoz tartozo generatorfiiggvény a kivetkezd
polinom:

(g) + (T)x++ (Z):cn = (1+a)"

A formalis hatvanysorokra, illetve a polinomokra vonatkozoé szokéasos miiveleti szabalyok (pl.
az Osszeadasra, szorzéasra, hatvinyozéasra vonatkozd szabalyok) alkalmazasaval lehet&ség van a
vizsgalt sorozatok tulajdonségainak viszgalatara (4ltalanos tag, rekurzios képletek). Tovabba a
matematikai analizis eszkozei is alkalmazhatok (differencialas, integralas). A miveletek tobbsége
attol fliggetleniil elvégezhetd, hogy a fellépd sorok konvergensek-e vagy sem.

A generatorfiiggvények vizsgélata egy fontos és hatékony modszer nemcsak a kombinatorikaban,
hanem a matematika méas teriiletein is.

Megjegyezziik, hogy végtelen sok tagu sorozatok esetén a generatorfiiggvény elnevezés kissé
félrevezets, mert A(z)=ap+a1x+as2?+...+a,x"+...-et fliiggvényként tekintve az A(z) fiiggvényérték
konvergencia problémékat vet fel, amelyekkel nem sziikséges foglalkoznunk, ha formalis hatvanysorokkal
dolgozunk.

1.6.6. Feladat. A binomidlis egyiitthatok (14+x)™ generdtorfigguényébdl kiindulva igazoljuk, hogy
) () + () () + (D) () et (7)) = (727), abol 120, 7 <m, 1< m, ldsd 1.2.5.4
Tétel,
b) S k() =n-2""1, ahol n>1, ldsd 1.2.1.6 Feladat.

Megoldas. a) (1+2)™"" = (142)™(1+x)", itt a bal oldalon 2" egyiitthatoja ("1"). Vizsgaljuk
meg mennyi x” egyiitthatdja a jobb oldalon.

b) Yoo (1) akF=(1+2)", derivalva: >__ k(})a* ' =n(14+2)"", esa=1re Y} k(})=n-2"""1.

A Fibonacci-sorozat altalanos tagjara vontkozoé képlet masképpen is levezethets. A példatari
részben szerepld 3 Feladatbeli eljaras alkalmas az ’ Tpi1 = aTp+br,_1, n2>1 ‘ masodrendii allandé6
egyilitthatoés linearis rekurzidkkal adott sorozatok n-edik tagjanak a meghatérozéasara is, ahol
To = c és x1 = d adott értékek.

Haa=0=1, c=0, d=1 akkor visszakapjuk a Fibonacci-sorozatot. Haa=b=1,c=2,d=1,
akkor a kovetkez6 sorozatot kapjuk:

(Ln)n>0y Lnt1 = L+ Ly—1, ahol Lo =2, L; =1, ezt Lucas-sorozatnak nevezziik. Itt tehat
Lo=2,L1=1,Ly=3,Ls=4,L,=7,Ls=11, Lg =18,... .




I.7. fejezet

Catalan-szamok

I.7.1. Feladat. Adottak az ag,aq,as, ...,a, vdltozok (szamok), ahol n > 0, és tekintsik ezek
ag-ay-as - - - a, szorzatdt. Hanyféleképpen zdrdjelezhetd egyértelmiien ez a szorzat? Pontosabban :
Hanyféleképpen zdarojelezhetd ez a szorzat n—1 zdrdjelpdr alkalmazdsdval ?

Jeloljiikk C,-nel ezt a szamot. Ha n = 2, akkor két lehetGség van: (ag-ay)-as és ag-(ay - az),
tehat Cy = 2. Ha n = 3, akkor a lehetGségek: ((ag-ay)-az)-as, (ap-(ar-az2))-as, ap-((ay-asz)-as),
ao-(ay-(ay-az)), (ag-ay)-(az-as), ezek szama C5 = 5. Tovabba Cy =1 (két tényezs), Cyp =1 (ekkor
egy tényezd van). Mi lesz C), 7

1 2n
A tovabbiakban a generatorfiiggvény modszerrel igazoljuk, hogy C,, = —] minden n >
n n

> O-ra. Ezeket a szdmokat, amelyek szamos kombinatorikai probléméaban fellépnek, Catalan-
szamoknak nevezziik. !

A Catalan-szamok sorozata Co=1, C1 =1, Cy =2, C3=5, Cy =14, C5=42, Cs =132, C; =429,
Cs = 1430, ... . Jelolje C'(z) = C'0+C’1:(:+C'2x +... a (), szamok generatorfiiggvényét.

1.7.2. Tétel.
1) Han>1, akkoryc = CyCr1 +C1Cpg+...+C, 1 Co | .

—v1— 4x 2
2 1+\/1 4x

Bizonyitds. 1) Legyen n>1 tetszéleges és tekintsiik ag, a1, as, ..., a, valamely zarojelezését. Figyeljiik
meg, hogy pontosan egy olyan szorzésjel van, amely minden zar6jelen kiviil esik. Ha ez a szorzasjel
az ay és a1 kozé esik, akkor az elGtte levs ag, aq, ..., ap valtozok Ci-féleképpen zardjelezhetdk, az
utana levé n—Fk valtozo pedig C,,__1-féleképpen, igy a lehet&ségek szama rogzitett k-ra CyC,_p_1,
osszesen pedig ZZ;& CrChr—i.

2) Az 1) pontbeli képlet alapjan

ZC’x—l—i—iZCknklx—l—i—ZCkx ZC’nklx =

n=1 k=0 n=k+1

—1+JIZCkI Z Cr—(e+1)"™ (k+1),

n=k+1

2)|C(x) =

L CATALAN, Eugéne Charles (1814-1894) belga matematikus neve utan. Catalan ezeket a szamokat Segner-
szamoknak nevezte. SEGNER, Janos Andras (1704-1777) magyar tudos volt, Pozsonyban sziiletett, Jénaban,
Gottingenben, Halléban volt egyetemi tanar, orvosi, fizikai és matematikai el6adasokat tartott. 1758-ban adta
meg az a, = aglp_1+a10y_o+...+a,_1a9 rekurziét Eulernek a konvex sokszogekre vonatkoz6 problémajéra, lasd
1.7.4 Feladat.
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ahol >, ., C, (kﬂ)x”_(k“) = Co+Ciz+Cox*+... = C(x), igy kapjuk, hogy

1+v/1-4 2
C(z) =1+2C?*(x), ésinnen C(z)= - .
2x 1 Fv1l—-4zx
. B P : 1—/Td 2
Melyik a megfelels elgjel? Mivel C'(0) = Cy =1 kdvetkezik, hogy C(z) = =5~ = = a
helyes képlet. [ |

Az 1) pontbeli rekurziv képletbdl (amelynek jobb oldala egy konvolicios 6sszeg) meghatarozhatok
az egymast kovets C), szamok.

1 /2
I.7.3. Tétel. Minden n >0 szamra |C,, = —( n)
n+1

Bizonyitds. Hasznéljuk az altalanositott binomialis képletet, lasd az [.2.1.7 el6tti képletet, ahonnan

1/2
=1/2-re V1—4dz = Z ( / ) 4z)* és az 1.7.2 Tétel szerint

(z() )= B (D)o (e
n=23 ()

it s s M2

() = () (2) (3) () - (25 = oo G =

_ n (QTL)' . n (2”)' . n 1 2n
=(=1) 2+ (n+1)1-2-4- - (2n) = (=1 22n+1(n41)1n) =(=1) m(n)

Behelyettesitve kovetkezik, hogy

ahonnan kapjuk a C),-re vonatkozo6 képletet. [

[smertetiink tovabbi néhény olyan kombinatorikai feladatot, amelyekben a Catalan-szamok
lépnek fel.

1.7.4. Feladat. (FEuler) Hanyféleképpen lehet eqy n oldali konvex sokszdget haromszogekre bontani
olyan dtlokkal, amelyek a sokszog belsejében nem metszik eqymdst ?
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Megoldas. Jeloljiik a keresett szamot E,-nel. Itt Fs =1 (megéllapodés szerint), F3=1, E;=2,
FE5 = 5. Tekintsiik az A1 A, ... A, sokszog egy haromszogekre bontasat. Legyen az A; A, oldala
haromszog harmadik csticsa Ay (5. abra). Az A1 Ay és ApA, atlok az n-szoget az Ay As.. Ay k-
szogre, az A ApA, haromszogre és az ApAgi1...A, (n—k+ 1)-szogre bontjak. Mivel a k-szoget
Ei-féleképpen, az (n—k+1) szoget FE,_j.1-féleképpen bonthatjuk fel haromszogekre ezért az
A1 AR A, haromszoget tartalmazo haromszogekre bontasok szama FpE, 5.1, ahol 2 < k <mn—1.

n—1
Osszegezve: E, = Z EyE, ki1, ahol n > 3.
k=2
Ha n helyett (n+ 2)-6t irunk (a feladatban n oldala sokszog helyett n+ 2 oldala sokszoget
n+1 n+1
tekintiink), akkor kapjuk, hogy E”+2:Z EyE, 1.3, innen az E/ =F, 5 jeloléssel E;L:Z E, 2E, i1,
k=2 k=2

azaz

n—1
r IR nl
E = E EE, ;i 1,
=0

ami ugyanaz, mint a [.7.2 Tételben szerepls rekurzio. Mivel a kezdeti értékekre E] =1 = (Y,
kovetkezik, hogy E! = C,, minden n > 1-re.

1 [2n—4
TehétEn:Cn_gz—(n >,n23.
n—2

n—1

I.7.1. abra. Konvex sokszdqg felbontdsa hdaromszdgekre

Kozvetleniil is belathatjuk, hogy minden n-re bijektiv megfeleltetés van egy (n + 2)-oldalt
konvex sokszog haromszogekre bontasai és az ag-aq - - - a, szorzat zardjelezései kozott, ahonnan
kovetkezik, hogy E,, 1o=C,,. Valéban, ha adott egy (n+2)-oldala konvex sokszognek egy haromszogekre
bontésa, akkor kovessiik az alabbi eljarast:

a) irjuk fel a sokszog oldalaira egymésutan az ag, a, ..., a, valtozokat,

b) keressiink egy olyan haromszoget, amelynek két oldala a sokszog szomszédos megjeldlt
oldalai (biztosan van ilyen haromszog),

c) toroljik le az abrarol ezt a két oldalt, és a két oldalon levs valtozok szorzatéat irjuk fel a
haromszog harmadik oldalara (az eredeti sokszog egy atlojara),

d) a kapott sokszogre ismételjiik meg a b), ¢), d) 1épéseket.

Igy a ag-aq - - - a, szorzat egy zarojelezését kapjuk. Belathato, hogy kiilonb6z6 haromszogekre
bontésokhoz kiillonb6z6 zardjelezések tartoznak, és minden zardjelezést megkapunk.
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1.7.5. Feladat. Hdnyféleképpen juthatunk el a koordindtarendszerben a (0,0) pontbdl a (2n,0)
pontba gy, hogy lépéseink az f = (1,1) és €= (1,—1) vektorok lehetnek és ne menjink a vizszintes
tengely ald? (f = dtlosan fel egyet, ¢ = dtlosan le egyet a rdcspontok kozétt.)

1.7.6. Feladat. Hdny olyan 2n-tagi xq, xo, ..., Ta, sorozat van, ahol a tagok mindegyike +1 vagy
—1, xr1+ 22+ ... + 29, =0, €s a2z x1,T1 4+ To, X1 + To + T3, ..., T1 + To + ... + Lo, parcidlis osszegek
mindegyike >0 ¢

Megoldas. Ez ugyanaz a probléma, mint az [.7.5 Feladatbeli. Az f = fel 1épést jelolje +1, az
¢ = le lépést jelolje —1, ahol az n—1 db. +1-et és az n—1 db. (—1)-et egymas mellé irva dsszegiik
0 lesz. Az, hogy az it nem megy a vizszintes tengely aléd éppen azzal ekvivalens, hogy a parciélis
osszegek mind > 0 értékiek.

Valasz: C,, = L (2n> .
n+1\n

1.7.7. Feladat. Hdanyféleképpen juthatunk el az nxn-es sakktdblan a bal also sarokbdl a jobb felsd
sarokba gy, hogy egyszerre eqyet léphetink felfelé vagy jobbra és nem léphetiink a (bal alsé sarkot
a jobb felsd sarokkal 6sszekdtd) mellékatlo folé ?

Megoldas. Legyen a, ¢és b, az Osszes lehetséges utak szama, ill. a mellékatlo alatt marado
utak szama. Itt a; =1, a3 =2, a3 =6, a4 =20, ... és by =1, by =1, b3=2, by, =5, ... .

Jelolje A és B a bal also sarkot, ill. a jobb fels§ sarkot. Az A-t B-vel 0sszekots utak (torott
vonalak) szama a,, = (2::12), mert 2n—2 lépésre van sziikség, ebb6l n—1 1épés felfelé és n—1 lépés
jobbra. Azt kell megadni pl., hogy mikor 1épiink jobbra. A 2n —2 1épésbdl kell tehat kivalasztani
(n—1)-et, a sorrend nem szamit.

Ezek koziil hany olyan A — B 1t van, amely a mellékatlo alatt marad? Nevezziik ezeket ,,jo”
utaknak. Tekintsiik a nem ilyen, a ,rossz” utakat. Minden rossz ut a mellékatlo folé kertil, tehat
metszi az [.7.2 abran lathato e egyenest. Jelolje P azt a pontot, ahol egy rossz it elGszér metszi
az e egyenest. A rossz 1t igy az A— P és P— B részekbdl all. Az A— P torott vonalat tiikrozziik
az e egyenesre, legyen a tiikorkép az A’ — P torott vonal. Az A'— P egytitt a P — B-vel (ez utobbi
valtozatlanul) egy A’ — B 1t.

1.7.2. abra. Sakktdbla és a Catalan-szamok
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Belathato, hogy igy bijektiv megfeleltetést létesitettiink az A— B rossz utak és az A'— B (6sszes
lehetséges) utak kozott. Itt A’-b6l B-be tgy juthatunk, hogy a 2n — 2 1épésbdl megadjuk azt az
n-et, amikor jobbra lépilink. Ezek szama (2"7:2), hasonléan, mint a megoldés elején.

A j6 utak szdma igy b, = 2n = 2) — (Zn B 2) :l 2n= 2) =C,_1. Ez egy kozvetlen bizonyitas,

n—1 n n\n—1
itt nem hivatkoztunk a Catalan-szamok elGzetesen levezett tulajdonsagaira.

Innen kovetkezik az 1.7.6 Feladat megoldasa is. Valoban, n helyett n -+ 1-et irva tekintsiik az
(n4+1) x (n+1)-es sakktablat. A jobbra lépést jelolje +1, a felfele torténd lépést —1. Itt az n db.
+1 és az n db. (—1)-et egymas mellé irva 6sszegiik 0 lesz. Az, hogy az ut a mellékatlo alatt marad
éppen azzal ekvivalens, hogy a parcidlis 0sszegek mind > 0 értéktek. Tehat az 1.7.6 Feladatra a

1 /2
valasz: C, = —( n)
n+1\n

Megmutatjuk, hogy az eredeti 1.7.1 Feladatra is adhato a generatorfiiggvény modszert nem
hasznalo, elemi megoldas gy, hogy visszavezetjiik a most kozvetleniil megoldott 1.7.6 Feladatra.
Bijektiv megfeleltetés van az ag-a; - - - a,, szorzat zarojelezett alakjai és az 1.7.6 Feladat feltételeinek
eleget tevs 2n-tagi xq, xo, ..., T9, sorozatok kozott.

Valoban, tekintsiik az ag-a; - - - a,, szorzat egy tetszéleges zarodjelezett alakjat.

1. 1épés: tegylink ki még egy par zardjelet az elejére és a végére,

2. lépés: a szorzasjelek helyett irjunk +1-et,

3. lépés: a jobb oldali zardjelek helyett irjunk —1-et,

4. 1épés: a bal oldali zarojeleket és az ag, ay, ..., a, valtozokat toroljiik le.

Ekkor a kapott +1 és —1 szamokbol allo sorozat teljesiti a 15.6. Feladat feltételeit. Kiilonb6zd
zardjelezésekhez kiilonbozé sorozatok tartoznak és minden sorozatot megkapunk. Pl. n = 3-ra

(ap-ay)-(ay-az)-bol kiindulva ((ag-ay)-(az-asz)) és +1—14+1+1—1—1 adodik,

ag- (ay - (az-ag))-bol kiindulva (ag-(a;-(az-as))) és +1+1+1—1—1—1 adodik.



o2

1.7. FEJEZET. CATALAN-SZAMOK



I.8. fejezet

Stirling-szamok

1.8.1. Masodfaju Stirling-szamok

Elgszor az tin. mésodfaju Stirling-szamokkal foglalkozunk.

Legyen A egy tetszéleges véges halmaz és legyenek By, Bs, ..., By C A. Ha ezek a részhalmazok
nem iiresek, paronként diszjunktak és unidjuk az A halmaz, akkor azt mondjuk, hogy By, B, ..., B
az A halmaz egy osztalyfelbontésat (més néven osztalyozasat vagy particiojat) alkotjak. A B;
részhalmazokat osztalyoknak vagy blokkoknak nevezziik. Az osztéalyfelbontésok képzését az adott
halmaz particionaldsanak is nevezzik.

Legyen A egy n-elemi halmaz (n>1). Hany k részhalmazra valo osztalyfelbontasa van A-nak?
Ha pl. k =2, akkor A-t két nemiires valodi részhalmazra kell bontanunk. Egy ilyen részhalmazt
(2" —2)-féleképpen lehet kivalasztani (az tires halmaz és az A nem jok), ekkor a méasik részhalmaz
meghatarozott. De a két halmaz sorrendje 1ényegtelen, ezért a lehetGségek szama 2™ —2 fele, azaz
=11,

Pl. A={1,2,3} két részhalmazra valo particioi: {1,2}U{3}, {1,3}U{2}, {2,3}U{1}, ezek szama
3=2%"1-1.

Az A ={1,2,34} két részhalmazra valo particioi: {1} U{2,3,4}, {2} U{1,3,4}, {3} U{1,2/4},
{43 U{1,2,3}, {1,2} U{3,4}, {1,3}u{2,4}, {1,4}U{2,3}, ezek szama 7=2"1—1.

I.8.1.1. Definici6. Legyenekn>1, k>1. Egy n-elemd halmaz k részhalmazra valo osztdalyfelbontdsainak
szamdt masodfaju Stirling-szammnak nevezziik, jelolés {}} vagy S(n,k). Az dsszes particiok

szama a B(n)-nel jelolt Bell-szam, amelyre B(n) = Z {Z}
k=1

Megjegyezziik, hogy B(n) nem mas, mint egy n elem halmazon definialhat6 ekvivalenciarelaciok
szama.

A definici6 szerint azonnali, hogy ha k>n, akkor {}}=0. Tovabba {1} =1 (n>1),{ " }=(})
(n>2),{"} =1 (n>1). Lattuk, hogy {5} =2"""—1 (n >2).

Megallapodas szerint (*) {[;} = 0 minden n > 1-re és (*¥) {8} =1

1.8.1.2. Tétel. Ha 1 <k <n, akkor

{n} _ n—1 n n—1
kS k k—1]|
Bizonyitds. Legyen 2 < k < n. Tekintsiik egy n-elemd halmaz k részhalmazra (k blokkra) valo
particioit. Az n-edik elem vagy 6nmaga alkot egy blokkot, vagy nem.

23
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n 4y o 45F G {5) {6} | B
1] 1 1
2|1 1 2
3|11 3 1 5
411 7 6 1 15
501 15 25 10 1 52
6|1 31 9 65 15 1 |203

[.8.1. tablazat. Masodfajia Stirling-szamok és Bell-szamok

Ha {n} egy blokk, akkor n—1 elemet kell még k—1 blokkra osztani és ez {Z:} }-féleképpen
lehetséges.

Ha {n} nem blokk, akkor particionéljuk eldszér az {1,2, ...,n—1} halmazt k blokkra, ezt {",'}-
féleképpen lehet megtenni. Majd mind a k blokkhoz vegyiik hozza az n elemet, ez k-féleképpen
lehetséges.

A particiok szama tehat {7~} }+k{"'}.

Ha k=1, akkor {7} ={""}+{","}. Innen n>2-re a fenti (*) konvenci6 szerint 1 =1+0, ami
igaz, n = l-re pedig (**) szerint 1 =0+1, ami igaz (ezért célszertiek a (*) és (**) konvenciok). m

Az 1.8.1 tablazat a masodfaju Stirling-szamokat és a Bell-szamokat tartalmazza:

Az el6bbi rekurziv képlet szerint (amely hasonlo a binomialis egyiitthatok addicios képletéhez)
itt minden {7} bels6 szam egyenl a felette all6 szam k-szorosanak és az attol egy hellyel balra
allo szam Osszegével. Ennek alapjan a tabldzat konnyen kiegészithetd tijabb sorokkal.

1.8.1.3. Feladat. Adjuk meg az 5. Tdbldzat kévetkezd hdrom sordt.

A Bell-szamokra vonatkozik a kévetkezs rekurzio. Megjegyezziik, hogy az 1.8.1.1 Definici6 és az
elébbi (*) konvenci6 szerint B(n)={ }+{}}+...+{} (n>1). Han=1, akkor innen B(O):{g}zl
(**) szerint, ezért legyen (***) B(0) = 1.

1.8.1.4. Tétel. Han >0, akkor

B(n+1) = k; (Z)B(k:) .

Bizonyitds. Nézziik az {1,2,...,n, n+1} halmaz Gsszes particioit aszerint, hogy az n+1 elem blokkja
hény elemet tartalmaz.

Tegyiik fel, hogy az n+1 blokkjaban j szamu elem van, ahol 1 <7 <n+1. Akkor a blokk t&bbi
J—1 szamu elemét (jfl)—féleképpen lehet megvalasztani, és ha ez megtortént, akkor a tovabbi
n+1—j szamu elemet 6sszesen B(n+1— j)-féleképpen lehet particionélni (ha itt j =n+1, akkor
n-+1—7j=0, ide kell, hogy B(0)=1). Igy

B(n+1) = HZH (jil>B(n+1—j) - HZH (n_ZH)B(nH—j) -y (Z)B(k).

Jj=1 Jj=1

A kovetkez6 képletbdl az {7} masodfaji Stirling-szamok kozvetleniil is szamithatok.
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1.8.1.5. Tétel. Ha 1<k <n, akkor

(== 20 (§Ja—r

ahol spy az f:{1,2,...,n} —{1,2,...,k} sziirjektiv figgvények szama (ldsd 1.5.5, n és k felcserélve).

Bizonyitds. Haaz f:{1,2,....,.n} —{1,2, ..., k} fiiggvény sziirjektiv, akkor f~1(1), f~1(2), ..., f~1(k)
az {1,2,...,n} halmaz egy olyan particiojat adjak, amely k blokkot tartalmaz. Figyeljiik meg, hogy
a kiilonbozo sziirjektiv f fiiggvények minden k& blokkot tartalmazoé particiot kl-szor adnak meg,
mert az f~1(i) halmazokat permutdlva a particié nem véltozik, de f megvaltozik. Kovetkezik,
hogy a tekintett sziirjektiv fiiggvények szama s, = k! {] }, és lasd az 1.3.5 Feladat megoldasaban
adott képletet. ]

1.8.1.6. Feladat. Ha n > 1, akkor

ahol [z]y =x(z—1)--- (x—k+1).

Megoldas. 1. méd. Ellenérzés: n = lre x = { |} [z & 2 =z igaz, n = 2re 2% = {3} [z}, +
+{2} [ 2 _ 1) _ 3_f3 3 3 3 B

tal & =z+a(z—1)igaz, n=3raz®={{} [z + {5} [z + {3} [2]s & 2® =2+ 3z(z
—1)+z(x—1)(x—2) igaz.

Az 1.8.1.2 Tételbeli rekurzié alapjan n szerinti indukcioval. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz
n — l-re és igazoljuk n-re, ahol n > 2.

3 (1= (e " e S {0

ahol hasznélva, hogy [z|x = [z]g—1(z —k+1), a j = k—1 index-cserével kapjuk, hogy

IS DR TR Ly 110 ol Fad TR NERANS oY K IR IE R

=1 LY

= {5 S Y-S {7 e

az indukcios feltétel szerint és visszahelyettesitve kész.

2. mod. A képlet két n-edfokii polinom egyenlGsége. Ezt elegendd minden x € N* esetén igazolni,
mert ha a két polinom minden = € N*-ra egyenld, akkor minden x € R-re is egyenls. Legyen tehat
x € N*. Kombinatorikusan bizonyitunk: Legyen A={1,2,...,n}, B={1,2,...,x}. Akkor 2" az f:
: A — B fiiggvények szama. Ezeket csoportositsuk f(A) szdmosséga szerint: ha |f(A)| = k, akkor
az f:A— f(A) sziirjektiv fiiggvények szama s, =k! {} }, lasd 1.8.1.5 Tétel, és az f(A)-ban levs k
elem megvélasztasara (;) lehetdség van. Tehat |f(A)| =k esetén a fiiggvények szama k! {7} (}) =
= {Z} [z]k, ahol 1 < k <n, kész.
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1.8.2. Els6faja Stirling-szamok

Térjlink at az tn. elséfaju Stirling-szamok vizsgalatara. Ezek n elem k ciklusba valo rendezhetéségeinek
szamat adjak meg (a masodfaju Stirling-szamok n elem k nemiires részhalmazba valé elrendezéseinek
szamat jelentik).

Tekintsiik pl. a

326 9418735

9-edfoku permutaciot (lasd 1.1.1.8). Itt 1-nek megfelel 3, azaz o(1)=3, hasonléan o(3)=6, 0(6)=1,
visszakapjuk az 1-et. Nem szerepelt a 2, amelyre o(2) = 2, tovabb, o(4) =9, 0(9) =5, o(5) =4,
visszaadja a 4-et. Nem volt még a 7: 0(7) =8, 0(8)=7. Tehat: 1—3+—-6—1,2—2,4— 954,
T—8—=T.

Igy a kivetkezs tn. ciklusokat kapjuk: (136), (2), (495), (78). A ciklusokban minden elemnek
a rakovetkezd felel meg, az utolsonak pedig az els6. Egy ciklust barmelyik elemével lehet kezdeni,
pl. (495)=(954)=(549). A ¢ permutaciot igy adjuk meg:

(123456789)
o=

o =(136)(2)(495)(78).

A ciklusok sorrendje megvaltoztathato, o irhato pl. igy is: 0 = (78)(136)(495), vagy o =
=(495)(78)(136), stb.

Hasonloképpen, minden n-edfokt permutacié felbonthaté ciklusokra és a felbontas egyértelmii,
eltekintve a ciklusok sorrendjétsl és a ciklusok kezdGelemétdl.

Valojaban a o permutaci6 felbonthaté ezeknek a diszjunkt ciklusoknak a szorzatara, ahol a
ciklusokat is permutéacioknak tekintjiik és a szorzas a permutacioknak, mint fliggvényeknek a
sziikségiink.

Azt mondjuk, hogy a o n-edfoku permutacié tipusa (ki, ko, ..., k,), ha o felbonthato ky
szamu 1 hosszisagu, ko szamu 2 hosszisagu, ..., k, szama n hosszusagi diszjunkt ciklusra, akol
k1+2ko+...+nk, = n. Itt tehat k; az i hossztusagu ciklusok szdma.

A fenti példaban adott o 9-edfoku permutécio tipusa (1,1,2,0,0,0,0,0,0), ahol n=9, k1 =k =1,
ks=2ki=..=kg=06és1-142-14+3-2=09.

123 456 , . ) .

ArT= 5692 3 4 1 6-odfokd permutaciora 1+—5+— 43— 2+—6+— 1, ezért egy ciklus
van, 7= (15432 6). Azt mondjuk, hogy ez egy ciklikus permutacio, és ennek tipusa (0,0,0,0,0,1).
Az e= (1 g g i g g) 6-odfoku identikus permutaciora e=(1)(2)(3)(4)(5)(6), ennek tipusa
(6,0,0,0,0,0).

1.8.2.1. Tétel. (Cauchy) A (ki, ks, ..., k,) tipusi n-edfoki permutdcick szima

n!
- kil kol -k, 1k12k2 ... phn

T(ki, ko, ..., ky)

Bizonyitds. Egy (ki, ks, ..., k,) tipust o permutaciot irjunk a ciklusok hosszainak névekvé sorrendjében :

ahol a csillagok az 1,2,...,n szamokat jelolik. Ezt ugy kapjuk, hogy az 1,2,...,n szamok koziil
kivalasztunk ki-et, amelyek a k; szamu 1-hosszisagu ciklust alkotjak, kivalasztunk 2k, szémot,
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amelyek a ko szamu 2-hosszusagu ciklust alkotjak, stb. Ez Osszesen P, = n! lehetgség (ha a
zarojeleket toroljiik, akkor az 1,2, ...,n elemek permutacioit kapjuk). De a k; szamu i-hosszusagu
ciklus egymas kozott felcserélhetd, ezért osztani kell k;!-sal minden i-re. Tovabbé, mind a k; szamu
1-hosszuséagu ciklust i-féleképpen irhatjuk, hiszen barmelyik elemmel kezdhetjiik, ezért osztani kell
i¥i-nel minden i-re. [ |

1.8.2.2. Definicié. Legyen 1 <k <n. Azoknak az n-edfoki permutdcicknak a szdmdt, amelyek k
ciklust tartalmaznak elséfaja Stirling-szamnak nevezziik, jeldlés [}] vagy s(n, k).

A definicié szerint azonnali, hogy ["'] =1 (az e identikus permutécio, amelyben minden elem
a helyén marad). Tovabba ['] = (n—1)!, mert ha egy ciklus van, azaz ciklikus permutaciérol van
sz0, akkor a tipus (0,0, ...,0,1) és a Cauchy-tétel szerint 7(0,0, ...,0,1) = %' = (n—1)!. Ugyanakkor
[.",]=1(}), mert ha n—1 ciklus van, akkor a tipus (n—2,1,0...,0) és a Cauchy-tétel szerint T'(n—

n—1

—2,10,..0)=¢ ’2“), 5T = "("2*1). Megallapodas szerint (*) [7] = 0 minden n > I-re és (*¥) [J] = 1.

A definicié alapjan azonnali, hogy Z [Z} =nl (n>1).
k=1

1.8.2.3. Tétel. Ha 1 <k <n, akkor

n n—1 n—1

=(n—1
[k] (n—1) { k ]Jr[k—J
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 2 <k <n. Tekintsiik a k ciklust tartalmazé n-edfokt permutéaciokat.
Szamoljuk meg ezeket aszerint, hogy n fixpont-e, azaz (n) ciklus-e vagy sem.

Ha (n) ciklus, akkor marad n—1 elem, amely k—1 ciklust alkot. Az ilyen permutéaciok szama
(230

Ha (n) nem ciklus, akkor n tagja egy legalabb 2 hossztsagu ciklusnak. Legyen o egy k
ciklust (n — 1)-edfoktl permutécio. Az n-et beirhatjuk barmely a szam utan a o ciklusokra valo
felbontasaban, és igy egy n-edfokt permutéciot kapunk, amelyben n nem fixpont. Itt [”;1] lehetség

van o megvalasztasara és (n— 1) lehet8ség van az a szam megvalasztasara. Az ilyen permutaciok
széma tehat (n—1)["'].

A k ciklust tartalmazo n-edfoku permuta(nokat széma tehat [7~ 1]+ (n—1)["."].

Ha most k=1, akkor 7] = (n—1)[";']+[";']. Innen n > 2-re a fenti (*) megallapodas szerint
1 =140, ami igaz, n = 1-re pedig (**) szerint 1 = 0+ 1, igaz (ezért célszertiek a (*) és (**)
konvenciok). [

Az 1.8.2 tablazat az els6faju Stirling-szamokat tartalmazza. A rekurziv képlet szerint itt minden
[1] bels6 szam egyenlS a felette allo szam (n —1)-szeresénak és az attol egy hellyel balra all6 szam
Osszegével.

1.8.2.4. Feladat. Adjuk meg a 6. Tdblazat kévetkezd hdrom sordt.

1.8.2.5. 16.11. Feladat. i) Adjuk meg azokat a harmadfoki permutdcidkat, amelyek k=1, illetve
k =2 ciklust tartalmaznak.
i) Adjuk meg azokat a negyedfoki permutdacickat, amelyek k=2, illetve k=3 ciklust tartalmaznak.

Megoldas. i) Ezek szama [7] =2, ill. [J] =3. A permutacick pedig (123), (132), ill. (1)(23),
(2)(13), (3)(12).

i) Ezek szdma [3]=11,ill. [;
(1)(243), (2)(134), (2)(143)

(6A1))ermutac1okped1g(12)(34) (13)(24), (14)(23), (1)(234),
(1()(23), 2)B)(14), )13

(3)(142), (4)(123), (4)(132), ill. (1)(2)(34), (1)(3)(24)

=
®a
13), (3)(4)(12).
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n | [7] (5] [5] [5] [E] [€]
T 1

2|1 1

312 3 1

416 11 6 1

5024 50 35 10 1
6120 274 225 85 15 1

[.8.2. tablazat. Els6fajia Stirling-szamok

Az [z], =xz(x—1)--- (x —n+1) polinom egyiitthatoi az elséfaju Stirling-szamok segitségével
adhatok meg a kovetkezdképpen:

1.8.2.6. Tétel. Ha n > 1, akkor

Bizonyitas. Ellen6rzés: n = 1-re x = [H r < x=xigaz, n=2-re [x]y = — [ﬂ r+ [3] & x(r—
—1)=—z+a?igaz, n=3ra [z]s = [} |z =[] 2>+ [}] 2* & z(z—1)(z —2) = 22— 32 +2? igaz.

Az 1.8.2.3 Tételbeli rekurzi6é alapjan n szerinti indukcioval. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz
n — 1-re és igazoljuk n-re, ahol n > 2.

Syt = e - et {”;1} xk+:2:§(—1)"_k {Z:ﬂ o,

1

3
3
|

el
I
—
£
Il

Kovetkezik, hogy
n n n—1 n—1
Syt [t = o ne ) Sy [ e = o Dl =l
k=1 Jj=1
az indukcios feltétel szerint. m

Az itt felléps (—1)"* [Z] szamokat szokas elséfajiu algebrai Stirling-szamoknak nevezni, a
[Z} szamokat pedig els6faju abszolut Stirling-szamoknak. Mas szerzék az elbbieket nevezik
elséfaji Stirling-szamoknak.

1.8.2.7. Feladat. Ha n > 1, akkor

ahol [z]" =z(x+1)--- (x+n—1).
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Megoldas. Azonnal kovetkezik z helyett (—x)-et irva az 1.8.2.6 Tételbeli képletbe.

1.8.2.8. Feladat. Jelolje H, =1+ % + % +... —1—% az un. harmonikus szamokat, ahol n > 1.

1
lgazoljuk, hogy minden n > 1-re|H, = [n;— } /nl|.

Megoldas. Ellen6rzés: n =1-re Hy =1 = [g] igaz, n=2-re Hy=3/2= [g] /2 igaz, n = 3-ra
H3;=11/6= [;l] /6 igaz. Tegyiik fel, hogy a képlet igaz n— 1-re és igazoljuk n-re, ahol n>2. Irhato,
hogy

L e S Y R U L M R R

H?’L:HTL— _ = —_ = — — ,
1+n (n—l)!+n n! n! n!

hasznalva az els6faji Stirling-szamokra vonatkozo6 rekurziot.
Megjegyzés. Igazolhato, hogy ha n > 2, akkor H,, nem egész szam, és lim (H, —Inn) =y, ahol

n—oo

v~ 0,5772 az tn. Euler-allando.
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1.9. fejezet

Grafelméleti fogalmak

1.9.1. A grafok szemléletes bevezetése

Tekintstik a kovetkezs feladatokat:

1.9.1.1. Feladat. FEgy 21 tagu tdrsasag bizonyos tagjai kézfogdssal iidvozolték eqymdst. Igazoljuk,
hogy biztosan van olyan személy, aki pdaros szami emberrel fogott kezet.

1.9.1.2. Feladat. Igazoljuk, hogy ebben a 21 tagu tdrsasdgban van legaldbb két ember, akik
ugyanannyiszor fogtak kezet.

1.9.1.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy 6 fds tdarsasignak mindig van 3 olyan tagja, akik
ismerik egymdst, vagy 3 olyan tagja, akik nem ismerik eqymdst (az ismerettségek kolcsinosek.)

1.9.1.4. Feladat. Konigsberg vdrosiban (mai nevén Kalinyingrdd) a Pregel folyon 7 hid vezetett
keresztil az 1.9.1 abra szerint. Végig lehetett-e sétdlni minden hidon pontosan egyszer gy, hogy a
séta végére visszaérkezzink a kiindulopontba ¢

Ezek a feladatok, és ezeken kiviil sok mas, latszolag teljesen kiilonbozé jellegli probléma
ugyanazzal a fontos kombinatorikai struktiraval irhato le és vizsgalhato. Ennek a neve: grdfstruktira
vagy grdf.

Ebben a szakaszban és a kés6bbiekben visszatériink ezekre a feladatokra és bemutatjuk a
megoldésukat.

Az 1.9.1 abran jelolje A, B és C' a partokat, D a szigetet, a hidakat pedig jeloljiik a pontokat
Osszekots vonalakkal. Igy a kovetkezd sematikus abrat kapjuk (1.9.2 dbra).

Az ilyen és ehhez hasonl6 alakzatokat grafoknak nevezziik, itt A, B, C', D az adott graf
csucsai (vagy pontjai, csticspontjai, csomopontjai, szogpontjai), a csiucsokat 0sszekotd vonalak a

[.9.1. dbra. Konigsbergi hidak

61
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A

1.9.2. abra. A konigsbergi hidak grafja

graf élei. Megtorténhet, hogy a sikbeli abran az élek olyan pontban is metszik egymaést, amely
nem csucsa a grafnak.

A graf csucsait vastagitott pontokkal jelezziik. Két cstcs kozott tobb él is lehet, ezeket t6bbszoros
éleknek nevezziik. Egy cstics 6nmagaval is Ossze lehet kotve, az ilyen él neve hurokél.

Az 1.9.1.4 Feladatban megfogalmazott kérdést Konigsberg lakoi tették fel Eulernek, a kor hires
matematikusanak. A fenti kérdés igy is megfogalmazhato: le tudjuk-e rajzolni ezt a grafot egy
vonallal gy, hogy kézben a ceruzat nem emeljiik fel és minden vonalat csak egyszer rajzolunk le?

Euler valaszként igazolta (&ltalanosan vizsgalva a kérdést), hogy nem lehet végigmenni a
hidakon, azaz nem tudjuk lerajzolni a grafot a feltétel szerint. Ugyanis barmely pontbdl is indulunk
ki, ha egy mésik pontba beérkeziink, onnan ki is kell menni. Lehet, hogy utunk soran djra érintjiik
ezt a pontot, de akkor is két él bejarasaval. Ezért sziikséges, hogy minden pontbdl paros sok él
induljon ki. Ez nem teljesiil a fenti grafra, mert minden ponthoz paratlan sok él tartozik.

Euler azt is megmutatta, hogy ez a feltétel (minden pontbodl paros sok él indul ki) nemcsak
sziikséges, hanem elégséges is a graf ilyen bejarasdhoz.

A grafelmélet kialakulasat 1736-t6l szamitjuk, attol a dolgozattol, amelyben Euler a konigsbergi
hidak problémajat megoldotta.

Egy graf valamely pontjanak fokszama vagy foka az adott pontbdl kiindul6 élek szama. Jelolés:
d(A) a A pont fokszama. A 1.9.2 dbran pl. d(A) =d(B) = D(C) =3, d(D) = 5. Egy graf izolalt
pontja egy olyan pont, amelybdl nem indul ki egyetlen egy él sem. Az izolalt pontok tehat a 0
fokszamu pontok, az 1.9.2 d4bran nincsenek ilyenek. Az 1.9.3 abran lathato grafon d izolalt pont,
az a és f pontokban egy-egy hurokél van.

Jelolje |E| egy adott graf éleinek a szamaét.

1.9.1.5. Tétel. Tekintsiink eqy tetszdleges n pontu grdafot, amelynek pontjai Py, Ps, ..., P,.

i) A pontok fokszdmainak ésszege egyenld az élek szamdanak a kétszeresével: d(Py)+d(Py)+...+
+d(P,) =2|E]|.

ii) A pdratlan fokszdmi pontok szdma pdros.

Bizonyitds. i) Vegyiik sorra a pontokat és szamoljuk 6ssze a pontokhoz tartozo éleket. Ezek szama
Osszesen a pontok fokszédmainak Osszege, mésrészt éppen az élek szamanak kétszerese.
ii) Azonnali i) alapjan. [

Vizsgaljuk az 1.9.1.1 Feladatot. Tekintsiik azt a grafot, amelynek pontjait a tarsasag tagjai
alkotjak, az éleket pedig a kézfogasok. Ez egy 21 pontu graf. Alkalmazva az el6z8 Tétel ii) pontjat
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@\ip

1.9.3. abra. Példa grafra

azt kapjuk, hogy paros azoknak a szama, akik paratlan sok emberrel fogtak kezet. De 21 paratlan
szam, ezért biztosan van olyan személy, akire ez nem igaz, aki tehat paros sok emberrel fogott
kezet.

Az 1.9.1.1 Feladatban megfogalmazott allitds nemcsak egy 21 tagu tarsasigra, hanem egy n
tagu tarsasagra is igaz, ahol n > 1 tetszéleges paratlan szam. Az is igaz, hogy ekkor paratlan
azoknak a szama, akik paros szami emberrel fogtak kezet.

Egy olyan grafot, amelyben nincsenek hurokélek és tobbszoros élek egyszert grafnak neveziink,
lasd pl. az 1.9.4 &brat.

In Tg

Ig

T3 T4 o

[.9.4. dbra. Példa egyszerd grafra

1.9.1.6. Tétel. Egy n ponti eqyszerd grafban mindig van két azonos fokszamai pont.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Akkor a pontok fokszamai mind kiilonb6zék. Egy pont
legfeljebb n — 1 masik ponttal lehet Gsszekotve, ezért a pontok fokszédmai 0,1,2,...,n—1. De igy
van olyan pont, amely foka 0 (izolalt pont) és van olyan pont is, amely foka (n—1), azaz olyan,
amely minden méas ponttal 0ssze van kotve. Ez ellentmondas. [ ]

Térjiink ré az 1.9.1.2 Feladat megoldasara. A megfelels graf egyszert grafnak tekinthetd (feltéve,
hogy két ember legfeljebb egyszer fog kezet és senki sem fog kezet sajat magaval) és alkalmazzuk
az 1.9.1.5 Tételt. Az allitas egy n tagu térsasagra is igaz, ahol n > 2 tetszéleges szam. Ha n = 21,
akkor az 1.9.1.2 Feladatot kapjuk.

Sok més olyan probléma is van, amelyek grafokkal modellezhet&k, pl. uthalozatok, telefonhélézatok,
elektromos aramkorok. Bizonyos problémakra iranyitott grafokkal torténik a modellezés, azaz
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olyan grafokkal, amelyeknek élei irdnyitottak. Sok esetben a grafelméleti modszerek és eredmények
alkalmasak a felmeriil problémék megvalaszolasara.

Iranyitott grafnak tekinthetd a vilaghalo is, a World Wide Web, amelynek pontjai a weblapok,
az élei pedig a weblapok kozotti hiperlinkek. A Google és a hasonl6 keresék bonyolult grafelméleti
otleteket és modszereket hasznélnak, hogy ennek a grafnak a pontjaira egy sorrendet allitsanak
fel figyelembe véve a graf globalis jellemzéit.

1.9.2. Egyszerii grafok

A tovabbiakban egyszert grafokkal foglalkozunk, ezek matematikai definicidja a kovetkezs:

1.9.2.1. Definicié. Legyen V egy nemiires halmaz és legyen V® = {{z,y} 2,y €V, 2 £y} a V
kételemi részhalmazainak halmaza. A G = (V, E) rendszert, ahol E C V) egyszerti grafnak, a
tovabbiakban roviden grafnak nevezzik. Itt V elemei a graf pontjai (vagy csicsai, csicspontjai),
E elemei a graf élei.

A G grafra vonatkozoan jelolés: V=Vg, E=FEgq, tehat G=(Vg, E¢). Tovabbi jeldlés: {z, y}=zy,
ahol xy = yx, és x € Vg helyett néha ezt irjuk: x € G.

Ha e = xy € Eg a graf egy éle, akkor azt mondjuk, hogy x és y az él végpontjai. Az u és v
pontok szomszédos pontok, ha létezik egy uv € Eg él. Az ey, es € Eg szomszédos élek, ha van
kozos végpontjuk, azaz e; = xy, eo = xz valamely x,y, z € V-re.

Megjegyzés: Angolul a graf pontjai = [vertex, vertices|, élek = [edge, edges|, innen a V' és E
jelolések.

Itt és a tovabbiakban egy A véges halmaz szamossagat (elemeinek szamat) igy jeloljiik: |A]
vagy #A.

Ha V véges halmaz, akkor |Vg|, |Fq| végesek és véges grafrol beszéliink, a tovabbiakban
ilyenekrol lesz sz6. A Vi; halmaz |V | szamosséagat, tehat a graf pontjainak szamat a graf rendjének
is nevezziik. Ha |Vg| = n, akkor azt mondjuk, hogy G egy n pontu graf. Ha V' végtelen halmaz,
akkor G egy végtelen graf.

A grafok abrazolhatok a sikban. Pl. az 1.9.4 dbra annak a G grafnak a képe, amelyre Vi =
= {1, T2, T3, T4, T5, T, T7, T8, Ty},

Eq = {xlxz, T1X5, X1T7, T2X5, X3L5, LaLs, Lale, Lal7, Lsl7, LeL7, LeLg, L6, $7$8},

ez egy 9 pontu graf, az élek szama 13.

Egy x pont foka (vagy fokszama) az x-szel szomszédos pontok szama, jelolés: dg(x) = d(x),
azaz dg(xr) =#{y € G :zy € Eg}. Az x izolalt pont, ha d(z) = 0.

A fokszamokra vonatkoz6 1.9.1.5 és 1.9.1.6 Tételek igazak egyszert grafokra, az el6z6 szakaszban
adott bizonyitasok megfelelnek az 1.9.2.1 Definicidénak.

1.9.2.2. Definici6é. Legyen G és H két graf. Azt mondjuk, hogy ezek izomorf grafok, jeldlés
G ~ H, ha létezik egy olyan ¢ : G — H bijektiv figguény, amelyre xy € Eq < ¢(x)o(y) € Ey
(minden x,y € Eg-re), azaz xy akkor és csak akkor éle G-nek, ha ¢(x)¢p(y) éle H-nak.

Példaul az 1.9.5 abran levé grafok izomorfak, itt egy izomorfizmus a kovetkezs: zq+— 2, x9— 3,
T30, x4+ 1, x5+— 4.

1.9.2.3. Feladat. Mennyi az n ponti grdifok szdma ?

Megoldas. Annyi n pontu graf van, ahdnyféleképpen az élek megvalaszthatok. Az élek maximalis
széma, |V ?)| = (g) Kovetkezik, hogy az n pontt grafok szama a V(? halmaz részhalmazainak a

szdma, azaz 9(3) = gn(n-1/2 (n>1).
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Ty 3

T T2 1 2

[.9.5. 4bra. Példa izomorf grafokra

1.9.2.4. Feladat. Rajzoljuk le azn ponti grdfokat, aholn=1,2,3. Azonositsuk az izomorf grafokat.

Az 1.9.1 tablazat azt mutatja, hogy adott n-re az n pontd nemizomorf grafok szama joval
kisebb az Osszes graf szamanél.

n 1121(3 |4 5 6 7 8
grafok szama 112 |8 |64 |1024 |32768 [2097152 |268435456
nemizomorf grafok szama |1 |2 (4 |11 | 34 156 1044 12 346

1.9.1. tablazat. Az n pontu grafok szdma

1.9.2.5. Feladat. Rajzoljuk le az n =4 ponti nemizomorf grifokat (ezek szdma 11).

A pontok fokszamai nem hatarozzék meg a grafot. Megtorténhet, hogy a G = (V, Eg) és H =
= (V, Ey) grafokra dg(z) = dg(z) minden = € V-re, de G és H nem izomorf grafok.

1.9.2.6. Feladat. Adjunk példdt ilyen G és H grdfokra.
Tovabbi definiciok és jelolések:

1.9.2.7. Definici6. Legyen G egy grdaf. Azt mondjuk, hogy

G él nélkiili graf, ha nincs eqy éle sem,

G teljes graf, ha Eq = {{z,y} :x,y € V,x #y}, azaz ha barmely két pont szomszédos (issze
van kétve éllel). Az n ponti teljes grdf jelolése: K, (,komplett” grdf),

G csillag, ha gy kapjuk, hogy egqy pontjat osszekityik az dsszes tobbivel,

G at, ha ugy kapjuk, hogy megdllapitva a pontok eqy sorrendjét az elsd pontot dsszekotjiik a
mdsodikkal, a mdsodikat a harmadikkal,..., az utolso eldttit az utolsoval,

G kor, ha egy ttnak az elsd és utolso pontjdt is dsszekotyiik,

G regularis graf, ha minden pontja eqyenld fokszdmi, ha ez a fokszdam r, akkor G eqy r-
requldris grdf.

A K, teljes graf egy (n—1)-regularis graf. Az 1.9.6 abran a Ky teljes graf lathato. A 3 pontu
teljes grafot haromszognek is nevezziik.
Az 1.9.7 abran a 10-edredi 3-reguléris graf, az un. Petersen-graf szerepel.

1.9.2.8. Feladat. i) Hdiny éle van azn ponti csillagnak, dtnak, kornek, illetve a K, teljes grafnak ¢
ii) Rajzoljuk meg a K, teljes grifokat, ahol 1 <n <T.
ii1) Adjunk meg eqy 2-reguldris grdfot és egy 4-requldris grdfot.
i) Létezik-e 3-requldris 5 ponti grdf? Es 7 ponti ?
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1.9.6. abra. Ky graf

1.9.7. abra. Petersen-graf

1.9.2.9. Tétel. Ha n >4 pdros szam, akkor létezik n pontu 3-requldris grdf.

Bizonyitds. n = 4-re a K, teljes graf 3-reguléris. Legyen n = 2k. k-szerinti indukcioval tegyiik fel,
hogy G egy 2k —2 pontu 3-regularis graf. Legyen zy, xz € Eg a G két egy pontbdl kiindulo két éle.
Vegytink két ajabb pontot, jelolje ezeket u, v és képezziik a H grafot, amelyre Vi = Vg U {u, v}
és By = (B \ {zy, zz}) U{zu, zv, yu, zv, uv}. Kovetkezik, hogy H egy 2k pontu 3-regularis graf
(lasd 1.9.8 abra). [

1.9.2.10. Definici6. Legyen G=(Vg, Eq) egy grdf. Azt mondjuk, hogy a G grifnak H részgrafija,
ha VH Q VG és EH Q EG. J(ilOléS H Q G

A H részgrdaf kifesziti a G grifot, ha G minden pontja H-ban van, azaz Vg = V. Ekkor a G
grafnak H eqy feszits részgrafija.

G kiegészitS grafja (komplementer grifia) a G = (Va, VP\ Eg) grdf.

Egy adott grafbol részgrafot tehat tgy kapunk, hogy bizonyos pontokat és az ezekhez tartozo
Osszes élt toroljitk. A kiegészitd grafot tgy kapjuk, hogy tordljiikk G meglévs éleit és megrajzoljuk
az Osszes tobbi lehetséges élet (a pontokat nem valtoztatjuk).

1.9.2.11. Feladat. Adjuk meg a 10. és 13. dbrdan levd grdfok egy-eqy részgrifjdt és kiegészitd
grafjait.
1.9.2.12. Feladat. i) Igazoljuk, hogy ha G egy n ponti grdf, ahol n>6, akkor létezik G-ben vagy
G-ben hdromszdg.

i) lgaz-e ez a tulajdonsdg az 5 ponti grdfokra ?

iii) Kapcsolat az 1.9.1.3 Feladattal ?
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[.9.8. abra. Az 1.9.2.9 Tétel bizonyitasdhoz

Megoldas. i) A G graf éleit szinezziik pirosra, a G komplementer graf éleit pedig kékre. Legyen
a egy tetszdlleges pont, amelybdl legalabb 5 él huzhato, mert n > 6. Kévetkezik, hogy ezek kozott
biztosan van 3 azonos szind ab, ac, ad él, tehat vagy mind a harom piros (G-beli élek) vagy mind
a harom kék (G-beli élek). Legyenek pl. ab, ac, ad piros élek. Ha bc vagy bd vagy cd piros él, akkor
van egy piros haromszog (ha pl. bd piros, akkor abd piros haromszog). Ellenkezs esetben bed kék
haromszog.

ii) Az allitas 5 pont esetén nem igaz. Ehhez elegendd egyetlen ellenpéldat mutatnunk. Tekintsiik
azt az Otcsucsu egyszerd grafot, melyben minden csticsbol pontosan két él és két ,nem-él” indul ki.
(Az el6z6 jeloléssel : Rajzoljunk olyan 6testicsu teljes grafot, melyben minden csticsbol pontosan két
piros és két kék él fut, lasd 1.9.9 abra.) Ez a graf haromszégmentes (és izomorf a komplementerével).

1.9.9. dbra. Ellenpélda 5 pontu graf esetén

iii) n = 6-ra éppen az 1.9.1.3 Feladat allitasat kapjuk!

1.9.2.13. Definici6. Legyenek ey=x¢x1, es=x12s,..., e,=xp_12 eqy G grdaf eqymdshoz csatlakozo
kilonbozo élei. Azt mondjuk, hogy W = ejes...e, eqy k hosszusdgu séta, amelynek xy €s xp a
végpontjai (angolul séta = walk).

A W zart séta (korséta), ha xg = xy, ellenkezd esetben W nyitott séta.

A W séta nyitott at, ha az xg, x4, ..., T pontok pdronként kilonbozdk.

A W séta zart at (korat) vagy k6r, ha az xg, x1, ..., x) pontok paronként kilonbozok, kivéve
xo = x, (ennek hossza k> 3).

Egy sétat tehat gy kapunk, hogy kiindulunk egy pontboél egy él mentén, beérkeziink egy masik
pontba, onnan tovabb haladunk egy masik él mentén, és igy tovabb, mig eljutunk a séta mésik
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[.9.10. abra. Példa grafra

végpontjaba. A bejart élek nem ismétlédhetnek. Ha az érintett pontok sem ismétlédnek, kivéve
esetleg a végpontokat, akkor utrol beszéliink.

Példaul az 1.9.10 abran levé 20 pontu grafban vy — vy — v1g — v11 — Vg — V7 — Vg egy nyitott
séta. Pontosabban, megadva az éleket, (vovr)(vrv12)(vi12v11)(v1106)(V6v7)(V708) egy nyitott séta,
amelynek hosszisaga 6, végpontjai vy és vg. Ez nem 1t, mert a séta a v; pontot kétszer is érinti.

A v9-b6l induld és ide visszaérkezs vy — vy — V19 — V11 — Vg — V7 — Vg — Vg — Uy — U3 — Vo, pontosabban
(vov7) (V7V12) (V12011 ) (V11V6) (V67 ) (V708) (Vs U9 ) (Vg4 ) (V4v3) (V312 ) Séta egy zart séta, amelynek hosszisaga
10. Ez sem nt.

A vy —v9 —v3—vy —v5 -nek megfelels (v1v9)(vov3)(v3v4)(vV4vs5) séta egy 4 hosszisagi nyitott ut.

A v9—v3—v4—19—vg—V7—9 -nek megfeleld (vov3)(v3v4)(V409) (Vovs) (vsv7) (V7V2) egy 6 hosszusagn
zart at, azaz kor.

1.9.2.14. Feladat. i) Igazoljuk, hogy ha egy grafban minden pont foka legaldbb 2, akkor a grafban
van eqy kor.
ii) Mit lehet mondani a grdfrél, ha minden pont foka 2 %

Megoldas. i) Induljunk ki a graf egy tetsz6leges pontjabol és haladjunk az éleken. Minden
pont foka >2, ezért barmely 4j pontba jutva tovabb mehetiink még be nem jart élen (igy egy sétét
kapunk). Csak akkor akadhatunk el, ha olyan pontba jutunk, amelyet kordbban mar érintettiink.
De akkor bejartunk a grafban egy kort.

1.9.2.15. Tétel. Legyen G egy n ponti graf. Ha G-nek van legaldbb n éle, akkor G-ben van kor.

Bizonyitis. Han=1 vagy n=2, akkor a feltétel nem teljesiilhet (egyszerd grafrol van szo). Ha n=3,
akkor a grafot 3 pont és 3 él alkotja, ez egy hidromszog, és az allitas igaz. n-szerinti indukciéval
tegyiik fel, hogy a tulajdonsag igaz minden n—1 pontu grafra. Legyen G egy olyan n pontu graf,
amelynek van legalabb n éle. Tekintsiink a G-beli utak koziil egy leghosszabbat (biztosan van
ilyen).

Ha ez egy zart ut, akkor egy kor, és készen vagyunk.

Ha ez nyitott ut, akkor mindkét végpontja els6foka. Valoban, ha nem igy lenne, akkor az egyik
végponthoz tijabb él csatlakoztatasaval egy hosszabb utat kapnank, ami ellentmond annak, hogy a
valasztott Ut hossza maximalis. Toroljiik az egyik végpontot a hozzé tartozo éllel egyiitt. Kapunk
egy olyan n—1 pontu grafot, amelynek van legalabb n—1 éle. Az indukcids feltétel szerint ebben
van kor, és ez G-nek is része. [

1.9.2.16. Definici6é. A G grdf osszefiiggs, ha bdrmely két u,v pontjdra létezik olyan ut G-ben
(az ut G-nek részgrdfja), amelynek végpontjai uw és v. Az egy pontbdl dllé grdafot is dsszefiiggdnek
tekintyiik.
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A G maximalis, dsszefiiggd részgrifjait a G 6sszefiiggé komponenseinek nevezziik. Ugyanazon
komponenshez tartoznak azok a pontok, amelyek kozitt van G-beli it (amelyek élekkel dsszekithetdk).

Megjegyzés. Az, hogy a graf két u, v pontjara létezik olyan ut G-ben, amelynek végpontjai u
és v egy relacié a graf pontjainak V; halmazan. Ha megengedjiik a 0 hosszisagu utakat is, akkor
belathato, hogy ez egy ekvivalenciarelacio a Vi halmazon. Az igy meghatarozott ekvivalenciaosztalyok
lesznek a G Osszefiiggé komponensei.

1.9.2.17. Feladat. Legyen G eqy dsszefiiggd grif és ebben legyen C' egy kir. Akkor a C kér
barmely e élének torlésével kapott G\{e} grdf is dsszefiiggd.

Megoldas. Legyen u, v a graf két tetszéleges pontja. Ha az ezeket 0sszekots titban szerepel a
torolt él, akkor vehetjiik helyette a C' kornek a tordlt él elhagyasaval kapott részét.

1.9.2.18. Feladat. Legyen G egy n ponti ésszefiiggd grdf (n>2). Igazoljuk, hogy ha az élek szama
< n, akkor G-ben létezik legaldbb egy elsdfoki pont.

Megoldas. Jeldlje G pontjait Py, Ps, ..., P,. G 6sszefiiged graf, ezért nincs izolalt pontja, azaz
d(P;) > 1 minden i-re. Ha nem lenne elséfoku pont, akkor d(P;) > 2 minden i-re, és igy az 1.9.1.5
Tétel szerint az élek szama |E|=(d(P,)+d(P)+...+d(P,))/2>(2n)/2=n lenne, ami ellentmondés.

1.9.2.19. Tétel. Bdrmely n ponti dsszefiiggd grafnak van legaldbb n—1 éle (n > 1).

Megoldas. Ha n = 1,2,3, akkor ez igaz. n-szerinti indukciéval tegyiik fel, hogy minden n —1
pontu Osszefiiggs grafnak van legalabb n—2 éle. Legyen G egy n pontu Osszefiiggd graf. Azt kell
belatnunk, hogy G-nek van legalabb n —1 éle. Tegyiik fel, hogy ez nem igy van. Akkor G-nek
kevesebb, mint n—1 éle van, és az 1.9.2.18 Feladat szerint van egy P elséfokt pont. A P pontot a
hozza tartozoé éllel egytitt tordlve egy n—1 ponti Osszefiiggs grafot kapunk, amelynek az indukcios
feltétel szerint van legalabb n—2 éle. A torolt éllel egyiitt akkor G-nek van legalabb n—1 éle, ami
ellentmondas.

A grafok reprezentalasara készitett abrak tetszetGsek, a feladatok megoldasa soran gyakran
ilyen abrékat vazolva gondolkodunk, de ezek programozasi célokra nem hasznalhatok.

Egy lehetGség a grafok szamitogépes tarolasara a kovetkezs. Ha x4, xs..., x,, egy G graf pontjai,
legyen A = (aij)1<ij<n a8z az n X n-es matrix, amelyre a;; = 1, ha z,x; € Eq (x;z; a graf éle),
és a;; = 0 ellenkezd esetben (x;z; a grafnak nem éle). Ezt a graf szomszédsagi matrixanak
nevezzik, amely szimmetrikus (a f6atlora nézve) és a f6atloban nulldk vannak. Pl. az 1.9.5 abra
els6 grafjanak szomszédsagi matrixa:

01011
10100
A=101 0 1 0
1 0101
1 0010

1.9.3. Fagrafok

1.9.3.1. Definicié. Azokat az (egyszert) grifokat, amelyek dsszefiggdek és nem tartalmaznak
kort fagrafoknak, roviden faknak nevezziik.

1.9.3.2. Tétel. Eqy G grdf akkor és csak akkor fa, ha barmely két kilonbozd pontja kozott pontosan
eqy ut vezet.
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1.9.11. abra. Fagrafok

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G egy fa. Akkor G 6sszefiiggs (definicio), ezért barmely két kiilonb6z6

pontja kozott van at. Tébb Gt nem lehet, mert akkor G-ben lenne kor, ami ellentmondas.
Forditva, tegyiik fel, hogy G-ben barmely két kiilonb6z6 pont kozott pontosan egy 1t vezet.

Akkor G 0Osszefiiggd (mert van 1at) és kormentes (mert csak egy tt van), tehat G fa. [

Az 1.9.11 abran néhany fagraf lathato, az utolso egy csillag(graf), az el6tte levs egy ut(graf).

A fakat definialo két tulajdonsag azt vonja maga utéan, hogy a faknak nem lehet tul kevés éliik,
hiszen Osszefliggek, de tul sok éliik se lehet, mert kormentesek. Mésképp: A fagrafok minimalis
Osszefliggd grafok és maximalis kormentes grafok. Pontosabban:

1.9.3.3. Tétel. Legyen G eqy eqyszeri grdf. Akkor eqyenértékiek a kovetkezd feltételek :
1) G fa(grdf),
2) G dsszefiiggd, de ha barmely élét toroljik, akkor nem marad dsszefiggd,
3) G kérmentes, de barmely j €l hozzavétele esetén a keletkezd grdaf tartalmaz kort.

Bizonyitds. 1) = 2) Tegyiik fel, hogy G egy fa. Akkor G 6sszefiiggd (definicio). Tegyiik fel, hogy
egy zy élt torolve a kapott G’ graf Gsszefiiggd marad. Eszerint a G’ grafban van z-et és y-t
0sszekots P ut. De akkor az xy élt visszatéve a P at és az xy él egy kort alkot, ami ellentmond a
fa definicivjanak.

2) = 1) Tegyiik fel, hogy teljesiil a 2)-beli tulajdonsidg. Akkor G Osszefiiggs és azt kell
megmutatnunk, hogy G-ben nincs kor. Indirekt modon, tegyiik fel, hogy G-ben van egy C' kor.
Akkor C-nek egy élét elhagyva a graf osszefiiggd marad, lasd 1.9.2.17 Feladat, ami ellentmondas.

|

1.9.3.4. Feladat. Igazoljuk az 1.9.3.3 Tételben az 1) = 3) és 3) = 1) implikacickat.
1.9.3.5. Tétel. Ha G egy n ponti fa, akkor G-nek (n—1) éle van.

Bizonyitds. Ha G egy n pontu fa, akkor G Osszefiiggs, ezért G-nek van legalabb (n—1) éle, lasd
1.9.2.19 Tétel. Ugyanakkor G kormentes, ezért G-nek legfeljebb (n—1) éle van, lasd 10.2.15. Tétel.
Kovetkezik, hogy G-nek pontosan (n—1) éle van. ]

1.9.3.6. Tétel. Bdrmely n > 2 pontiu fanak van legaldabb két elsdfoki pontja.

Bizonyitds. Induljunk ki a graf egy tetszéleges pontjabol és haladjunk az éleken tgy, hogy egy
1j pontba érkezve mindig még be nem jart élen megyiink tovibb. Nem torténhet meg, hogy
olyan pontba érjiink, amelyet korabban mar érintettiink, mert akkor bejartunk volna egy kort,
ami lehetetlen. Csak akkor akadhatunk el, ha egy elséfoku pontba jutunk (vesd ssze az ref18.14
Feladat megoldésaval).

Ezzel igazoltuk, hogy 1étezik legaldbb egy elséfoku pont. Hogyan mutathaté meg, hogy biztosan
van még egy elséfoku pont? ]
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Ha a tekintett fa egy ut, akkor ennek pontosan két elséfoku pontja van, a végpontjai.

1.9.3.7. Feladat. Rajzoljuk le az n ponti fdkat, ahol n = 1,2,3.4. Mennyi ezeknek a szdma?
Azonositsuk az eqgymdssal izomorf fakat. Mennyi ezeknek a szama ?

Kérdések: Hany n ponta fa létezik? Hany n ponti, egyméssal nem izomorf fa létezik ?

Tekintstik pl. az 1.9.12 abran levs két 5 pontu fat. Ha e két fanak ugyanolyan sorrendben
megszamozzuk (megcimkézziik) a pontjait, pl. az 1,2,3,4,5 szamokkal, akkor azt mondjuk, hogy
ezek kiilonbozé cimkézett fak (vagy szamozott fak). Altalaban két n pontu cimkézett fa akkor
kiilonb6z6, ha van olyan (7, j) szampar, hogy az egyik faban van ij él, a masikban pedig nincs.

Ha elhagyjuk a pontok szdmozéséat, akkor cimkézetlen fakrol (vagy szamozatlan fakrol)
beszéliink. Két cimkézetlen fa akkor kiilonb6zs, ha nem izomorfak. Az 1.9.12 abran levg két fa
egymassal izomorf, ezért cimkézetlen fakként tekintve Gket nem kiilonbozéek.

[.9.12. abra. Példa izomorf fagrafokra

Ennek megfelelGen az el¢bbi kérdések igy is megfogalmazhatok:
Mennyi az n ponti cimkézett fak szdma? Mennyi az n pontu cimkézetlen fak szama?

Az 1.9.2 tablazat az n ponta cimkézett és cimkézetlen fak szamét tartalmazza.

n 1121314 5 6 7 8
cimkézett fak szama |1 |1 |3 |16 [125 [1296 | 16807 | 262144
cimkézetlen fak szama |1 |1 |1 | 2 3 6 11 23

[.9.2. tablazat. Az n pontu fagrafok szama

Megéallapithato, hogy adott n-re az n ponta cimkézetlen fak szédma joval kisebb a cimkézett
fak szaménal.

Jelolje x, az n pontt cimkézett fak szaméat Az 1.9.2 tablazat szerint xy =1 =222 23 =3 =
=332 2,=16=4"2, 25 =125=5"2. Innen méar megsejthets a kovetkezs, Cayley-tételként ismert
eredmény: z, = n" 2 minden n > l-re (ez n = l-re is igaz). Ez egy meglepen egyszerii képlet,
amelyet bizonyitani fogunk, a bizonyitas viszont nem olyan egyszer.

1.9.3.8. Feladat. Hdny n ponti cimkézett csillag létezik ? Hany n ponti cimkézett ut létezik ¢

Megoldas. A valasz: n, illetve n! /2. Miért épp ennyi?

Az n ponttu cimkézetlen (tehat nemizomorf) fak 7T, szdmara nincs hasonlo egyszeri képlet,
csak becslések adhatok. Mivel egy n pontu cimkézetlen fa legfeljebb n!-féleképpen cimkézhets
meg, azonnal kévetkezik, hogy T, > z,/n! = n"2?/n! minden n > 1-re. Az is igazolhato, hogy
T, < 4™ minden n > 1-re.

Az 1.9.13 dbran a 6 pontu cimkézetlen fak lathatok, ezek szama Ti = 6.

A tovabbiakban ismertetiink egy modszert, amely lehetévé teszi a cimkézett fak megadasat a
megfelel6 abra nélkiil, az un. Priifer-kod segitségével. A fa persze megadhaté az élek felsorolasaval
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[.9.13. abra. A 6 pontt cimkézetlen fak

vagy a szomszédsagi métrixszal is, de ez egy tomorebb reprezentécié, amely ugyanakkor elvezet a
Cayley-tétel bizonyitasahoz is.

Tekintsilink egy n pontt cimkézett grafot, a cimkék legyenek a 0,1,2,....,n—1 szamok. Akkor a
fa Priifer-kodja egy, a 0,1,2,...,n— 1 szamok kéziil (n—2) szambol all6 alaki kod,
ahol fontos a szamok sorrendje.

A 0 cimkéjd pontot a fa gydkerének nevezziik, ez a fa tetszGleges rogzitett pontja lehet. A
gyokértdl kiilonbozo elséfokt pontokat a fa leveleinek nevezziik. Biztosan van legalabb egy levél.
Mi tébb, ha a gyokér nem elséfoku, akkor létezik legalabb két levél, lasd 1.9.3.6 Tétel.

A Priifer-kédot a kovetkezSképpen kapjuk meg:

Megkeressiik a levelek koziil a legkisebb cimkéjit (¢1) és leirjuk ennek a szomszédjat (kq).
Ez lesz a kod els6 szama (kp). Toroljik a ¢; pontot a hozzatartozo éllel egyiitt. Megkeressiik a
megmaradt fa levelei koziil a legkisebb cimkéjit (¢2) és leirjuk ennek a szomszédjat (k). Ez lesz
a kod masodik szama (k). Most toroljitk a ¢, pontot a hozzatartozo éllel egyiitt. Keressiik meg
a megmaradt fa levelei koziil a legkisebb cimkéjiit (¢3) és leirjuk ennek a szomszédjat (k3). Ezt
ismételjiik (sorra letépjiik a leveleket) mindaddig, amig egy két pontbél all6 fa nem marad. Igy
Osszesen (n—2) pontot toroltiink, a tordlt pontok szomszédaibol allo kod tehat valoban (n—2)
szambol all.

2 3 7
O
8 1 4 0 6
O O O O O
5
O

1.9.14. abra. Példa/1/Priifer-kod

Példaul, adott az 1.9.14 abran levé n =9 pont fa. ElGszor a 2 pontot kell tordlni: ¢ =2, ennek
szomszédja a ki = 4, toroljiik az 5 pontot: t5 = 5, ennek a szomszédja a ks = 4, tovabb t3 =6 és
ks=0,t,=Tés ky=3,15=3¢és ks =0, tc=8 és k=1, t;=1 és k; =4 (rendre letépjiik a megmaradt
fa leveleit). Készitsiink egy tablazatot igy:

2567381
4 40 3 014

A koéd tehat ennek a masodik sora: (4403014 | Megjegyezziik, hogy igy végil megmarad a

4—0 él, a 4 torlésével a 0-t is lefrhatnank, de ez felesleges, mert mindig a 0 gyokér az utolsé szam.

Ebben az eljasban az az igazéan figyelemre mélto, hogy egy ilyen kod megadéasaval rekonstrualhaté
a fa. Tehét
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1.9.3.9. Tétel. A Priifer-kod egyértelmiien meghatdrozza a fit.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy a Priifer-kod ismeretében egyértelmiien megadhato a fa n—1 éle.
Tekintsiik a kovetkezs példat. Adott az kod. Ez 8 szambol 4ll, ezért n—2 =8, tehat
egy n =10 pontu farol van sz6. Melyek voltak vajon azok a ti,ts, ..., ts pontok, amelyek torlésével
ezt kaptuk? Mi allhat az alabbi tablazat els§ soraban?

ty ty t3 ta l5 te t7 g
5 2 4 1 0 2 3 1

Lehet-e t; = 17 Nem, mert mert ekkor az els§ lépésben torolniink kellett volna, és nem
szerepelhetne a téablazat masodik sordban. Lehet-e ¢, = 2?7 Nem, ugyanezen oknél fogva. Igy t; #
= 1,2,3,4,5. Kovetkezik innen, hogy t; = 67 Igen, mert ha a 6 nem lenne elséfoku pont, akkor
szomszédja lenne valaminek, és bekeriilt volna a méasodik sorba. Tehat ¢; = 6.

Mi lehet t5 7 Az els6 oszlop elhagyasaval az 5 kikeriil a masodik sorbdl, és az 5 lesz az a legkisebb
szam, amely nem szerepel a masodik sorban. Tehat ¢ =5. Tovabb hasonléan: t3=7, t, =4, t5; =8,
tg = 9, ty = 2, tg = 3, azZaz:

6 57489 2 3
524102 31

A szabaly tehat ez: az elsé sor minden eleme az a legkisebb pozitiv szam, amely nem szerepel
korabban az elsé sorban vagy késébb a masodik sorban.

Hianyzik még az 1, ez alkotja a 0 gyokérrel az utolso élet. Ezzel kiegészitve kapjuk a bévitett
tablazatot :

6 57489 2 31
524102310

Az oszlopok jelentik az éleket és ennek alapjan rekonstrualhato a fa. Kezdjiik az utolsé oszloppal

és haladjunk visszafelé, igy egy egyre boviils fat kapunk(!), lasd az 1.9.15 abrat.

Ezek a meggondolasok teljesen altalanosak és a tulajdonsag bizonyitasat adjék. ]
8 4 7
0 1 3
Ay
4§ 5 2 9
O O O O

1.9.15. abra. Példa/2/Priifer-kod

1.9.3.10. Feladat. Melyik az a fa, amelynek a Prifer-kodja ’53234 17203 ‘9

Nem lehetne egyszertibben kddolni? Felejtsiik el egy rovid idére a Priifer-kodot és tekintsiik a
kovetkezs feladatot:
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1.9.3.11. Feladat. Probalkozzunk a kévetkezd eqyszeribbnek tind kodoldssal: Adott eqy cimkézett
fa, ennek ragzitett a gyokere. Vegyiik sorra az éleket és irjuk le elébb a gydkértdl tavolabbi pontot,
majd a gyokérhez kézelebbi pontot. Az éleket rendezziik az elséként leirt pontok névekvd sorrendjében.
Pl. az 1.9.14 dabrabol kindulva ezt kapjuk:
123456 78
4 40040 31
A probakod legyen a tdblazat mdsodik sora: 4400403 1. Egy n ponti fdnak igy megfeleltetiink
n—1 szamot.
a) Biztos az, hogy az elsd sorban mindegyik szam egyszer szerepel ?
b) Rekonstrudlhato-e ennek a prébakédnak alapjin a fa? Vizsgdljuk a kovetkezd probakodokat:
012345678,876543210,000000, 312545.

c) Miért nem jo ez a mdodszer ? Miért nem lesz ez kod ?

Térjiink vissza a Priifer-kédhoz és igazoljuk a Cayley-tételt.

1.9.3.12. Tétel. (Cayley-tétel) Az n ponti cimkézett fik szima |z, =n""% n>1|.

Bizonyitds. Ahogy azt lattuk, a Priifer-kod bijektiv megfeleltetést 1étesit az n ponti cimkézett fak
és azok kozott az n—2 tagnu szamsorozatok kozott, amelyek minden tagja a 0,1,2,...,n—1 szamok
valamelyike. Az ilyen sorozatok szama 72_2 =n""2 (ismétléses variaciok szdma). Kovetkezik, hogy

ugyanennyi az n pontu cimkézett fak szama is. ]

1.9.3.13. Definici6. FEgy kormentes, de nem feltétlendil osszefiiggd grif neve erds. Rogton adodik,
hogy egy erdd dsszefiiggd komponensei fak (innen szdrmazik az elnevezés).

1.9.3.14. Feladat. Hdny éle van egy n ponti, k komponenst erddnek ?

1.9.4. Feszit6fak, Kruskal-algoritmus
Ebben a szakaszban is egyszeri grafokkal foglalkozunk.

1.9.4.1. Definicidé. Egqy 0sszefiiggd grif feszit6fajanak nevezzik a grdaf olyan feszitd részgrifjdt,
amely fa (ldsd az 1.9.2.10 Definicict).

Masképp: Egy Osszefliggs graf feszitGfaja a graf olyan részgrafja, amely az adott graf minden
pontjat tartalmazza (a graf élei koziil csak bizonyos éleket), és amely fa. A feszitéfa mas elnevezése:
favaz.

1.9.4.2. Tétel. Minden oOsszefiiggd grifnak létezik feszitdfdja.

Bizonyitds. Legyen G egy tetszéleges Osszefiiggs graf. Ha G kormentes, akkor G egy fa és G lesz
a feszit6fa. Ebben az esetben G az egyediili feszitdfa.

Ha G nem kérmentes, akkor van benne egy C kor. A C kor egy e élét elhagyva G\ {e}
Osszefliggd marad, lasd 1.9.2.17 Feladat. Ha G\ {e} kormentes, akkor egy fa, és ez lesz egy feszitofa.
Ellenkez6 esetben hagyjuk el egy kor valamelyik élét. Ezt ismételve véges sok lépés utan a G egy
feszit6tajahoz jutunk. ]
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Ha egy G 0sszefiiged grafban van kor, akkor G-ben tobb feszitéfa is van, és ezek kozott nem
izomorfak is lehetnek.

Neézziik a kovetkez§ gyakorlati problémét: Adott n telepiilés, amelyek kozott vizvezeték halozatot
akarnak létesiteni ugy, hogy az minden telepiilést ellasson az egyik A telepiilésen levs vizforrasbol.
Nem akarjak feltétlentil A-t 6sszekotni az Gsszes tobbivel, a halozaton keresztiil azonban mindegyik
szamara biztositani akarjak a vizzel valo ellatast. Az egyes telepiilések kozotti kozvetlen vezetékek
épitési koltségei ismertek (ezeket a tavolsag, a domborzati viszonyok és egyébb tényezsk hatarozzak
meg).

Kérdés: Mely telepiiléseket kell kozvetleniil osszekapcsolni tgy, hogy a teljes épitési koltség a
lehetd legkisebb legyen?

Grafelméleti fogalmakat hasznalva: Adott egy n pontu teljes graf, amelynek minden éléhez
hozzarendeliink egy pozitiv valos szamot, az épitési koltséget.

Feladat: Hatarozzuk meg ennek a grafnak egy olyan részgrafjat, amely

- Osszefiiggd,

- minden pontot tartalmaz,

- éleihez rendelt koltségek Osszege minimalis.

Rogton adodik, hogy a keresett részgraf egy fa, mert Osszefiiggs (feltétel) és kormentes, hiszen
ha lenne benne kor, akkor annak legkoltségesebb élét megsziintetve a részgraf osszefliggd marad,
az Osszkoltség pedig csokken. Kovetkezik, hogy a keresett részgraf az adott n ponti teljes graf egy
feszitéfaja, amelynek n—1 éle van.

Hogyan lehet egy ilyen feszit6fat megadni?

Tudjuk, hogy osszesen n" 2 szamu n ponti cimkézett fa létezik (Cayley-tétel). Ha sorra
akarnank venni a lehetSségeket, akkor pl. méar n = 10-re 108 = 100000 000 lehetséges fat kellene
megvizsgalnunk. Ennél egyszertibb és hatékonyabb modszerre van sziikség, és ilyen eljaras létezik.

A gyakorlatban bizonyos telepiilések kozotti kozvetlen vezeték (kapcesolat) valamilyen meggondolas
miatt ki van zarva. A teljes graf helyett tehat adott egy Osszefiiggs graf, és ennek kell meghatarozni
egy minimalis koltségi feszitéfajat. Altalaban tobb ilyen fa létezik.

Bemutatjuk a Kruskal-algoritmust, amely alkalmas ennek a feladatnak a megoldéaséra és amelynek
lényege a kovetkezd: kivalasztunk a legkisebb koltségii (legolesobb) élek koziil egyet, majd ismételten
a még ki nem valasztott, legolcsobb élek koziil kivalasztunk egy olyan élt, amely nem hoz létre
kort a mar kivalasztott élekkel.

Pontosabban, legyen G egy n pontu osszefiiggd graf, amely éleinek halmaza F(G) és legyen
c: E(G)—(0,00) egy koltségfliggvény a G élein. Hatarozzunk meg egy olyan F feszit6fat, amelyre
ac(F)= Z c(e) teljes koltség minimalis.

e€E(F)
Kruskal-algoritmus:
Rendezziik az éleket a koltségek novekvs sorrendjében:
E(G) ={e1,e2,...,em}, ahol c(er) < cler) < ... < clepn).
Legyen A= 0 C F(G), A lesz a kivalasztott élek halmaza.
Minden i=1,2, ..., m esetén az e; élt vagy kivalasztjuk, vagy sem az A halmazba a kévetkezSképpen :
- Ha az AU{e;} ¢lhalmaz nem tartalmaz kort, akkor az e; élt kivalasztjuk: A := AU{e;}.
- Ha az AU{e;} ¢lhalmaz tartalmaz kort, akkor az e; élt nem vélasztjuk ki, ekkor A nem
valtozik.
Az algoritmus egy olyan F' részgrafot eredményez, amelyet a G graf 6sszes pontja és az A-beli

¢lek alkotnak (E(F) = A).

1.9.4.3. Tétel. A Kruskal-algoritmus dltal eredményezett F részgrdaf eqy minimdlis koéltségi
feszitdfa.
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Bizonyitds. Az algoritmus soran minden lépés utan kormentes részgrafot kapunk, igy a I’ output
részgraf is kormentes.

Tegyiik fel, hogy F nem 0Osszefliggs. Legyen F” az F' egy sszefiiggé komponense. G 6sszefiiggd,
ezért G-nek van olyan e; éle, amelynek egyik végpontja F’-beli, a masik végpont pedig nem F-beli.
Ez az e; él nem keriilt kivalasztasra, azaz e; ¢ A. Ugyanakkor ez az e; él nem alkot kort F-ben,
ezért az algoritmus soran ezt ki kellett volna valasztani. Ez ellentmondast jelent.

Kovetkezik, hogy F' egy fa, és mivel F' pontjai kozott a G minden pontja szerepel (Indokoljuk
meg!), ezért F' a G egy feszit6faja.

Most igazoljuk, hogy F' egy minimélis koltségi feszitGfa. Legyenek F' élei aq,as,...,a,_1 a
kivalasztas sorrendjében, azaz c(a;) < c(az) < ... <c(a,_1). Legyen ugyanakkor T egy tetszdleges,
F-t6l kiilonboz6 feszitofa, amely éleinek halmaza E(T) = {t1,to, ..., t,_1}.

Legyen a; (i > 1) az els6 olyan él az algoritmus soran, amely nem éle T-nek (biztosan van ilyen
él, mert T'# F), tehat aq,aq,...,a;_1 € E(T), de a; ¢ E(T). Itt i =1 is lehet, ebben az esetben méar
aq ¢ E(T)

Az a; élt a T fahoz hozzavéve egy C kort kapunk (lasd 1.9.3.3 Tétel). Ez a C' kér nem lehet
teljes egészében F-ben, mert F' egy fa, ezért C-nek létezik legaldbb egy olyan éle e éle, amely nem
¢éle F-nek: e ¢ E(F), és éle T-nek: e € E(T). Legyen T az a graf, amelyet tgy kapunk 7-bdl,
hogy T éleihez hozzéavessziik a;-t és elhagyjuk e-t, azaz E(T)) = E(T)U{a;}\{e}. Akkor T} is egy
feszit6fa (Igazoljuk ezt!).

Megmutatjuk, hogy itt c(a;) < c(e). Tegyiik fel, hogy ez nem igy van, azaz c(e) < c(a;). Ha
itt i =1, akkor c¢(e) < ¢(ay) ellentmond az algoritmus els6 lépésének. Ha i = 2, akkor c(e) < ¢(asq)
ismét ellentmondas, mert e az a;-gyel nem alkothat kort, ezért a mésodik 1épésben az e élt kellett
volna vélasztani. Legyen ¢ >3 és ¢(e) < ¢(a;). Az algoritmus az i-edik 1épésben nem az ,0lcsobb” e
élt valasztotta, hanem a ,dragabb” a; élt, aminek csak az a magyarazata lehet, hogy az e él kort
alkot az F' fa méar kivalasztott aq, as, ..., a;_1 éleivel. De ezek az élek mind élei a T fanak, ezért itt
is ellentmondéasra jutunk. Kovetkezik, hogy valoban c¢(a;) < ¢(e). Innen pedig azt kapjuk, hogy T}
koltsége nem tébb, mint T" koltsége: (1) < ¢(T).

Cseréljitkk ki a T fat a T fara. A T; feszitéfanak tobb kozos éle van F-fel, mint T-nek, mert
Ti-et ugy kaptuk, hogy T egy nem F-beli élét (az e élt) egy F-beli élre (az a; élre) cseréltiik.
Ha T; kiilonbozik F-t6l, akkor ugyanezt az eljarast ismételve olyan T, Tj,... feszit6fakat kapunk,
amelyeknek egyre tobb kozos éliikk van F-fel és ... < ¢(T3) < ¢(Ty) < c(Th) < ¢(T).

Véges sok 1épés (csere) utan olyan Tj, fat kapunk, amelyre T),=F' és kovetkezik, hogy F' koltsége
nem t6bb, mint 7" kéltsége: ¢(F') = ¢(T}) < ¢(T). [

Megjegyzések. 1. A fenti eljarast moho algoritmusnak is nevezziik, mert az minden 1épésben a
még nem vizsgalt élek koziil a ,legolecsobbat” valasztja. Csak akkor nem hasznalja a ,legolcsobbat”,
ha az méar nem megengedett. Ez a filozofia” sok esetben, igy a fentiekben is (de nem mindig!)
eredményre vezet.

2. Ha az eredeti G graf élei mind kiilénb6z6 koltségtiek, azaz c(er) < c(eq) < ... < ¢(ey,), akkor
a fentiek szerint kovetkezik, hogy a minimalis koltségii feszitéfa egyértelmiien meghatarozott.

3. Az R. C. Prim altal adott algoritmus a kovetkezd: Legyen G egy Osszefiiggs graf. Tekintsiik
ennek egy a; tetszbleges pontjat. Az a;-bdl kiindulo élek koziil valasszunk egy minimalis koltségtit,
igy egy ay, as pontokbol allo fat kapunk. Valasszunk egy olyan minimalis koltségd élt, amelynek
egyik végpontja a; vagy as, a méasik végpontja pedig egy ezektsl kiillonbozs az pont, igy egy
harompontu fat kapunk. Ezt ismételve, ha mar van egy ay, as, ..., ax pontokbol allo T fa, akkor
valasszunk egy olyan minimalis koltségi élt, amelynek egyik végpontja T-beli, a masik végpontja
T-n kiviili, és ezt az élt vegyiik hozza T-hez. Az eljarast addig folytatjuk, mig egy feszitéfat nem
kapunk.
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Igazolhato, hogy az igy kapott feszitéfa minimalis koltségi.

4. Egy més algoritmus: Legyen G egy Osszefiiggs graf. Rendezziik az éleket a koltségek csokkend
sorrendjében: FE(G) = {ey,eq,...,ex}, ahol c(e1) > c(ez) > ... > c(ey).
Legyen B = E(G), B lesz a kivalasztott élek halmaza.
Minden i=1,2, ..., k esetén az e; élt vagy tordljik a B halmazbol, vagy sem a kovetkezSképpen:
- Ha a B é¢lhalmaz tartalmaz olyan kort, amelynek egyik éle e;, akkor az e; élt toroljiik:
B := B\{e;}.
- Ha a B élhalmaz nem tartalmaz olyan kort, amelynek egyik éle e;, akkor B nem valtozik.
Igazolhato, hogy ennek az algoritmusnak az outputja egy minimalis koltségi feszitéta.

1.9.5. Multigrafok, grafok bejarasa

Ebben a szakaszban olyan (iranyitas nélkiili) grafokat is vizsgalunk, amelyeknek tobbszoros éleik
és hurokéleik is lehetnek. Ezeket multigrafoknak is nevezziik. Definiciojuk a kévetkezd:

1.9.5.1. Definicid. Legyenek V és E tetszéleges nemiires halmazok, p : E — {{z},{z,y} z,y €
e V,x #y} pedig egy tetszdleges figguény. A G = (V, E, ) rendszert (irdnyitds nélkili) grafnak,
vagy multigrafnaek nevezziik, ahol V' elemei a graf pontjai, E elemei a grdf élei. Ha eqy e € E €lre
o(e)={x,y}, ahol x #y, akkor x ésy az e él végpontjai. Ha p(e) ={x}, akkor az e él hurokél.

1.9.5.2. Feladat. Legyen példiul V=41,2,3.4,5}, E={e1,es,e3, €4, €5, €6, €7,e3} €s p(e;)={1,2},

‘;0(62) = {173}, 90(63) = {173}7 90(64) = {3}; 90(65) = {475}7 90(66) = {475}7 ‘;0(67) = {4}, 90(68) = {375}'
Rajzoljuk meqg ezt a grdfot.

A séta, ut és kor fogalmat hasonloképpen definidljuk, mint az egyszerii grafok esetén.

1.9.5.3. Definicid. Legyen G egy (multi)grif. Eqy olyan sétdt, amely G minden élét tartalmazza
(pontosan egyszer) Euler-sétanak vagy Euler-vonalnak nevezzik. Ez zart Euler-séta, ha végpontjai
azonosak, ellenkezd esetben nyitott Euler-séta.

A G graf Hamilton-kore egy olyan kér, amely G minden pontjin dthalad.

A konigsbergi-hidak probléméja igy is megfogalmazhat6: Van-e a ref8abra abrén levd grafban
zart Euler-séta?

1.9.5.4. Tétel. (Euler) Legyen G eqy dsszefiiggd grdf.

i) Ha G-ben ketténél tobb pdaratlan foku pont van, akkor G-ben nincs Euler-séta.

ii) Ha G-ben pontosan kettd pdratlan foki pont van, akkor G-ben létezik Fuler-séta. Minden
Fuler-séta nyitott és végpontjai a pdratlan foki pontok.

i11) Ha G-ben nincs pdratlan foki pont, akkor G-ben létezik Euler-séta. Ekkor minden Euler-séta
2drt.

Bizonyitds. iii) Tegytik fel, hogy G-ben minden pont foka paros. Algoritmust adunk a graf bejaréasara,
amely egy zart Euler-sétahoz vezet.

Induljunk el egy tetszéleges v, pontbél egy tetszSleges élen és haladjunk ameddig csak lehet
még be nem jart éleken. Szédmozzuk meg a bejaras sorrendjében a bejart éleket. A felétel miatt
csak vi-ben akadhatunk el. Ha nem jartuk be az 0sszes élt, akkor van olyan be nem jéart él, amely
egy mar érintett vy pontra illeszkedik. Induljunk el vo-b6l be nem jart éleken haladva. Csak vo-ben
akadhatunk el. Szdmozzuk tjra a bejart éleket gy, hogy megtartjuk az el6z6 szamozést, amig vo-
be nem jutunk, majd a mésodszor bejart éleken folytatjuk a szamozast a vo-ben vald elakadésig,
ezutan pedig az elGszor bejart éleken folytatjuk a szamozést vo-t6l kezd6dGen. Ezt az eljarast
ismételve végiil egy zart Euler-sétat kapunk. ]
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1.9.5.5. Feladat. Kiilonbozd grdfokra vizsgdljuk meg az el6zd Tétel alkalmazhatosdgat. Alkalmazzuk
az eldbbi algoritmust.

1.9.5.6. Feladat. Nem szerepel az elébbi Tételben az az eset, amikor a G grdfnak pontosan egy
pdratlan foki pontja van. Vajon miért ?

Ezt a Tételt gyakran igy adjuk meg:

1.9.5.7. Kovetkezmény. FEqy dsszefiiggd grafban akkor és csak akkor van zdrt Fuler-séta, ha a
grdaf minden pontjanak a foka pdros.

A Hamilton-korok problémaja hasonlit az Euler-sétakéra. Kérdés: Hogyan dontheté el, hogy
egy grafnak van-e Hamilton-kore?

Erre vonatkozoan nem ismeriink sziikséges és elégséges feltételt. Egy elégséges feltételt ad a
kovetkezd

1.9.5.8. Tétel. (Dirac Gabor) Ha egy n ponti (n>3) egyszerd grdfban minden pont foka >n/2,
akkor a grdafnak van Hamilton-kore.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy n pontt G egyszerid grafban minden pont foka > n/2 és G-
ben nincs Hamilton-kor. Adjunk hozza a grafhoz tjabb éleket egészen addig, amig tovabbra is
fennall az, hogy a kapott grafokban nincs Hamilton-kor. Az Osszes lehetséges élt biztosan nem
tartalmazhatja egy igy kapott graf, mert az a teljes grafot jelentené, amelyben van Hamilton-kor,
ehhez elég sorravenni a pontokat (tetszéleges sorrendben).

Biztosan eljutunk tehét egy olyan G* grathoz, amelyben még nincs Hamilton-kor, de barmely
tjabb él hozzavétele esetén mar van Hamilton-kor. Egy ilyen G* grafot nevezziink telitett grafnak,
vizsgaljuk ezt a tovabbiakban. Ujabb élek hozzavételével a pontok foka nem csokken, igy a G*
grafra is igaz, hogy minden pont foka > n/2.

Ha xy nem éle G*-nak, akkor igy xy hozzavétele esetén Hamilton-kort kapunk, jelolje ezt

[T =v1,V9, ey Up1, U = Y]

Készitstink rajzot! Ha G*-ban x szomszédos v,-vel (azaz G*-ban zv; egy él), akkor y nem
szomszédos v;_1-gyel, mert ellenkez esetben v;_1y egy él és [x=v1, Vs, ..., Vj_1, Y=Un, Upn_1, Vp—2, ..., V]
Hamilton-kor G*-ban, ami ellentmondés.

Tegyiik fel, hogy x foka d(x) =k és x szomszédos a vj,,vj,, ..., v;, pontokkal. Kévetkezik, hogy
y foka: d(y) <n—1—Fk, mert y nem szomszédos a vj,_1,Vj,_1, ..., vj,—1 pontokkal. Innen d(z)+
+d(y) <n—1.

Masrészt, a feltételbdl d(x) >n/2, d(y) >n/2, ahonnan d(z)+d(y) > n, ami ellentmondéas. m

Megjegyzés. Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy tarsasagban mindenki ismeri legaldbb a tarsasag
tagjainak a felét, akkor a tarsasig tagjai leiiltethetSk egy kor alaki asztal koré ugy, hogy mindenkinek
ismerégse legyen mind a két szomszédja.
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I1.1. fejezet
Permutacidk, variacidok, kombinaciok

I1.1.1. Kidolgozott példak

1.1. Anna, Bea, Csilla és Dora egyiitt mennek moziba. Hanyféleképpen helyezkedhetnek el négy
egymas mellett 16v6 széken? Irjuk le a lehetséges eseteket!

Megoldas:
AAB C D/B A CD|C A B D|D A B C
AAB D C/B A DU C|CADIB|DAUCB
AC B DB CAD|CBAD|DB A C
A CDB|B CDA|CBDA|D B C A
AAD B C|/B DA C|CDAB|DC A B
A D C B|/B D CA|C D B A|D C B A

Ezzel az Osszes lehetséges sorrendet elGallitottuk, ami a konstrukciobdl is nyilvanvalo, de
igazolhatjuk azzal is, ha belatjuk, hogy Gsszesen 24 elrendezés van.

4 elem ismétlésnélkiili permutécioirol van van szo6. Ezek szama P, = 4! = 24.

Szokas a permutéciokat fa-grafon is dbrazolni:
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1.2.

II.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK

C D
B

D————C

B——D

A C<

D———8B

B——~C
D

C B

A B-vel, C-vel, illetve D-vel, kezd6d6 permutaciok hasonlé részgrafokba rendezhetdk.

Készitsiink az 1; 2; 5; 6; 9 szamjegyekbdl otjegyd szdmokat Ggy, hogy minden szamjegyet
egyszer hasznalhatunk.

a) Hany otjegyt szam képezhetd igy 7

b) Hény ,,15™-tel kezd6d6 szam képezhetd igy 7

¢) Hany olyan szam képezhetd igy, melyben az 1-es és az 5-0s szamjegy egyméas mellett van,
méghozzé ilyen sorrendben?

d) Hany paros (6tjegyti) szam képezhets a fenti modon?

@

) Hany paratlan (6tjegyt) szam képezhetd a fenti modon?
f) Hany néggyel oszthato szam képezhetd a fenti modon ?

g) Hany harommal oszthato szam képezhetd a fenti médon?

Megoldas:

a) A felsorolt szamjegyek minden sorbarendezése egy-egy Otjegyd szamot ad. Ezek szama
Ps =5

b) ,,15™-tel kezd6dd szamokat tigy tudonk képezni, ha az elss két jegyet fixaljuk”, majd a
maradék harom helyre a megmarad harom szamjegyet elhelyezziik. Ez P; = 3!-féleképpen
tehets meg.

c) A 15" part egy ,szamjegynek” tekintjiik. (Mintha szamkartyakat készitettiink volna az

15 2 6 9
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1.3.

Az igy kapot 4 kartyat P, = 4!-féleképpen rendezhetjiik sorba.

d) Ha paros szamot szeretnénk képezni, akkor az utolsé jegy paros kell, hogy legyen. Igy az
utolso helyre kétféle szamjegy irhatd (2-es vagy 6-0s), a tobbi helyre a maradék 4 jegyet
Py=4!-féleképpen rakhatjuk be. A szorzasi szabalyt felhasznalva az 6sszesen 2-4! kiillénb6z6
Otjegyt péaros szam képezhets a megadott jegyekbdl.

e) 1. Megoldas

Osszes Otjegyl szam: 5!
a parosak: 2-4!

paratlanok: 5!—2-4!
2. Megoldas
Ha paratlan szamot szeretnénk késziteni, akkor az utolso helyre 3 szamjegy koziil valaszthatunk

(1; 5; 9). A maradék 4 helyiértékre 4 szamjegyiink maradt, ezeket Py = 4!-féleképpen
rendezhetjiik el. A szorzési szabaly alapjan dsszesen 3-4! paratlan szam képezhetd.

f) Pontosan akkor kapunk 4-gyel oszthatd szamot, ha az utolso két jegybdl készitett szam
oszthatd 4-gyel. A megadott jegyekbdl a kiévetkezd 6 széampér alkalmas az utolsd két
helyiérték kitoltésére:

12 52 92
16 56 96

g) Egy szam akkor és csak akkor oszthato 3-mal, ha a szamjegyeinek 6sszege oszthatd 3-mal.
A permutéacioként kapott 6tjegyl szamok mindegyikénél a jegyek Osszege:

14+24+5+6+9 =23,

azaz nincs olyan a megadott jegyekbdl készithets otjegyd szam, amely oszthatd lenne
3-mal.

Héany hatjegyti ottel oszthaté szam képezhets a 0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyekbdl, ha minden
szamjegy csak egyszer fordulhat elG?
1. Megoldas:

Akkor beszéliink valodi hatjegyt szamrol, ha az nem kezdédik 0-val. Ha 5-tel oszthato szémot
szeretnénk elGallitani a megadott szamjegyekbdl, akkor a szamnak 5-re, vagy 0-ra kell végzSdnie.

Szamoljuk ez alapjan kiilon az eseteket :

Ha 0O-ra végzdédik, akkor a maradék 5 helyre a fennmarad6 5 szamjegyet Ps; = 5!-féleképpen
rendezhetjiik el. (Hiszen itt nem kell arra figyelniink, hogy valodi hatjegyt szamot készitsiink.)

Ha a szdm 5-re végzddik, akkor vigyaznunk kell arra, hogy a szdm ne kezd6djon 0-val. Ezt
tgy tudjuk biztositani, ha az els§ helyre csak 4 szamjegy (1; 2; 3; 4) koziil valasztunk. A
maradék 4 helyre a fennmarad6 4 szamjegyet P, = 4!-féleképpen rendezhetjiik el. A szorzési
szabaly alapjan tehat Osszesen 4-4! olyan valodi hatjegyd szam van, amely 5-re végzddik.

A két diszjunkt esethez tartozo lehetdségeket az Osszeadasi szabaly alapjan szamolhatjuk
Ossze. Tehat Osszesen

5l4+4-41=9.4!
5-tel oszthato valodi hatjegyd szam készithets a megadott feltételek mellett.
2. Megoldas:
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1. lépés: Szamoljuk Ossze az Osszes b-tel oszthatd szamot amit a fenti jegyek felhasznalasaval
készithetiink. (Természetesen minden szamjegyet pontosan egyszer hasznalunk.) Ezek kozott
a szamok kozott tehéat lesznek ,nem-valodi hatjegyd” szamok.

Az utolso helyiértékre ekkor két szamjegy koziil valaszthatunk (0; 5). A t6bbi helyre a fenn-
maradé 5 szamjegyet P; = 5l-féleképpen irhatjuk be. Igy Gsszesen 2-5! kiilonboz6 szamot
készitettiink. Ne felejtsiik, hogy ezek kozott még vannak olyanok, amelyek nem tesznek eleget
a feladat feltételeinek.

2. lépés: Szamoljuk Ossze a ,rossz” eseteket. Ezek olyan szamok, amelyek 0-val kezdGdnek és
5-re végzédnek. A kozépss 4 helyre a maradék 4 szamjegyet Py = 4!-féle sorrendben irhatjuk
be.

3. lépés: A feltételeknek megfelels elGallitasok szémat az 1. lépésben szamolt esetek és a 2.
lépésben elGallitott esetek kiilonbségeként kapjuk:

2.5!—41=10-4'—-41=9-4!

Az 1; 15 1; 25 2; 3; 3 szamjegyekbdl

a) hany hétjegyi szamot lehet késziteni?
b) hany ,,13"-mal kezd6d6 szam képezhets?

Megoldas:

a) Kiilonboztessiik meg egyméstol — mondjuk szinezéssel — az azonos szdmjegyeket !
1112233

Ekkor 7 kiilonb6z§ elem Gsszes sorbarendezéseit kell vizsgalnunk, amely P,=7!-féle sorbarendezést
jelent. Ha most ujra eltekintiink a szinezéstél, akkor azt vehetjiik észre, hogy vannak
olyan szamok, amelyeket tobbszor szamoltunk. Tekintsiik példaul azokat a szamokat,
amelyekben a 2-esek és a harmasok helye — a szinezésekre is tekintettel — megegyezik.
Ezekbdl pontosan annyit szamoltunk, ahanyféleképpen a 3 kiillonb6z6 szini egyes a fennmaradé
harom helyre elhelyezhetd. (3!) Ezek a felirasok valojaban egyetlen, a feltételeknek megfelels
hétjegyt szamhoz tartoznak, igy minden olyan szamot, amely csak az egyesek szinezésében
térnek el 3!-szor szamoltunk. Ugy is meg lehet fogalmazni a fenticket, hogy ha az egyesek
szinezésétdl eltekintiink, de a 2-esekétdl és a 3-asokétol nem, akkor 7 kiilonb6z6 hétjegyt
szamot képezhetiink. A gondolatmenetet megismételve tekintsiink el a 2-esek majd a 3-
asok szinezésétdl. Igy Gsszesen

320 1!

T3k2n2
kiilonboz6 szam képezhetd a feladat eredeti feltételeinek megfelelGen.

b) Elgszor biztositsuk azt, hogy a szam ,,13"-mal kezdédjon! Ezt ugy tehetjik meg, ha az
els6 helyre az egyik egyest, a masodik helyre pedig az egyik harmast rogzitjiik. Ezutan a
feladat csupan annyi, hogy meghatarozzuk, hogy a fennmaradé 6t helyre hanyféleképpen
rendezhetjiik el a maradék szamjegyeinket, azaz két 1-est, két 2-est és egy 3-ast. Ez az
el6z6 feladat gondolatmenetét kovetve

2,2,1 5'
5 T 9l.9l

kiilonb6z6 elrendezést jelent.
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1.5. Egy 8 x 8-as sakktabla bal fels6 mez6jébdl indulva hany kiilonb6z6 titon juthatunk el a jobb
also6 sarokba, ha minden lépésben egy mez6t jobbra, vagy egy mezét lefelé 1épiink.

1. Megoldas:

Amig a bal fels§ sarokbol eljutunk a jobb alsé sarokba, addig 7 alkalommal kell jobbra
lépniink egy mez6t és hét alkalommal lefelé egyet. A feladatnak megfelels utak egyértelmien
jellemezhetSk azzal, hogy hanyadik lépésben lépiink lefelé illetve mikor jobbra. Jeldljiik a
jobbra-lépéseket — jellel és a lefele 1épéseket | jellel. Ezzel a feladatnak megfelels utakhoz
bijektiv médon hozzarendelhetiink egy-egy 7 —-bol és 7 |-bol allo jelsorozatot. Ezek szama
pedig

77 14!

L (O {

2. Megoldas:

A probléméat tekinthetjiik ismétlés nélkiili kombinacionak is. A bal fels6 sarokbél indulva 14
lépésen keresztiil juthatunk a jobb alsé sarokba. Az el6bb targyaltak alapjan a 14 lépés kozott
pontosan hét jobbra és pontosan hét lefele tipusu 1épés szerepel. Egy ttvonalat egyértelmien
meghatarozhatunk, ha kijeloljiik azon hét 1épés sorszaméat, melyek soran jobbra mozdultunk
el. (Ez nyilvanvaléan meghatéarozza azon lépések sorszamat is, amelyekben lefele 1éptiink.)
Igy a lépések sorszamai koziil (1-14-ig) valasztunk a kévetkezd feltételek mellett :

— 14, paronként kiilonbozé elem koziil valasztunk,

7 elemet vélasztunk,
— visszatevés nélkil valasztunk,

— a kivalasztéas sorrendjére nem vagyunk tekintettel.

Azaz valoban ismétlés nélkiili kombinaciorol van szo, igy a kiilonboz6 kivalasztasok (és igy a

kiilonb6z6 ttvonalak) szama:
14 14!
Cl, = =—.
1 < 7 ) 77!

1.6. Szamozzunk meg 6 piros és 5 kék korongot!
a) Hanyféleképpen rakhatjuk sorba a 11 korongot tgy, hogy azonos szintiek ne keriiljenek
egymas mellé?

b) Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg akkor, ha a korongok szamozasatol eltekintiink ?
Megoldas:

a) A feladatnak megfelels sorbarendezések mindegyike piros koronggal kezdédik. Az elrendezésekben
felvaltva kovetik egymast a piros és kék korongok és igy természetesen az utolsé korong is
piros.
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Szémozott korongok esetén mas és méas elrendezésnek szamit, ha a fenti sorban az azonos
szint korongokat mas és més sorrendben irjuk. A piros korongokat egymas kozott cserélgetve
6! kiilonb6z6 sorrendben irhatjuk, mig a kék korongok felcseréléseivel 5! kiilonb6z§ elrendezést
hozhatunk létre. Ezeket a valtoztatasokat egyméstol fiiggetleniil megtehetjiik, igy a szorzasi
szabaly alapjan

6!-5!

elrendezés felel meg a feladatnak.

b) Amennyiben a korongok szamozasatol eltekintiink, akkor egyetlen elrendezés — a fenti
abran lathato — felel meg a feltételeknek.

. 6 hazaspar (6 férfi és 6 nG) érkezik egy tarsasdgba. Hanyféleképpen {ilhetnek le

a) egy 12 személyes hosszu padra?

o

egy 12 személyes hosszu padra, ha azonos nemtiek nem iilhetnek egymas mellé?

(@]

o

)

)

) egy 12 személyes hosszu padra, ha A ur a felesége mellé szeretne {ilni?

) egy 12 személyes hosszu padra, ha mindenki a parja mellé szeretne iilni?
)

e) egy 12 személyes hosszu padra, ha csak az szamit férfirol vagy nérél van-e sz6? (Hanyféleképpen

rakhato sorba 6 fehér és 6 fekete goly6?)

f) egy 12 személyes hosszi padra, ha azonos nemiiek nem tilhetnek egymés mellé és csak az
szamit férfirol vagy nérél van-e sz6?

g) egy kerek asztal koriil, ahol 12 egyforma szék van?

h) egy kerek asztal kortil, ahol 12 egyforma szék van, ha azonos nemtiek nem tilhetnek egymaés
mellé?

i) egy kerek asztal koriil, ahol 12 egyforma szék van, ha A tr a felesége mellé szeretne iilni?

j) egy kerek asztal koriil, ahol 12 egyforma szék van, ha mindenki a parja mellé szeretne
ilni?

k) egy kerek asztal koriil, ahol 12 egyforma szék van, ha azonos nemtek nem iilhetnek egymaés
mellé és csak az szamit férfirél vagy nérél van-e sz6?

A kerekasztal koriili tiltetéseket akkor tekintjiik kiillonbo6zének, ha van olyan személy akinek
a két iiltetés soran megvaltozik a bal vagy a jobb oldal szomszédja. Roviden azt mondhatjuk,
hogy két iiltetés ekvivalens, ha létezik olyan forgatas, amely az egyiket a maésikba viszi.
Szokés néha tgy értelmezni a probléméat, hogy akkor is ekvivalens a két iiltetés, ha tengelyes
titkrozéssel vihetSk egymaéasba. (A feladat soran nem erre gondoltunk, de akinek van kedve
utanagondolhat, mennyiben valtozik a probléma ilyen koriilmények kozott.)

Megoldas:

a) A kérdés gyakorlatilag az, hanyféleképpen lehet sorbarendezni 12 kiilonb6zs elemet. Ez
pedig a kordbbiakhoz hasonléan P, = 12!-féleképpen tehetd meg.

b) A probléma a 6a feladathoz hasonloan targyalhato. Lényeges kiilonbség azonban, hogy
itt ugyanannyi férfi és ng talalhato a csoportban. Az el6z6 feladatban péaratlan sok elemet
kellett Ggy sorbarendezni, hogy az azonos tiptustak ne keriiljenek egymésmellé. Ott sziikségszertien
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adodott, hogy a sort abba a tipusba tartozé elemmel kell kezdeniink, amely tipusbol
eredetileg tobb elem volt. Itt a két osztalyba (férfiak illetve nsk) ugyanannyi elem van,
igy ha mondjuk nével kezdjiik az iiletetést, akkor a pad masik szélére biztosan férfi keril.
Ez azt is jelenti, hogy az iiltetéseket két csoportba oszthatjuk, aszerint, hogy nével, vagy
férfivel kezd6dnek.

Ha az els6 ember nemét rogzitettiik (legyen mondjuk férfi), akkor, a 6a feladathoz hasonldéan
a sajat osztalyon beliili cserék
6!-6!

kiilonbo6z§ tltetést generdlnak. Ne felejtsiik el azonban, hogy ugyanennyi tltetést tudunk
elsallitani akkor is, ha a sort nével kezdjiik. Igy az sszes iiltetések szama:

2-6!-6!

c) Jeloljik A ur feleségét a-val. Azt, hogy 6k egymasmellé keriiljenek a legkdnnyebben ugy
biztosithatjuk, ha 6ket egyetlen elemnek tekintjiik. Igy 11 elem Osszes elrendezéseit kell
meghataroznunk. Ez P;; = 11! kiilonb6z6 tiltetést jelent. Minden egyes esethez, amelyet az
el6bb Osszeszamoltunk két valodi iltetés tartozik aszerint, hogy A tur felesége a férje jobb,
vagy baloldalan iil-e. (Aa vagy aA eset.) Igy az Gsszes lehet6ségek széama:

2-11!

d) Az el6z8 gondolatmenethez hasonléan 6 darab ,dupla” elemet készitiink (,Aa”, ,Bb”,
,Cc’,...) Ekkor 6 elem ismétlésnélkiili permutacioival talaljuk szemben magunkat. Ezekbdl
6! van. De most is figyelmen kiviil hagytuk azt, hogy az egyes parokon beliil milyen
sorrendben iilnek a tagok. Ez minden par esetén egy 2-es faktort jelent. Igy az Osszes
lehetGségek széma, a szorzéasi szabaly alapjan

26.6!

e) Induljunk ki az Gsszes lehetséges iiltetésekbdl. Ezek szamat a feladat a) részében mar
meghatéaroztuk (12!). Ha most csak a résztvevék nem az érdekes, az identitasuktol eltekintiink,
akkor az eredeti Osszeszamlélas soran kiilonboz6 eseteknek szémolt tltetések valojaban
megkiilonboztethetetlenek. Konnyen lathato, hogy itt csak egy esetnek szamit minden
olyan a) feladatbeli iiltetés, amelyek azonos nemiiek cseréjével egymasba vihetd. Az ilyen
Osszetartozo elrendezések szama 6!-6!, azaz az itt kiillonbozének tekintett iiltetések szama:

12!
6!-6!

f) A feladat a 6b feladthoz hasonléan oldhaté meg. Itt is figyelniink kell arra, hogy a péros
elemszam miatt az iiltetés kezdGdhet akar nével, akar férfivel. Igy két kiilonbozs ltetés
felel meg a feltételeknek.

g) A problémanak két megkozelitését szokas alkalmazni.
1. mo

Szamozzuk meg a székeket, ezzel megkiilonboztetjiik egymastol a helyeket, igy 12 elem
sorbarendezéseit kell vizsgalnunk. Ezutan vegyiik figyelembe a forgési szimmetriat. Ha a
helyeket tjra egyformanak tekintjiik akkor azok az esetek, amelyek valamely 27 szognél
kisebb forgatassal, (az irany a feladat szempontjabol érdektelen) egymésba vihet6k nem
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jelentenek kiilonboz6 iiltetést. Ezaltal osztalyozhatjuk az iiltetéseket. Keriiljenek egy osz-
talyba azok az esetek, amelyek a fenti feltételnek megfelel§ forgatassal szarmaztathatok
egymasbol. Konnyen lathato, hogy minden osztalyba pontosan 12 iiltetés tartozik. Igy az
osztalyok szama, ami megegyezik a kerekasztal koriili kiilonbo6zé iiltetések szamaval:

12!
= =11
12

2. mo

Az els6 embert iiltessiik le az asztalhoz (A urat). A forgasi szimmetria miatt gyakorlatilag
mindegy, hogy melyik székre iil. Ezutdn az asztal minden széke kiilonbozének tekinthets,
hiszen més és méas pozicioban vannak A turhoz képest. Igy 11 kiilonboz6 helyre kell 11
kiilénbo6z6 elemet elhelyezniink. Ez pedig az ismert formula alapjan 11!-féleképpen tehetd
meg.

Ultessiik le most is az els§ személyt, A urat az asztalhoz. Az elé6zéekhez hasonloan most 11
kiilonb6z6 helyiink van, melyre 6 nét és 5 férfit kell leiiltetniink tigy, hogy azonos nemrtiek
ne keriiljenek egymasmellé (azaz felvaltva). Ez nyilvanvaloan csak ugy teheté meg, ha a
sort holggyel kezdjiik és fejezziik is be. A feladat innentdl teljesen azonos a 6a feladattal.
(A férfiaknak felelnek meg a kék korongok, a néknek a pirosak.) Igy az Osszes lehetséges
iiltetések szama

5!-6!

1. mo

,Kossiik Ossze” A urat a feleségével, azaz készitsiink egy specialis Aa elemet. Majd az
igy keletkezs 11 elemiinket (10 hagyomanyos elem és az A csaladot jelképezs dupla elem)
rendezziik el egy ,.11-székes” kerekasztal koriil. Ez az el6bbiek alapjan 10!-féleképpen tehets
meg. Ne felejtsiik el azonban most sem, hogy a dupla elemiinkén beliil 2-féle iilési sorrend
lehetséges. Igy az Osszes elrendezések széama:

2-10!

2. mo

ElGszor tiltessiik A urat az asztalhoz, mivel a helyek egyenértékiiek, gyakorlatilag mindegy
melyik székre 1il. Ezzel azonban a maradék 11 hely mindegyike kiilonbozének tekintehetd
A 1r székéhez viszonyitott helyzetétdl fiiggden.

A 1r felesége (a) a férjéével szomszédos két szék barmelyikére iilhet. (2 lehetdség)

A maradék 10 székre a tobbiek 10!-féleképpen tilhetnek le. (@ mindkét poziciojahoz ilymodon
a tobbieknek 10! lehetséges elhelyezkedése tartozik.)

Az Osszes iltetések szama tehat 2-10!

Most 6 dupla elemet kell készitentink. Ezek a kerekasztal koriil 5!-féleképpen helyezkedhetnek
el. Minden paron beliil kétféleképpen iilhetnek a tagok. Igy a szorzési szabaly alapjan az
osszes elrendezések széma:

20.51

A h) feladat megoldésa soran mar végiggondoltuk ezt a problémat és arrajutottunk, hogy
egyetlen elrendezés felel meg a feltételeknek.

1.8. Adott n paronként kiilonboz6 elem. Két egyméstol és az eddigiektdl kiilonbozd elemet hozzajuk
véve a permutaciok szama 156-szorosra ng. Mekkora n értéke?
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Megoldas:

A feladatban megfogalmazott allitds az alabbi alakban irhato:

156-P, = DPoio

156-n! = (n+2)!=n+2)-(n+1)-n!
156 = (n+2)-(n+1)
0 = n?+3n—154=(n+14) - (n—11)

Mivel az n = —14 megoldés értelmetlen, ezért az egyetlen megoldas n = 11.

1.9. Hanyféleképpen oszthatunk szét egy pakli magyar kartyat (32 lap) 4 jatékosnak tugy, hogy
mindegyikiik 8-8 lapot kapjon?
1. Megoldas:

Rakjuk ki a kartyakat egymas mellé és irjuk ala, hogy melyik jatékosnak adtuk (1; 2; 3; 4).

Igy minden, a feladat feltételeinek megfelels kiosztashoz egy olyan 32 hossziisagt szamsorozat
rendelhetd, amely pontosan 8 1-est, 8 2-est, 8 3-mast és 8 4-est tartalmaz. Tehat pontosan
annyi kiosztas létezik, amennyi ismétléses permutacidja van a jellemzett szam-harminckettesnek :

32!
88,88
P = 81.81.81.8!

A feladatra még visszatériink.

1.10. Az tiszas dontébe 8-an jutottak be. Hanyféle lehet a dobogods helyek elosztéasa, ha feltételezziik,
hogy nem volt holtverseny ?

Megoldas:

Jeloljiik a 8 dontébe jutott versenyzot az ABC betiiivel: A; B; C; D; E; F; G; H. Ekkor
az els6 helyezett 8 személy koziil kertilhet ki, a méasodik helyezettre mar csak 7 versenyzé
koziil valaszthatunk (aki els lett itt mar nem jon szamitasba), a harmadik helyre méar csak
6 lehetGség van, hiszen az els6 két helyezett itt mar nem futhat be.

Igy Vi = 8-7-6 féle sorrend lehet a dobogon.

Természetesen most is abrazolhatnank a lehet&ségeket fa-gréafon.
1.11. Az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szdmjegyekbdl, hany kiilonbo6zé
a) haromjegyd szam képezhetd,

b) haromjegyt paros szam képezhetd,

c¢) szam képezhetd,

ha minden szamjegy legfeljebb egyszer hasznalhato fel?
Megoldas:
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a) Az egyesek helyére 6 szamjegy koziil valaszthatunk. A tizeseket méar csak 5 koziil, mig a
szézasokhoz méar csak 4 jegy marad. Igy a szorzési szabaly alapjan

V& =6-5-4

haromjegyid szam készithets.

b) Ha péros szamokat szeretnénk generalni, akkor az utolso jegyet a harom paros szamjegy
koziil (2;4; 6) kell valasztani. A masik két helyiértéket az a) feladathoz hasonléan valaszthatjuk.
Igy az Osszes elGallithatd paros szam:

3-5-4.

c) A probléma legegyszeriibben diszjunkt esetekre valo szétvalasztéassal targyalhato. Azaz
osszeszamoljuk, hogy hany pontosan egyjegyi, pontosan kétjegyt és igy tovabb, végiil
hény pontosan hatjegyt szam képezhets a megadott jegyekbdl.
eqyjeqyi szamok: 6 db
kétjeqyi szamok: Az el6z6 feladatokhoz hasonloéan: 6-5 db
hdromjeqyii szamok: 6-5-4 db
négyjeqyd szdmok: 6-5-4-3 db
otjeqytd szamok: 6-5-4-3-2 db
hatjegyi szamok: 6-5-4-3-2-1 db

Az Osszeadasi szabalyt alkalmazhatjuk, igy Gsszesen:

6+30+120+ 360+ 720+ 720 = 1956

szam képezhetd.
1.12. Az 0; 1; 2; 3; 4; 5 szdmjegyekbdl, hany kiilonbo6zé

a) haromjegyd szam képezhetd,
b) haromjegyd péaros szam képezhetd,

c¢) szam képezhetd,

ha minden szamjegy legfeljebb egyszer hasznéalhato fel?
Megoldas:

A feladat az el6z6 problématol annyiban kiilonbozik, hogy a felhasznélhato szamjegyek kozott
most szerepel a 0 is. Ez a latszolag apro eltérés a megoldés menetét komolyan befolyésolja,
hiszen {igyelniink kell arra, hogy az elGallitott szam nem kezd6édhet O-val.

a) A permutéacioknal megismert kétféle megkozelités alkalmazhato itt is.
1. mo

A szézasok helyén 5 szamjegy koziil valaszthatunk (mivel a 0-t nem irhatjuk ide). A tizesek
helyén ismét 5 lehet@ségiink van, hiszen a szazasok kozott valasztott jegyet nem irhatjuk,
de helyette hasznélhato a 0. Az utolsé helyiértékre a megmaradt 4 szamjegy koziil lehet
valasztani. Igy a szorzasi szabaly alapjan

52.4
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,valodi” haromjegyi szam allithato el
2. mo Vegyiik az 6sszes harmadosztalyt ismétlésnélkiili permutacié szamét, majd vonjuk
ki azok szaméat, amelyek 0-val kezd6dnek.

Az 6sszes elGallithato legfeljebb haromjegyt szam (bent vannak a 0-val kezd6dsk is):
VE=6-54

A 0-val kezd6d6 haromjegyt szamok tgy allithatok els, hogy a szésok helyén rogzitem a
0 jegyet, majd a fennmarad6 5 szamjegybdl kétjegyd szamokat készitek:

Vi=5-4
Igy a ,valodi” haromjegyd szamok szama:
6-5-4—5-4=5-5-4.

Ha péaros szamokat szeretnénk‘ generalni, akkor az utolso jegyet a hiarom paros szamjegy
koziil (0; 2; 4) kell valasztani. Erdemes az eseteket kiilonvalasztani aszerint, hogy az utolsd
helyre 0-t irtunk-e. (Ha 0 all az utolso helyiértéken, akkor nem kell azzal foglalkozni, hogy
,valodi” haromjegyt szamot allitsunk el, hiszen ez automatikusan teljesiil.)

0-ra végzddik:

Az egyesek helyén a 0- rogzitjiik a tizesek helyére ekkor 5, mig a szézasok helyére 4 jegy
koziil valaszthatunk. Igy 5-4 ilyen szam allithato eld.

nem -ra végzddik:

Az egyesek helyén a 2 jegy koziil valaszthatunk (2; 4) a szézasok helyére 4 (nem valaszthato

a mar elhasznalt jegy és a 0 sem), mig a tizeseket 4 jegy koziil lehet valasztani. Igy 2-4-4
ilyen szam allithato eld.

Az Osszeadasi szabaly alapjan:
5:4+2-4-4=4-13 =52

a feltételeknek megfelels szam allithato eld.

1. mo

A probléma az el6z6 feladat ¢) részéhez hasonléan targyalhato, csak itt figyelntink kell
arra, hogy a szdmok ne kezdédjenek 0-val (kivéve az egyjegyti szamokat).

eqyjeqyid szamok: 6 db

kétjeqyi szamok : Az el6z6 feladatokhoz hasonléan: 5-5 db
hdaromjeqyi szamok: 5-5-4 db

négyjeqyi szamok: 5-5-4-3 db

otjeqyi szamok: 5-5-4-3-2 db

hatjegyi szamok: 5-5-4-3-2-1 db

Az Osszeadasi szabalyt alkalmazhatjuk, igy Gsszesen:

6+25+100+300+600+ 600 = 1631

szam képezhetd.

2. mo Az el6z6 feladatban elGallitott 1956 szam %—a kezddédik 1-essel, %—a 2-essel, és igy
tovabb. Ha a 6-o0s jegyet O-ra cseréljiik, ahogy az a feladat kiirasaban szerepel, akkor azt
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allithatjuk, hogy éppen az esetek %—a kezdédik O-val. Ezek a  hibas” szamok és a 0. Igy a
feladat feltételeinek megfelelGen elGallithatd szidmok széma:

2- 1956 +1 = 1631.

1.13. Az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamjegyekbdl, hany kiilonbo6z§

a) haromjegyd szam képezhetd,
b) haromjegyt paros szam képezhetd,

c) legfeljebb haromjegyt szam képezhetd,

ha a szamjegyek tobbszor is felhasznalhatok?
Megoldas:

A feladat megoldasa a 11. feladatéhoz meglehet&sen hasonld. Figyelniink kell arra, hogy itt az
egyes szamjegyek tobbszor is felhasznalhatok. (Ha a klasszikus esetek kozé szeretnénk sorolni
a problémat, itt ismétléses variaciot kell alkalmazni.)

a) Az sszes helyiértékre a rendelkezésre all6 6 szamjegy barmelyike beirhato. Igy a szorzési

szabaly alapjan
V, =6
haromjegyid szam készithets.

b) Ha péros szamokat szeretnénk generalni, akkor az utolso jegyet a harom paros szamjegy
koziil (2; 4; 6) kell valasztani. A masik két helyiértéket az a) feladathoz hasonloan valaszthatjuk.
Igy az Gsszes elgallithaté paros szam:

3-6%

c) A probléma legegyszeriibben diszjunkt esetekre vald szétvalasztéassal targyalhato. Azaz
osszeszamoljuk, hogy hany pontosan egyjegyt, pontosan kétjegyd és végiil hany pontosan
hatjegyt szam képezhets a megadott jegyekbdl.

eqyjeqyl szamok: 6 db

kétjeqyii szdmok: Az el6z6 feladatokhoz hasonléan: 6% db
hdromjegyti szdmok: Az el6z6 feladatokhoz hasonléan: 63 db
Az Osszeadasi szabalyt alkalmazhatjuk, igy Gsszesen:

6462 +6° =258

szam képezhetd.

Megjegyzés: Altalanosan, pontosan k-jegyd szamot 6* darabot tudunk generalni. Igy a
legfeljebb n-jegyt szamok szama az Gsszeadasi szabalyt alkalmazva:

k=1 5
1.14. Az 0; 1; 2; 3; 4; 5 szamjegyekbdl, hany kiilonbo6zé

a) haromjegyd szam képezhetd,

b) haromjegyt paros szam képezhetd,
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1.15.

c) legfeljebb haromjegyt szam képezhetd,

ha a szamjegyek tobbszor is felhasznalhatok?
Megoldas:

a) Az els6 helyre a 0 kivételével barmelyik szamjegy irhato, igy 5 lehetdség koziil valaszthatunk.
A tobbi helyiértéket a 6 szamjegy barmelyikével kitolthetjiik, igy az Osszes lehetGségek
szama:

5-6°

b) Az els6 helyre a 0 kivételével barmelyik szamjegy irhato (5 lehetGség), mig az utolso
jegyet csak a paros szamjegyek koziil valaszthatom (3 lehetdség). A tizesek helyére barmely
szamjegy beirhato (6 lehetGség). Igy, a szorzési szabaly alapjan dsszesen

5-3-6 =90
szam allithato eld.

c) 1. mo
A korabbi feladatokhoz hasonléan.
Pontosan egyjegyt szam 6 darab allithato eld.
Pontosan kétjegytd szam 5-6 darab,
pontosan haromjegyt szam 5-62 darab.
gy legfeljebb haromjegyi szamot a fenti diszjunkt esetek egyesitésével kaphatunk. Az
Osszeadasi szabdly szerint
6+ 30+ 180 =216
kiilonbo6zé szam allithato eld.
2. mo

A \yvalodi” kétjegyd szamok felfoghatok olyan haromjegyi szamokként, melyeknek az els6
jegye 0. Es hasonldéan az egyjegyl szamok felfoghatok olyan haromjegyid szémokként,
melyeknek az elsé két helyiértéken (szazasok, tizesek) 0 all. Igy az 6sszes legfeljebb haromjegyti
szam gy generalhato, hogy nem zarjuk ki a 0-val kezd6dé szamokat. Igy

Ve =6
kiilénb6z6 szamot tudunk elGéllitani. Természetesen szerepel a 0 is, amit most 000 alakban
készitettiink el.

Megjegyzés: A fentiekkel teljesen analog probléméra vezet, ha megprobalunk vélaszolni arra
a kérdésre, hogy egy adott szamrendszerben (ha kiilén nem hangsilyozzuk, akkor a 10-es
szamrendszerben vizsgalodunk) héany, bizonyos feltételnek megfelel k- jegyi szam van.

Hanyféleképpen olvashato ki az alabbi dbrabol a M AT BSC ,sz6”, ha a bal fels§ sarokban
talalhato M bet(ibdl indulunk és minden 1épésben jobbra, vagy lefelé 1épiink egy mez6t:

M AT B S C
A T B S C
T B S C
B S C

S C

C

Megoldas:
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1.16.

1.17.
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B 5 C
EO

Q) o by =D
QM

SR

A sz6 kiolvasasahoz 5 1épés sziikséges. Minden lépés soran két lehetség koziil valaszthatunk
(vagy jobbra lépiink, vagy lefelé). Minden a feladat feltételeinek megfelels kiolvasési-uithoz
bijektiv médon hozzarendelhetiink egy 5 karakterbdl all6 jelsorozatot, amely — és | elemekbdl
épiil fel. Ilyen jelsorozatot V; = 2°-féleképpen tudunk késziteni.

Az origobol indulva hényféleképpen juthatunk el az e: y=—x+5 egyenes egész-koordinataju
pontjaiba, ha az alabbi szabalyok alapjan haladunk:

i) Minden lépés soran pozicionk x és y koordinatéi koziil pontosan az egyiket valtoztatjuk
meg, méghozza eggyel noveljiik.

ii) Nem lépjiik at az e egyenest (és a tengelyeket sem, de ez az elsg feltételbdl nyilvanvald).

Megoldas:

A feladat az el6z6 probléma analogonja.

|

]

Minden helyes 0t pontosan 5 lépéshél 4ll. Minden 1épés soran két lehetGség koziil valaszthatunk
(vagy jobbra lépiink, vagy felfelé¢). Minden a feladat feltételeinek megfelels uthoz bijektiv
modon hozzarendelhetiink egy 5 karakterbdl allo jelsorozatot, amely — és T elemekbdl épiil
fel. Ilyen jelsorozatot V; = 25-féleképpen tudunk késziteni.

.....

Megoldas:
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Irjuk fel a feladat feltételeit:

V., 9
Vi o5

n3 9
n-(n-1)-(n—2) 5

n® = In-(n—1)-(n—2) n#0
5n? = 9n®—27Tn+18

0 = 4n*—27n+18

0 = (4n—3)-(n—6)

3
ng = Z%N értelmetlen

712:6

1.18. Hany hagyomanyos TOTO szelvényt kell kitolteniink, hogy biztosan legyen egy telitalala-
tunk?

Megoldas:

A telitalalatot ugy tudjuk garantalni, ha az sszes lehetséges kitoltést jatékba kiildjik. Igy a
feladat kérdése tulajdonképpen az, hanyféleképpen tolthets ki a hagyomanyos toto-szelvény.
Az egyszertiség kedvéért tekintsiik ugy, hogy a toto-szelvényen 14 mérkézés kimenetelét kell
eltalalnunk, azaz 14 helyre kell a rendelkezésiinkre all6 harom jel (1; 2; x) valamelyikét beirni.
Ez pedig 3'"-féleképpen tehets meg. Igy a biztos telitaldlathoz ennyi szelvény megvasarlasa
és kitoltés sziikséges.

Megjeqyzés :
e Természetesen a fenti médon nem csak a telitalalatot tudjuk biztositani. Emellett 28

szelvényen lesz 13 talalatunk, 364-en 12 taldlatunk és igy tovabb. A probléma részletes
meggondolasara a jové oran, a kombinaciok targyalasa sordn visszatériink.

e Még miel6tt barki azt hinné, hogy a meggazdagodés gyors receptjét kaptuk meg, gondoljunk
bele, hogy a szelvények arédnak befizetésén tul — ami 6nmagaban elég lenne ahhoz, hogy
ne érje meg gy jatszani — ki is kellene tolteniink 3'4 darab szelvényt. Ha egy szelvény
kitoltésére 14 méasodpercet szamolunk, akkor a kitéltéshez sziikséges id6:

1116026,1 perc = 18600,435 6ra = 775,018125 nap,

ami tobb mint 2 év.
1.19. Hény olyan pozitiv egész szam van, amely nem oszthat6é 1-nél nagyobb négyzetszammal, sem
10-nél nagyobb primszammal ?
Megoldas:

A feladat feltételeinek megfelels szamok primtényezds felbontasa a kovetkezd alaku:
n=2M.3k.5ks. 7k Lol 1} i=1,... 4.

Ekkor a szamok elGallitasa egyenértéki a fenti 4 kitevs kivalasztasaval. Azaz 4 helyre kell a
0; 1 szimbolumok valamelyikét beirni. Megintcsak egy ismétléses variacioval van dolgunk. Az
Osszesen tehat

vV, =2

szam allithato el§ a feltételeknek megfelelGen.
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1.20. Egy pakli magyar kartyabol hanyféleképpen adhatunk egy jatékosnak 8 lapot?

1.21.

1.22.

Megoldas:

32 lap koziil szeretnénk 8-at kivalasztani tigy, hogy a sorrendre nem vagyunk tekintettel.

1. lépés

Elgszor valasszunk 8 lapot és tekintsiink kiilonbozének két kivalasztast akkor is, ha csak a
kivalasztott lapok sorrendjében kiilonboznek. Ez a mult 6ran targyalt ismétlésnélkiili variacio

témakor egy tipus-feladatara vezet. Igy az ismert formula alapjan az ilyen kivalasztasok
szama: 391 991

s ! !

Vis =32-31-30-29-28-27-26-25 = YT m

2. lépés Ekkor azonban egyes leosztasokat tobbszor is Osszeszémoltunk, hiszen a jatékos
szempontjabol teljesen érdektelen, hogy a kezében 1évé lapokat milyen sorrendben kapta.
Egy-egy a feladat kiirasa alpjan azonosnak tekintet leosztast pontosan annyiszor szamoltunk
meg, ahanyféleképpen a jatékos kezében 1évs 8 kiilonb6z6 lapot sorba lehet rakni. Ezen
sorbarendezések szam Py =8!. Kénnyen lathato, hogy minden ténylegesen kiilonbo6zé leosztést
pontosan ennyiszer szamoltunk meg, ahelyett, hogy csak egyszer vettiik volna figyelembe. Igy
ha a kiosztas sorrendjétdl el szeretnénk tekinteni, akkor ezzel az értékkel kell elosztani az elsd
lépésben kapott eredményiinket :

CSZV_382: 320 (32
2P (32-8)!-8! 8

Hényféleképpen oszthatunk szét egy pakli magyar kartyat (32 lap) 4 jatékosnak tugy, hogy
mindegyikiik 8-8 lapot kapjon?

Megoldas:

Ezt a problémat mar targyaltuk az ismétléses permutaciok témakorben (9. feladat). Az akkor
kapott eredményiink:
pBASS _ 32!
2 gl.8l8lgl

Most az el6z6 feladat 6tlete alapjan induljunk el. Elgszor valasszuk ki azt a 8 lapot, amit az
1-es jatékos kap. Ez az el6bb targyalt gondolatmenet miatt (382)—féleképpen lehetséges. Majd
a megmaradt 32 —8 = 24 lap koziil valasszuk ki azt a 8-at, amit a 2-es jatékos kap, majd a
3-as jatékosnak valasszunk 8-at a maradék 16 lap koziil, végiil a 4-es jatékosnak vélasztunk
8-at a maradék 8-bol (vagyis az Osszes megmaradt lapot nekiadjuk). Ezeket a lehet&ségeket
a szorzasi szabaly alapjan kapcsoljuk 6ssze, igy az Osszes lehetséges kiosztés szama:

32 24 16 8\ 32! 241 16! - 32!
8 8 8 8/ 241.8! 16!.8! 8.8 = 8!l.8!.8!.8!"

Egy kalapban kiilonbozd szamkéartyak vannak, 1-t6l 15-ig szamozva. A kalapbdl visszatevés
nélkil hizunk 5-6t. Hany esetben lesznek a kihuzott elemek névekvs sorrendben?

Megoldas: Osszesen V3 = 15-14-13-12- 11-féle lehet a hiizas eredménye. Ebben persze
benne vannak azok is amelyeknél nem névekvs sorrendben vannak az elemek. Osztalyozzuk
a kivalasztasokat a kivalasztott elemek szerint, azaz keriiljenek egy osztalyba azok az esetek,
amelyekben ugyanazon elemeket vilasztottuk, csak més-mas sorrendben. Konnyen lathato,
hogy osztalyonként pontosan egy kivalasztas tesz eleget a feladat feltételeinek. Masrészt a
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fenti osztalyok mindegyike megfeleltethets az 1; 2; ...; 15 elemek egy-egy 6todosztaly,
ismétlésnélkiili kombinéaciojanak. Igy az osztalyok szama

15
5
i~ (7)

Megjeqyzés: Az 1;2;...;n elem ismétlésnélkiili kombindcionak felirdsa soran az elemeket
altaldban novekvs sorrendben szokés irni.

1.23. Egy dobozban 500 csavar van, melyek koziil 10 darab selejtes. Hanyféleképpen valasztha-
tunk ki 15 csavart gy hogy 6 selejtes legyen koztiik ? Es hogy legyen koztiik 6 selejtes? (Az
els6 kérdés ugy fogalmazhatdé meg mésként, hogy pontosan 6 selejtes, a méasodik pedig, hogy
legalabb 6 selejtes legyen a kivalasztott csavarok kozt.)

Megoldas:

a) Pontosan 6 selejtes lesz a kivalasztott 15 csavar kozott, ha a valasztéast a kovetkezd modon
végezziik. El6szor valasztunk 6-ot a 10 selejtes csavar kozott, majd 15—6=9-et a 490 ,,j6”
csavar koziil. Az el6bbit (160), mig az utobbit (430)—féleképpen lehet megtenni. A szorzasi
szabaly alapjan a feladat feltételeinek megfelel§ kivalasztasok szama tehat:

10 490
6 9 )
b) Legalabb 6 selejtes csavart huizunk az alabbi diszjunkt esetek mindegyikében:

. 10 490 ) 10 490
pontosan 6 selejtes: . pontosan 9 selejtes: .
6 9 9 6
ontosan 7 selejtes: 10 490 ontosan 10 selejtes: 10 490
g ) Us P e 107\ 5

. 10 490
pontosan 8 selejtes: ¢ )\ -

Az 6sszeadasi szabaly alapjan ezen esetekhez tartozo lehetGségek Gsszege adja a feladatnak
megfelels kivalasztasok szamat:

10 490 n 10 490 n 10 490 n 10 490 n 10 490
6 9 7 8 8 7 9 6 10 5 )
1.24. Egy csomag francia kartya 52 lapbdl all, amelyek koziil 13-13 azonos szind. (A lapok értékei
2,...,10, J, Q, K, A).

a) Hanyféleképpen valaszthatunk ki koziilik 4, paronként kiilonb6z6 szind lapot ?

b) Hanyféleképpen valaszthatunk ki koziiliik 4 kiilonb6z6 szint lapot, ha még azt is megkoveteljiik,
hogy ne legyen koztiik két azonos értékid?

c) Hanyféleképpen vélaszthatunk ki a kartyacsomagbol 4 lapot tgy, hogy legyen koztiik
legalabb két asz?

Megoldas:
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A feladat tulajdonképpen az, hogy mind a négy szinbdl valasszunk egyet-egyet. Bontsuk
a kartyacsomagot 4 kis paklira, méghozzé szinenként. Ekkor minden kupachdl egyet-egyet
kell hiiznunk. Ez a kordbbiak alapjan

13\
( ) ) = 13*-féleképpen tehetd meg.

Megjegyzés: A feladat felfoghato altalanositott ismétléses varidcioként is. Azért keriilt
mégis ebbe a témakorbe, mert a kombinaciok joval altalanosabb targyalast tesznek lehet&veé.

Az el6z6 feladat gondolatmenetét kovetve megint szinenként vélasztunk egyet-egyet. Igy
13

az elsd lap valasztasara most is ( ) > lehet&séglink van. A méasodik lap valasztasakor az

els6 lappal azonos értékid lapot ki kell hagynunk, igy mar csak 12 lap koziil valasztunk,

12 . .
amire < ] ) lehet@ségiink van. Es igy tovabb. .. Osszesen tehat

1 12 11 1
3. . (10 =13-12-11-10.
1 1 1 1
Most is bontsuk kis kupacokra a kartyankat. Az egyikbe keriiljon a 4 asz, a mésikba pedig
a tobbi lap. A huzast ugy végezzik, hogy el6szor valasztunk az aszok koziil, majd a tobbi

lap koztil. A feltételnek (legalabb két asz legyen a kivéalasztottak kozott) az alabbi diszjunkt
esetek felelnek meg.

) 4 48
pontosan 2 &sz: .
; 5 & 4 48
ontosan 3 asz: .
P 3) \1
. 44 4 48
n n : .
pontosa asz 4 0
Igy az Osszeadasi szabdly alapjan:
4 48
. 4-484+1

lehet&ség van a kivalasztasra.

1.25. Hanyféle lyukasztas allithato be a buszjegy-lyukaszton, ha a szerkezet legalabb 2, de legfeljebb
4 szamot lyukaszt ki a 9 koziil?
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1.26.

Megoldas:

Bontsuk a lyukak szama alapjan diszjunkt esetekre a problémat. Két lyukat (g), hérom lyukat
(9), mig 4 lyukat (i)—féleképpen lehet lyukasztani. Igy a lehetéségek szama az Osszeadasi

| ()+()- )

szabaly alapjan

A fenti elrendezésti buszjegyekbdl szeretnénk Osszegytjteni egy készletet, mellyel az el6zé
feltételekkel beallitott lyukasztoknél biztosra mehetiink, azaz mindig talalunk egy olyan jegyet,
amely vagy jo, vagy azt allithatjuk rola, hogy forditva helyeztiik a késziilékbe. Hany jegyre
van sziikségilink ?

Megoldas:

Az el6z6 feladat alapjan 246 jegy biztosan elég lenne. Nézziik, mennyit tudunk a ,triikkkiinkkel”
sporolni. A lyukasztasok kozott vannak szimmetrikusak, ezeket csak egyszer tudjuk hasznalni,
mig vannak aszimmetrikusak, melyek két lyukaszto-beéllitas esetén is jok. Az otlet az lehet,
hogy az aszimmetrikus lyukasztasok koziil elegendd csak minden masodikat megtartani. A
szimmetrikus eseteket valamivel konnyebb 0sszeszamolni. Kezdjiik ezzel a feladat megoldasat.

2 lyuk esetén:

Vagy mindkét lyuk a kézépsé oszlopban van ((g) =3 lehetdség), vagy az egyik lyuk a jobboldali
oszlopban van, mig a masik a baloldali oszlopban. Konnyen lathato, hogy ahhoz, hogy a
szimmetriai feltételnek megfeleljen a lyukasztas, a masodik lyuk helye mar nem valaszthato
tetszdlegesen, hiszen ugyanabban a sorban kell elhelyezkednie, amelyben az elsé lyuk is van.
Ilyen lyukasztasbol (:13) = 3 darab van.

Szimmetrikus lyukasztésok 2 lyuk esetén: 343 = 6.
3 lyuk esetén:

Vagy mindharom lyuk a kozéps6 oszlopban van ((g) = 1 lehetdség), vagy az egyik lyuk
a jobboldali oszlopban, a masik a kozépsSben, mig a harmadik a baloldali oszlopban. A
szimmetriai feltétel miatt az utolsd lyuk helye mar nem valaszthatd tetszélegesen, hiszen

ugyanabban a sorban kell elhelyezkednie, amelyben az elsé lyuk is van. Ilyen lyukasztésbol
(i’) . (:1)') =9 darab van.

Szimmetrikus lyukasztasok 3 lyuk esetén: 149 = 10.

4 lyuk esetén:

Vagy 2 lyuk van a kozéps6 oszlopban (és ekkor egy-egy a jobb illetve a baloldali oszlopban),
vagy egy sincs és ekkor két-két lyuk van a szélsé oszlopokban. Az el6bbi tipusbol a korabbi
indoklas miatt (‘3) . (;’) =9, az utébbibol pedig (;’) = 3 darab jegy talalhato.

Szimmetrikus lyukasztasok 3 lyuk esetén: 943 = 12.

Osszes szimmetrikus elhelyezkedések szama: 28. Ezek azok a lyukasztasok, amelyekhez egy-
egy jegyre mindenképpen sziikség van.

Az aszimmetrikus lyukasztasok szama pedig 246 — 28 = 218. Ezekhez feleennyi (109) jegy is
elég.

Igy Gsszesen 137 jegyre van sziikségiink.

1.27. 18 egyforma 10 forintost osztunk szét 4 gyerek kozott.
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a) Hanyféle modon tehetjiik ezt meg?

b) Hany eset van akkor, ha kikétjiik, hogy minden gyerek kapjon legalabb egyet ?

Megoldas:

a) 1. mo:
Minden pénzérme ala irjuk oda, hogy melyik gyerek kapta (1, 2, 3, 4 jelek valamelyikét).
Mivel az érmék darabszama érdekes csak a feladat szempontjabol, az el6bbi jelsorozatot
rendezziik névekvs sorrendbe:

1 2 3 . - 18

1 1 2 s s 4
2 3 4 - w22

Sorszamozzuk be az érméket 1-t6l 18-ig, majd adjuk Ossze az érme sorszaméat és az érme
alatti jelet. Konnyen lathato, hogy ekkor

-Minden érme alatt mas-mas szam all

-Az értékekre 2 < k <18+4 =22

Azaz 21 elem ismétlésnélkiili 18-adosztalyt kombinaciojat kaptuk (fé)

2. mo:
A 10 forintosokat vélasszuk el egymastol vonalakkal. Az els§ vonal el6tti érméket az 1-
es gyerek kapja stb. az utols6 vonal utaniakat a 4-edik gyerek. Ekkor 18 érme és a 3

valasztovonal minden kiilonbozs elrendezéséhez az érmék egy kiosztésa rendelhets (és

_ 21!
~ 181.3!

(Az abran lathato elrendezés annak az esetnek felel meg, amikor az els§ és a masodik
gyerek 20-20 forintot kap, a harmadik gyerek nem kap semmit, a negyedik pedig megkapja
a maradék 140 forintot.)

3. mo:

Feleltessiik meg egy tablazat sorait a gyerekeknek és az oszlopait a 10 forintosoknak. A k-
adik gyerek soraban lépjiink annyit jobbra, ahédny tizforintost kapott, majd lépjiink egyet
lefelé. Kérdés, hogy hanyféleképpen juthatunk el az elsd sor ,nulladik” helyérsl a negyedik
sor 18-dik mezgjébe.

A feladattal mar talalkoztunk az kordbban (5. feladat). Itt 18 jobbralépés és 3 lefele lépés

elrendezéseut vizsgaljuk. Igy a lehetGségek széama: ]3231’18 = %

. —18
viszont), igy a keresett érték C’i =P8

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8 9.10.11.12.13.14.15,16.17.18.
» =

1 2

=) =

= «l‘

Sl IS




I1.1.1. KIDOLGOZOTT PELDAK 101

1.28.

1.29.

1.30.

b) A feladat megoldasa nem kiilonbozik lényegében az el6z6 részétsl. MindenekelStt érdemes
biztositani az 0] feltétel teljesiilését. Ezt a legkonnyebben gy tehetjiikk meg, ha minden
gyereknek az elosztas eltt adunk egy-egy 10 forintost. Ezutan a megmaradt érméket (14
darab) osztjuk szét az a) részben targyalt moédon. Igy

—14 17!
414131

helyes kiosztas van.

Hanyféleképpen lehet 2011-es szamot
a) hét nemnegativ egész szam
b) hét pozitiv egész szam

Osszegére bontani, ha két folbontast akkor is kiilonbozének tekintiink, ha csak a tagok sorrendjében
térnek el egymastol?

Megoldas:
Gyakorlatilag az el6z6 feladat atfogalmazasarol van szo.

—2011

a) C7

b) 63011

Hényféleképpen helyezhetiink el 40 kiilonb6z6 diszhalat 2 egyforma nagy és 4 egyforma kicsi
akvariumban tgy, hogy a nagy akvariumokban 10-10 a kicsikben pedig 5-5 hal legyen.

Megoldas:

Ha az akvariumokat paronként kiilonbozének tekinteném (mondjuk beszamozva Gket), akkor

az elrendezések szama (4118) . (i’g) . (250) . (155) . (150) . (g) lenne, de ekkor kiilénb6zének szamolnank

azokat az eseteket, amelyek az egyforma akvariumok cseréjével egyméasba vihetsk. Igy valojaban

(10) - (o) - (5) - (5)-(5)- ()

214!

kiilonb6z6 elrendezés van.

8 goly6 koziil 4 piros és 1-1 kék, zold, fehér illetve fekete. Hanyféleképpen allithatunk ossze ezek
koziil egy 4 golyobol 4ll6 sorozatot, ha az azonos szini golyok egymastol megkiilonboztethetetlenek ?
Megoldas:

Bontsuk szét az eseteket aszerint, hogy hany piros golyot valasztottunk ki.

4 piros:

Ekkor masik golyora nincs sziikségiink, igy a golyok kivalasztasara egyetlen lehetéség adodik
és mivel a golyok megkiilonboztethetetlenek, a sorbarendezések sem adnak 1j lehetGséget: 1
lehetGség.

3 piros:

Ekkor a negyedik goly6 a maésik 4 ,szines” golyé barmelyike lehet, igy a szindsszeallitas
kivalasztasara 4 lehetGségiink van. Minden szinésszeéllitas soran P, °=4 sorbarendezés lehetséges.
[gy Osszesen a szorzési szabaly alapjan 4-4 Gjabb lehetGséghez jutottunk.
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II

1.31

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

2 piros:

Ekkor a harmadik golyé a maésik 4  szines” golyé barmelyike lehet, mig a negyedik goly6
valasztasara 3 lehetGséglink van, igy 4-3=12-féle szindsszeallitas lehet. Minden szinosszeallitas
soran P41 12— ‘21—: =12 sorbarendezés lehetséges. Igy Osszesen a szorzési szabaly alapjan 122=144

ajabb lehetdséghez jutottunk.

.1.2. Tovabbi gyakorlé feladatok

. Egy fut6 versenyen nyolc futé keriilt a dontébe. A dontében hény kiilonb6z6 befutasi sorrend
lehetséges, ha feltételezziik, hogy nem volt holtverseny ?

eredmény
Hany olyan 6tjegyl szam képezheté az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl, amelyben az 1-e és a 3-as
jegy egymas mellett helyezkedik el és minden szdmjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk
fel? Es ha a 2-es szamjegyet O-ra cseréljiik?

eredmények

Hany otjegyid paros szam képezhets a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha minden szamjegy csak
egyszer szerepelhet?

eredmény
Hanyféleképpen {ilhet le 9 ember egy kilencszemélyes hosszi padra?
eredmény

Hanyféleképpen tilhet le 4 ng és 5 férfi egy kilencszemélyes hosszu padra, tgy hogy azonos
nemtek ne keriiljenek egymas mellé?

eredmény

Hanyféleképpen iilhet le 4 ng és 5 férfi egy kilencszemélyes hosszu padra, tgy hogy azonos
nemitiek ne keriiljenek egymas mellé, ha csak az szamit, férfir6l vagy nérél van-e sz6?

eredmény
Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van?
eredmény

Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van, gy hogy koziiliik
két kitlintetett (A és B) egymas mellé keriiljon ?

eredmény
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1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

1.45.

Hanyféleképpen iilhet le 4 ng és 5 férfi egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van tgy hogy
azonos nemtek ne keriiljenek egymas mellé?

eredmény

Hanyféle képpen olvashato ki a kivetkezs dbrabol KOMBINATORIKA sz6, ha a téablazat bal
fels6 sarkabol indulunk és minden lépésben csak jobbra vagy lefelé haladhatunk:

K O M B I N A
O M B I N A T
M B I N AT O
B I N AT O R
I N AT O R I
N A T O R I K
A T O R I K A

eredmény

Hanyféleképpen lehet eljutni az origobol a (4, 7, 3) pontba, gy, hogy csak egységnyi hosszu
jobbra, fel és el6re 1épések lehetségesek ?

eredmény

Adott n kiilonb6z6 elem. Ha az elemekhez hozzéavesziink két, az utolsdéval megegyezé elemet,
akkor az elemek Osszes kiilonbo6z6 sorbarendezéseinek szama 22-szerese lesz, mint az eredeti
n elem sorbarendezéseinek a szama.

megoldas
Hany permutécioja van az ASZTALLAP, és a KUTYAFUTTATO szavaknak?

eredmény
A0, 1,1, 1, 2, 2, 5 szamjegyek permutalasaval hany
a) paros,
b) pératlan,
c) néggyel oszthato,
d) ottel oszthato,
e) 12-vel oszthato
szam képezhetd, ha a szamok nem kezd6dhetnek 0-val?

megoldéasok

Hanyféleképpen oszthatunk szét 25 kiilonboz6 targyat 5 személy kozott egyenls ardanyban?

eredmény
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1.46.

1.47.

1.48.

1.49.

1.50.

II1.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK

Tizenkét tanul6 kozott hanyféleképpen lehet kiosztani 6t kiilonbozé targyat, ha egy tanuld
a) legfeljebb egy targyat kaphat ?
b) tobb targyat is kaphat?

megoldas
Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 szamjegyekkel hany paros, 6tjegyt szamot képezhetiink, ha
barmely két szomszédos jegy kiilonbozé paritasi és

a) minden jegyet legfeljebb egyszer hasznalunk?
b) Ugyanaz a jegy tobbszor is felhasznalhato?

eredmény

Tizes-szamrendszerbeli hatjegyl szamokat képeziink.

a) Hany ilyen szam van?
b

)

) Héany péros illetve hany paratlan szam van?
c) Hany 4-gyel oszthatd szam van?
)

)

d

e

Hény 5-tel oszthato szam van?

Hany 3-mal oszthat6 szam van?
eredmények, megoldasok

Kettes-szamrendszerbeli hatjegyt szamokat képeziink.

a) Hany ilyen szam van?

C

)
b) Hany paros illetve hany paratlan szam van?
) Héany 4-gyel oszthato szam van?

)

d

Hany 8-cal oszthaté szam van?
eredmények, magyarazatok

Tizenhatos-szamrendszerbeli hatjegyi szédmokat képeziink.

(A szamjegyek: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8, 9; A; B; C; D; E; F)
a) Hany ilyen szam van?

b)

c) Hany 4-gyel oszthatd szam van?
d)

Hény péros illetve hany péaratlan szam van?

Héany 32-vel oszthato szam van?

eredmények, magyarazatok
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1.51.

1.52.

1.53.

1.54.

1.55.

1.56.

Tekintstik az alabbi abran lathato hianyos méatrixokot. (Tridiagonalis matrix ,értékes” elemeket
tartalmazo mezdi. Ha gy tetszik, akkor egy széttorott sakktébla.) Hanyféleképpen juthatunk
el a bal fels§ mezGhdl a jobb alsdé mezdbe, gy hogy minden 1épésnél egy mezGt jobbra, vagy
egy mezot lefelé 1épilink és a kijelolt teriiletet nem hagyhatjuk el?

Altalanositsuk a problémaét és 8 x 8-as matrix helyett vizsgaljunk n x n-es matrixot!
megoldas

Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9 elemek hény negyedosztalyi ismétlésnélkiili kombinacioja
tartalmazza az 1; 2 elemeket?

eredmények
Hany olyan 6tjegyd szdm van, melynek jegyei
a) novekvs sorrendben
b) nem csokkend sorrendben
kovetkeznek egymas utan?
eredmények

Az 6t6s, vagy a hatos lotton lehet kevesebb szelvénnyel biztosan telitaldlatot elérni. (Az 6tos
lotto esetén 90 szam koziil kell 6t6t eltalalni, a hatoson 45-bdl 6-ot.)

megoldas
Héanyféle lehet a lotté-huzas eredménye, ha tudjuk, hogy csupa egymasutani szamot huztak
ki. (A lottohuzas soran 90 szam koziil huznak ki 5-6t ugy, hogy a kihuzott elemek sorrendje
érdektelen.)

megoldas

Héanyféle lehet a lotto-huzas eredménye, ha tudjuk, hogy kihuztak két par egymésutani
szamot, de nem hiztak harom egymés uténit? megoldés
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1.57. Egy évfolyam 50 lany és 30 fiu hallgatdja ottagi kiilldottséget valaszt, éspedig 3 lanyt és 2
fint. Hanyféleképpen teheteik ezt meg? Hanyféleképpen valaszthatnak kiildottséget akkor, ha
Ancsa és Berci éppen haragban vannak, ezért nem akarnak egyiitt bekeriilni.

megoldas
1.58. Egy postahivatalban 10-féle képeslapot arulnak. Hanyféleképpen véasarolhatunk
a) 8 kiilonboz6 képeslapot ?
b) 8 képeslapot?
c) 12 képeslapot?
eredmények

1.59. Hany szotart kell kiadnunk, hogy kozvetleniil tudjunk forditani 10 kiilénb6z6 nyelv koziil
barmelyikrél barmelyik masikra?

eredmény



I1.2. fejezet

A binomialis és a polinomialis tétel

I1.2.1. Kidolgozott példak

2.1. Mennyi lesz az x%y? egyiitthatoja (22 + 3y)>-ben?
Megoldas:

A binomiélis tétel alapjan az a?b*-6s tag egyiitthatoja az (a+b)° kifejtésében (3). Ne feledkezziink
el azonban arrél, hogy a feladatban a = 2z, igy a? = 2222 és hasonloéan b = 3y, igy b® = 3393,
igy a kérdéses egytitthato
5)
.92.33
(>

() )+ () = ()

2.2. Igazoljuk, hogy

Megoldas:
1. Megoldas:

(kﬁl) 2 (Z) * <kil> - (k—1)!-gz!—k+1)!+2'k!-(gl—k)!+(k+1)!-gz!—k—1)! -

(k+1)-k-n! 2-(k+1)-(n—k+1)-n! (n—k+1)-(n—k)-n!
G D=kt )l Rk D)-(n—kr )l (hr D)l (n—k+1)!

n!-(K*+k)+ (2nk —2k? + 2k +2n — 2k +2) + (n? = 2nk +n+k* — k))
(k+1)!-(n—k+1)!

nl-(n*+3n+2)  nl-(n+1)-(n+2) (n+2)!

k+D!-(n—k+1)! (k+D)!-(n—k+1)!  (k+D!((n+2)—(k+1))!
B n+2
N (k:+1)

Kombinatorikai megkozelitéssel : Egy zsakban n darab paronként kiilonb6zé piros és 2 kiillonb6z6
fehér goly6 van. Hanyféleképpen lehetséges koziilliikk k41 darabot kihtzni tgy, hogy a kivalasztés
sorrendjére nem vagyunk tekintettel.

2. Megoldas:

107
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2.3.

2.4.

I1.2. FEJEZET. A BINOMIALIS ES A POLINOMIALIS TETEL

A lehetGségeket kétféleképpen szamoljuk 6ssze. ElGszor ugy tekintjiik, hogy n+ 2 paronként
kiilonb6z6 elem koziil kell £+ 1-et valasztanunk a sorrendre valo tekintet nélkiil, amely ismert

Osszeszamlélasi probléma. A lehetdségek szama (Zil)

Masodszor a kivalasztasokat csoportositsuk a kivalasztott fehér golyok szama alapjan:

(%)

e k—1 piros és 1 fehér golyot valasztunk, ekkor a lehetGségek széma: (f) . (kfl) = 2(]:1)

e csak piros golyokat valasztunk, ekkor a lehetGségek szama: (3) . (Z) =

e mind a két fehér golyot kivalasztottuk, ekkor a lehetGségek szama: (g) . (1:2> = (kg)

A fenti diszjunkt esetek unidja adja az Osszes kivalasztasokat, igy az Gsszes lehetGségek szama
a fenti alesetekhez tartozo lehetGségek szamanak Gsszege. Igy éppen a bizonyitando allitast

kaptuk:
n 49 n i n B n—+2
E—1 k k+1) \k+1/)
k-(Z):nQ”_l
k=0

A feladatra az elméleti rész targyalasa sordn mér adtunk harom megoldast, lasd 1.2.1.6 és
[.6.6, most lassunk egy tijabb megkozelitési modot :

[gazoljuk, hogy

Kombinatorikai megkozelités:
Egy n tagu tarsasagbol valasszunk egy bizottsédgot és a bizottsagnak egy elnokot. A feladat
kétféleképpen oldhaté meg.

1.) Elészor valasszunk egy k tagu bizottsagot és a bizottsag tagjai koziil valasszunk egy

elnkit. Fz @ | @ _ (Z) "

Ezeket Osszegezziik, amig a k az Osszes lehetséges értéken végigfut, amelyeket a bizottsag
létszama felvehet.

2.) Eloszor az elnokot valasztjuk ki, majd a maradék n — 1 személy esetén mindenkinél
eldonthejiik, hogy tagja legyen-e a bizottsagnak. Igy a lehetdségek szama:

(n>-2”—1=:n-2"—3
|

[gazoljuk, hogy

Megoldas:

A binomiélis tétel (a+b)" =Y (})-a¥-b" " alakjaba a = —1 és b=1 értekeket helyettesitve
k=0

az allitas azonnal adodik.
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2.5.

2.6.

Mutassuk meg, hogy minden nem iires halmaznak pontosan annyi paros elemt részhalmaza
van, mint ahany paratlanelemti!

1. Megoldas:
A feladat allitasa gyakorlatilag megegyezik a 4 feladatban bizonyitott allitassal.
2. Megoldas:

Tekintsiik a halmaz egy rogzitett = elemét. Minden A; részhalmaz esetén, melyre = ¢ A;
egyértelmiien létezik a B; = A;U{x} halmaz. Kénnyen lathato, hogy az A; és B; halmazok
kolesonosen egyértelmid modon megfeleltetheték egymésnak. A halmaz minden részhalmaza
besorolhato az A; vagy B; halmazok kozé. Rogzitett ¢ index esetén A; és B; elemszama
kiilénboz6 paritasi. A megfeleltetés bijektiv voltabol kovetkezik az allitas.

Adjuk meg (22 +3y — 2)? kifejtésében az yz2-es tag egyiitthatojat!

A polinomiélis tétel alapjan az bc’-es tag egyiitthatoja az (a+b+c)® kifejtésében 3. Ne

T2l
feledkezziink el azonban arrél, hogy a feladatban b= 3y és c = —z, igy ¢® = 22, azaz a kérdéses
egyiitthato

3!
ST
Megoldas:
A polinomialis tétel alapjan:
3!
(a+b+c)® = R (@302 P+ a® B a1 ) +
o
+O' 121 (a2'b1'CO+&2-bo-cl+a0.62,cl+a0.b1_CQ_i_al_bO‘CQ_i_al‘bQ.c[))_'_
EN 1.1 1
T TR

2.7. Igazoljuk, hogy

Megoldas:
r holgy és s ur koziil valasszunk n-tagi kiilldottséget. Hanyféleképpen allithato dssze a kiildottség?

El6szor szamoljuk oOssze a lehet&ségeket tgy, hogy nem vagyunk tekintettel arra, hogy a
kiildottségbe hany holgy keriilt. Ekkor gyakorlatilag arrél van szo, hogy r+ s személy koziil
kell (a sorrendre val6 tekintet nélkiil) kivalasztani n-et. Ez ("F*)-féleképpen lehetséges.

Osztalyozzuk most a kiildottségeket az alapjan, hogy hany holgyet valasztottunk be:

0 holgy: — (5)-(7)
Lhslgy: ())-(,%)

wholey (7))
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A felsorolt esetek egyméast paronként kizarjak igy a lehet&ségek szama a fentiek Gsszege:

> ()05

Megjegyzések: A probléma targyaldsa soran vagy tigyelniink kellene r; s, n viszonyara (a fenti
tablazat n<min{r, s} esetet mutatja, vagy a binomialis egyiitthatok fogalmat altalanositanunk

kell. Legyen a < b, ekkor (‘;) = 0. Ezzel a kiegészitéssel az eset szétvalasztas megsporolhato.

Ez nem més, mint a Vandermonde-azonossag, lasd elméleti rész, 1.2.3.4.

2.8. Igazoljuk, hogy

S (1) <Z) =0,

k=1

Megoldas:

" n i 1 n! - 1 n!
Z(—l)’“+1'k'<k) => (-1 'k'mzz(‘l)]ﬁ ERCE

_ :"_i(‘”m e 11>)_'—<k—1>>! - Z( R
—n 2(_1)%2 (”;1) —n :(—1)1 (”;1) —0

I1.2.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok
()0

2.10. Igazoljuk, hogy ha 0 <r <n, akkor

)G+ CIC ) =)= ()

2.11. Igazoljuk, hogy minden n > 2-re

g k(k—1) (Z) = n(n—1)2"2

Adjunk kombinatorikus bizonyitast is.

2.9. Igazoljuk, hogy

utmutatas

utmutatas

utmutatas



I1.2.2. TOVABBI GYAKORLO FELADATOK

2.12. Igazoljuk, hogy minden n > 2-re

(Z) +2(g> +3(Z) +...—|—(n—1)(2) ~(n—2)- 21,

2.13. Szamitsuk ki az Z (n) <Z) (—1)"* Gsszeget, ahol 1 < k < n.
i=k

2.14. Legyen
= + = +-F ! >0
a“’I’L = T T .. T? n > .
G () ()
: n+2 , :
Igazoljuk, hogy a,+1 = —a,+1, n >0, és a,, — 2 mikor n — oo.
2(n+1)

2.15. Szamitsuk ki a E (n) (;) (—1)i_k osszeget, ahol 1 <k <n.
i
i=k

n+k—1
k

<Z>:<n;1>+<kﬁ1> (n,k>1).

2.16. Igazoljuk, hogy az <Z> = (

) ismétléses kombinaciokra vonatkozodan:

111

utmutatas

utmutatas

megoldas

megoldas

megoldas
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I1.3. fejezet

Szitaképletek

I1.3.1. Kidolgozott példak

3.1. Egy osztalyban angolul, franciaul, németiil rendre 16, 6, 7 tanul6 tanul. Négyen angolul is és
németiil is, harman németil és franciaul, ketten francidul és angolul is tanulnak. Egy tanul
mindharom nyelvet tanulja. Hinyan vannak az osztélyban, ha mindenki tanul legalabb egy
nyelvet 7 Hanyan tanulnak csak angolul?

Megoldas:

Ha az angolul, franciaul illetve németiil tanulok szaméat Osszegezziik, akkor azokat akik két
nyelvet is tanulnak kétszer, azokat, akik mindharom nyelvérara jarnak pedig haromszor
szamoltuk bele a létszamba. Ilyen esetekben alkalmazzuk a logikai szitaformulat:

|JAUFUN|=|A|+|F|+|N|—(JANF|+|ANN|+|FNN|)+|ANFNN|=16+6+7—(2+4+3)+1=21.
3.2. Az egymillional kisebb nemnegativ egész szamok koziil hany tartalmazza a 3, 4, 7, 9 jegyek
mindegyikét ?
Megoldas:

Az 1000000 darab egymillional kisebb nemnegativ egész szam koziil el6szor vonjuk ki azokat,
amelyek a felsorolt szamjegyek koziil legalabb az egyiket nem tartalmazzak:

1000000 —4- 95,

de ekkor azokat a szamokat tobbszor hagytuk el, amelyek a fentiek koziil legalabb kett6t nem
tartalmaznak, ezeket adjuk vissza:

4
1000000 —4-95 + (2) .86,

Most viszont a kelleténél tobbszor szamoltuk be azokat a szédmokat, amelyek a jegyek koziil
legfeljebb egyet tartalmaznak, ezeket meg csak le kell szamitani:

4 4
1000000 —4-95 + (2) 86— (3) 78,

végiil azokat a szamokat, amelyek egyik vizsgalt jegyet sem tartalmazzak djra vissza kell
adnunk, hiszen az el6bb tobbszor vontuk le Gket:

4 4
1000000 —4-95 + (2) 80— (3) .78
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3.3. 1-t6] 150-ig hany Osszetett és hany prim szam van?
Megoldas:

1-t61 150-ig az Osszetett szdmok az alabbi primek valamelyikével oszthatok: 2, 3, 5, 7, 11,
mivel a kovetkezd prim (13) méar nagyobb mint /150. Jelolje Sy a kéval oszthatok szamat.
Ekkor a felsorolt primek koziil legalabb eggyel oszthatok:

[150]

Sy = | =175
[150]]

Sg - _T_ :50
_1 -

55 == ﬂ :30
L 5 -
[150]

57 - _T_ =21
[150]

= —_— :]_

SH i 11 ] 3

a felsorolt primek koziil legaldbb kettével oszthatok:

Se3 =295 = —%— =25 S37 =591 = 21 =7
Sos =510 = ?OO =15 S311 =933 = % =4
So7 =S8 = % =10 S5 =535 = % =4

So11 =952 = ?20 =6 S511 =255 = % =2
S35=20515 = % =10 Sri1 =987 = % =1
a felsorolt primek koziil legalabb harommal oszthatok:

So35 =293 = % =5 Soz11="05154 = % =0
Sog7 =291 = % =3 Sss7=>5105 = % =1
So311 =566 = % =2 Sss11 =515 = % =0
Sos7=>570 = :% =2 Sz7a1 =531 = :% =0

Sa511 =510 = :% =1 Ssr11=5385 = :% =0
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a felsorolt primek koziil legalabb néggyel oszthatok:

150
So357 = 9210 = {m} =0

Az utolsd eredménybdl latszik, hogy nincs olyan 150-nél kisebb szam amely legalabb négy
vizsgalt primmel oszthato lenne. Ekkor a logikai szita-formula alapjan a primek szama:

7(150)=150—(754+50+30+21413)+(25+15+10+6+10+7+4+4+241)— (5+3+2+24+1+1)+5—1=35.

Az utolsé két miivelet kisebb magyaréazatra szorul. A legalabb egy prim osztoval rendelkezd
Osszetett szamok helyett valojdban a vizsgélt primjeink tobbszordseit szamoltuk meg. Ezek
kozott természetesen szerepelnek maguk a primek is, akiket igy tévesen vontunk le.

A fennmarad6 szamok tehat olyanok, amelyeknek nincs valodi prim osztéojuk. Ezek egy
kivétellel mind primek is. A kivétel az 1. Tehat Osszegezve 1-t61 150-ig 35 darab prim szam,
114 darab Gsszetet szam és az 1 talalhato.

3.4. Héanyféleképpen iiltethetiink le egy sorba harom angolt harom franciat és harom torokot ugy,
hogy harom azonos nemzetiségi ne iiljon egymas mellé?

Megoldas:
3 3 3
| — .71.31 .51.31.31 — .31.31.31.3!
9! (1> 7! 3.—1—(2) 5!-3!- 3! (3) 3!-3!-3!- 3!

3.5. Aladar levelet irt 10 baratjanak. Pont mikor boritékba akarta rakni a leveleket elaludt a
villany. A leveleket ekkor véletlenszeriien rakta be a boritékokba. Hanyféle olyan elrendezés
van, hogy senki ne a neki sz6l6 levelet kapja meg?

Megoldas:

10! - (110) O+ (120) 8l (130) T (140) 61— (150) -5l (160) Al - (170) 3l (180) 2= (190) S (18) 0!
3.6. Adott egy X alaphalmaz és annak Ay, Ay, ..., A, részhalmazai. Hany elem tartozik az A;-k

koziil pontosan 2-be?
Megoldas:

3 4 n (M
> AiNA;|- <2> > JANAN AL+ (2) D JANANAN A= 4 (=1)™ (2) |A1NAsN. . .NA,|

3.7. Héanyféleképen iilhet le 8 hazaspar egy kerekasztal koré tigy, hogy minden né két férfi kozé iil,
de egyik nd sem iil a férje jobboldalara?

Megoldas:
Az Osszes iiltetések szama: 7!-8!
Ha legalabb egy holgy a férje jobbjan iil: (?) ST 7!

Es igy tovabb...Ekkor a helyes iiltetések szama a szitaformula alapjan az alabbi moédon
szamolhato:

8 8 8 8
1.8 — 717 76! — 7Bl 1 (—1)8. .71.0!
-8 (1)77+(2>76 (3)75+ +(-1) (8)70
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3.8. Hany olyan pozitiv egész szam van, amely osztoja a 100 és 2030 szamok valamelyikének ?
Megoldas:

Szamoljuk 6ssze 10%0 és 20%° osztoit, majd vonjuk ki a kozds osztokat, mert ezeket duplan
szamoltuk!

1040 = 240.5%0 og7t6i 2759 alaktiak, ahol 0 < p, ¢ < 40 egészek.

Igy mind p, mind téle fiiggetleniil ¢ valasztasara 40 lehetéségiink van, vagyis 10%%-nek 40% =
= 1600 osztoja van.

Hasonloan 2030 = 269530 oszt6i 2P - 57 alaktiak, ahol 0 < p <60 és 0 < ¢ < 30 egészek.
Igy 20%%-nak 60-30 = 1800 osztoja van.

A kozos osztok mindegyike osztéja a legnagyobb kozos osztonak d=(1010,2030)=(240.540 260.530)=
— 910 530

d = 210.5% osztoinak szamat az el6z6ekhez hasonléan szamolhatjuk: 40-30 = 1200.

Tgy 0sszesen
1600+ 1800 — 1200 = 2200

olyan szam van, amely a fenti szamok valamelyikének (esetleg mindkettének) osztoja.

3.9. Hanyféleképpen tudunk eltenni 20 kiilonb6z6 papirlapot egy piros, egy kék, egy zold és egy
sarga irattartoba gy, hogy mindegyik irattartoba keriiljon legalabb egy papir és a dosszién
beliil a sorrend k6zonbos?

Megoldas:

Logikai szitaformulat alkalmazva:

Az sszes elrendezések szama: 20, hiszen minden papirlap esetén 4 irattarto koziil valaszthatunk.
Az olyan elrendezések szama, ahol (legalabb) egy irattarto iiresen marad: (i‘) -203.

Az olyan elrendezések szédma, ahol (legalabb) két irattarto tiresen marad: (;‘) 202

Az olyan elrendezések szama, ahol harom irattarto iiresen marad: (g) -20.

[gy az Osszes helyes elrendezések szama:

204 — (11) 203+ (;1) 20 — (g) -20.

3.10. Egy zsakban 10 par cipé van. Hanyféleképpen vehetiink ki bel6le 6 darabot tgy, hogy ne
legyen koztiik egy par sem?

1. Megoldas:

Logikai-szitaformulaval :
20 10 18 10 16 10 14
— . : — . = 13440.
()= () ()= (2)-(2)=(3)-(5) o

Direkt szamolassal:

2. Megoldas:



I1.3.2. TOVABBI GYAKORLO FELADATOK 117

A 6 cip6t ugy valasztjuk, hogy elészor eldontjik, hogy melyik 6 parbol valasztunk ((160)
lehetGség), majd minden kivalasztot par esetén eldontjiik, hogy a jobb- vagy a ballabas cipére
van-e sziikségiink. (2° lehetéség). Igy a szorzési szabaly alapjan dsszesen

()

kivalasztas lehetséges.

I1.3.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

3.11. Adott egy X alaphalmaz és annak Ay, As, ..., A, részhalmazai. Hany elem tartozik az A;-k
koziil pontosan 3-ba?

eredmény

3.12. Hanytéleképpen iltethetiink le egy kerekasztal koriil harom angolt harom franciat és harom
torokot tgy, hogy harom azonos nemzetiségi ne iiljon egymaéas mellé?

megoldas
3.13. Hany olyan részhalmaza van az {1,2...,10} halmaznak, amely tartalmaz legalabb egy paratlan
szamot,?
eredmény
3.14. Hany olyan részhalmaza van az {1,2...,10} halmaznak, amely tartalmaz legalabb hérom
paratlan szamot ?
eredmény

3.15. Hanyféleképpen valaszthatd ki az augusztus héonap 5 napja tugy, hogy ne legyenek koztiik
egymasutani napok?

megoldas

3.16. Az 1,2,...n szamoknak hany olyan permutacidja van, hogy 1,2,...,k nem éallnak egymas
utan

i) ebben a sorrendben,

ii) valamilyen sorrendben.

megoldas
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I1.4. fejezet

Osszeszamlalasi feladatok

I1.4.1. Kidolgozott példak

4.1.

4.2.

Héanyféleképpen juthatunk el az n x n-es sakktablan a bal als6 sarokbol a jobb felsé sarokba,
ha minden lépéssel kozelediink az || - ||;-es vektornorma értelmében ?

(lzlfy = 2 fal)

Megoldas:

A megfogalmazas annyit takar, hogy minden lépésben egyet jobbra, vagy egyet fel 1épiink.
Ezzel a problémakorrel mar foglalkoztunk korabban. Az alabbi két megkozelitéssel elemi
Osszeszamlalasi problémara vezethetjiik a feladatot.

1. Megoldas: n—1 darab jobbra illetve n—1 darab fel jelet kell az 6sszes lehetséges moédon
sorbarendezni. (Az azonos irdnyokhoz tartozé jelek paronként megkiilonboztethetetlenek) Igy
egy-egy utvonalhoz egy-egy ismétléses permutaciot rendeltiink, méghozza bijektiv modon.

Ezek szama:
-n—1n-1 (2n—2)'

P = (n—=1)!-(n—=1)I"

2. Megoldas: 2n — 2 lépésben jutunk el a bal als6 sarokbdl a jobb fels6be. Ezen 1épések
koziil valasszuk ki azt az n—1 darabot (a sorrendre valé tekintet nélkiil), amelyekben jobbra
lépiink. Igy egy-egy ttvonalhoz egy-egy ismétlésnélkiili kombinaciot rendeltiink, méghozza
bijektiv moédon. Ezek szama:

n—1 __ (271-2)'
Cona = (n—=1)!-(n—1)!"

16 csapatot 4 darab 4-es csoportba osztottunk, a csoportokon beliil egy-fordulés kormérkézések
dontik el a sorrendet. Minden csoport elsé helyezettje bejut a 4-es déntébe, ahol a 4 csapat
megint kormérkézést jatszik egymassal. Hanyféle lehet a 4-es dont6 mezénye, ha a csoportok
beosztéasat rogzitettnek tekintjiik ?

Gondoljuk meg a problémat két 6t6s és két harmas csoport esetén is!
Megoldas:

A feladat altal vazolt problémat az ismétléses permutéacié altaldnositasanak tekinthetjiik.
A lehetGségek szama 4-4-4-4. Az els6 csoportbol ugyanis 4-féle csapatot valaszthatunk.
Barmelyik csapat jutott is tovabb, a masodik csoportbél valo kivalasztéassal a sort 4-féleképpen
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4.3.

4.4.

I1.4. FEJEZET. OSSZESZAMLALASI FELADATOK

folytathatjuk, igy az elsé két csapat 42-féleképpen vélaszthato ki. Es igy tovabb. .. Ezzel a
szorzasi szabaly formulajéhoz jutunk.

Ha két 6tos és két harmas csoport soréan kell a tovabbjutokat kivalasztani, akkor ez a fenti
gondolatmenetet kévetve 5-3-5-3-féleképpen teheté meg.

A konyvespolcon 12 kényv all. Hanyféleképpen lehet koziiliik kivalasztani 6t6t gy, hogy ezek
kozott ne legyen két egymas meletti?

Megoldas:

Minden kivalasztasnak megfeleltethetiink egy 5 egyesbdl és 7 nullabol allo 12 bites sorozatot.
Azok a jo sorozatok, ahol nem all egymasmellett 2 egyes jegy. Irjuk le a nullakat tgy, hogy
koztiik, elottiik illetve mogottiik egy-egy helyet hagyunk az egyeseknek.

Igy az 5 darab egyesiinket 8 helyre rakhatjuk. A 8 hely koziil kell tehet 5-6t kivalasztani ezt

<§> -féleképpen

tehetjiik meg. Lasd még elméleti rész, 1.4.1.9 Feladat.

Arthur kiraly kerek asztala koriil 12 lovag iil. Minden lovag haragban van a szomszédaival
(és csak veliik). A kiralynak egy 6ttagu csapatot kell lovagjaibol Gsszeéllitania ugy, hogy a
kivalasztott lovagok mindegyike békében legyen a méasik néggyel. Hanyféleképpen teheti ezt
meg a kiraly?

Megoldas:

Asszerint, hogy egy kitiintetett lovag, nevezziik mondjuk Sir Nyti-nek, tagja-e a csapatnak,
két diszjunkt osztalyra bonthatjuk a lehet&ségeket.

a) Ha Sir Nyt a csapat tagja, akkor szomszédai, 1-es és
11-es lovag biztosan nem keriilhetnek kivalasztéasra.
Az abran Sir Nyt-t ponttal jeloltiik. A maradék
kilenc lovag koziil (2-10) ugy kell négyet vélasztani,
hogy ne legyen koztiik két egymas melletti. Azzal,
hogy kivéalasztottuk Sir Nytt, a kerek asztalbol
adodo problémakat elkeriiltiik. Jeloljiik a kivalasztott
lovagokat ,17-essel, a nem kivalasztottakat ,0"-val.
Ekkor a feladat ugy irhatd at, hogy készitsiink 5
darab ,0”-bol és 4 darab ,17-b6l &llo kilencjegyti
bitsorozatokat tgy, hogy két 1”7 ne legyen egymés

mellett.
Rakjuk le a ,0”-kat tgy, hogy koztiik illetve elGttiik és mogottiik egy-egy helyet kihagyunk.

L -0- .O. IOI .O. -0- )
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6
Ekkor a négy egyest a fent jelolt hat hely barmelyikére eloszthatjuk. Lehet&ségek: (4)
b) Ha Sir Nyt nincs a csapatban, akkor a tobbi 11 lovag koziil kell 6t6t kivalasztani ugy,
hogy ne legyenek koztiik szomszédosak. Az el6z6 meggondolés alapjan 5 darab egyesbdl

7
és 6 darab nullabol all6 sorozatot kell késziteniink. Ezt . féle képpen tehetjiik meg.

Mivel a felsorolt két lehetség egymast kizard eseteket tartalmaz, ezért az osszes lehetGségek
szama az Osszeadasi szabaly alapjan:

6 N 7

4 5)

4.5. Hany mérkézést jatszanak egy n csapatos kormérkézéses bajnoksagban ? Legalabb hany forduléban
oldhato ez meg?

Megoldas:

a) Annyi mérkdzésre van sziikség, ahanyféleképpen kivalaszthatunk az n csapat koztl 2-t,

b) Ha n péros, akkor egy forduloban legfeljebb T mérkézést lehet lejatszani. Igy legalabb
n—1 forduléra van sziikség.

Ha n paratlan, akkor minden forduloban legfeljebb ”T_l mérkdzés lehet. Igy legalabb n
fordulora van sziikség.

A gréafelmélet témakorben be fogjuk 1at, hogy meg lehet oldani ennyi forduldéban.

4.6. Hany mérkézést jatszanak egy kieséses ping-pong versenyen ahol n jatékos indult?
Megoldas:

Minden mérkézésen pontosan 1 jatékos esik ki. Mire gy6ztest hirdetnek n— 1 jatékos kiesése
sziikséges, igy n —1 mérkézésre van sziikség.

4.7. Egy n hosszisagu botot n darab egységnyi hosszusagi darabra szeretnénk széttorni. Mi a
lehetséges végrehajtéasok szama, ha minden lépésben eltoriink egy 1-nél hosszabb darabot?

Megoldas:

n —1 helyen lehet eltérni a palcat. Minden végrehajtasnak megfeleltethetiink egyet-egyet az
1, 2, ..., n—1 szamok permutéciéibodl. Ilyen permutéciobol

Pn—l = (TL— ].)'
darab van.

4.8. Mennyi azoknak a hatjegyd szamoknak az Osszege, melyeket az 1; 1; 3; 5; 5; 5 szamjegyek
ismétléses permutacidiként kapunk?

Megoldas:

N Al cod 32,1 !
Az ismétléses permutaciok szama Py~ = o2 = 60.
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Irjuk ezt a 60 darab hatjegyti szdmot egymés ald, mintha az Osszeadést frasban szeretnénk
elvégezni:

Vegyiik észre, hogy minden helyiértéken ugyanazon szamok sszege szerepel (csak mas sorrendben
vannak felirva). Ha az ismétléses permutéciok vizsgalatanal mar bevalt szinezéses trikkot
alkalmazzuk, akkor konnyen lathato, hogy egy-egy helyiértéken minden jel (a szinekre vald
tekintettel) ugyanannyiszor szerepel. Igy minden helyiértéken a jegyek %—a 3-as, %—a 1-es és
%—a 5-0s. Igy az azonos helyiértéken szerepls szamjegyek Osszege:

S =10-3+20-1+30-5 = 200.

Az egyesek helyén 1év§ jegyek Osszegének valodi értéke S, a tizesek helyén 1évéké 105 és igy
tovabb. Igy a hatjegyid szdmok Osszege:

S-(1+10+1004 1000+ 10000+ 100000) = 111111- S

4.9. Igazoljuk, hogy p(1)4+p(2)+. . .+p(n)<p(2n) minden n>1 szamra, ahol p(n) a particiéfiggvény.

Megoldas: Legyen k =aj+as+...+a, egy tetszbleges particidja a k szamnak (1 <k <n),
aholk>a; > ay>...>a, > 1.

Akkor
2n=2n—k)4+a;+as+...+a,,

ahol 2n—k>n>k>ay > ay > ... > a, > 1 és kovetkezik, hogy ez egy particidja 2n-nek.

Igy egy olyan megfeleltetést kapunk, amely a k szamok (1 < k < n) particiéihoz a 2n szam
particioit rendeli hozza. A k szamok (1 <k <n) kiilonb6z6 particidinak a 2n szam kiilonb6z6
particiéi felelnek meg. Valoban, ha ki #ko, akkor 2n—ky #2n—ks, igy a 2n szam azon particioi,
amelyeket ki és ko particiohoz rendeliink biztosan kiilonbo6z6k. Ha pedig k rogzitett és k két

azt kovetGen legalabb egy tag kiilonbo6zd.

Tehat ez egy injektiv megfeleltetés. Ugyanakkor nem sziirjektiv, mert pl. a 2n = 2n egytagi
particié6 nem szarmaztathato ilyen modon. Ezzel igazoltuk az adott egyenlGtlenséget, amely
szigord minden n > 1-re. Vizsgaljuk részletesen az n =3 és n = 4 eseteket!

I1.4.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

4.10. Egy vilagbajnoki selejtezében Eurépabol 5 csapat indult, Azsiabol 10 résztvevs van, Eszak-
Amerikabol, Dél-Amerikabol és Afrikabol egyarant 7-en neveztek. A vildgbajnoki dénté 5
csapatos mezénye ugy all 6ssze, hogy minden kontinensrél pontosan egy csapat jut be. A
kontinenseken lejatszott selejtezék utan hanyféle lehet a donts Osszeallitasa?
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eredmény

4.11. Melyik domin6 készletben van tobb elem:

a) amelynek elemein 0-t6l 8-ig vannak pontok és tartalmaz ,dupla” domindkat, vagy

b) amelynek elemein 0-t6l 9-ig vannak pontok, de nem tartalmaz ,,dupla” dominokat ?
eredmény

4.12. Ot hazasparbol, hat hajadonbol és hét agglegénybél hanyféleképpen tudunk 10 embert kivalasztani
gy, hogy hazaspar ne legyen kozottiik, de legyen koztiik két asszony két nds férfi harom
agglegény és harom hajadon?

eredmény

4.13. Az EB-selejtezén 7 csoportban 50 csapat szerepel (egy 8 csapatos és hat 7 csapatos csoport
van). A csoportokban oda-visszavagos rendszerben kormérkdzéseket jatszanak. (Mindenki
jatszik mindenkivel egyszer idegenben és egyszer otthon.) Hany mérkszést jatszanak osszesen ?
Hanyféle lehet a dont6 16-os mezdnye, ha minden csoportbél az els két helyezett jut tovabb
(a két hazigazda nem vesz részt a selejtezén automatikusan tagjai a dontének).

eredmény

4.14. 2n kiilénb6z6 magassidgi ember hanyféleképpen tud két n-hossziusagnu sorbaéllni gy, hogy az
elsé sorban mindenki alacsonyabb legyen, a hats6é sorban a megfelelé helyen allonal?

megoldas

4.15. Mennyi azoknak a tizjegyd szamoknak az Osszege, melyek a 0, 1, 2, ..., 9 szamjegyek
ismétlésnélkiili permutécioiként kaphatok. (Figyelem 0-val nem kezdddhet szam!)

megoldas

4.16. Mennyi azoknak a hatjegyt szamoknak az Osszege, melyek a 0, 1, 1, 1, 2, 2 szdmjegyek
permutélasaval képezhetdk?

eredmény

4.17. Jelolje px(n) az n szam k részre valo particidinak a szamat. Mennyi py(n), p2(n) és p3(n) az
n fliggvényében ?

utmutatas

4.18. Igazoljuk, hogy minden n > 1 szamra

n [n/m]
nepn) =S m S pln—km),
n-p(n) = o(r)p(n—r),

ahol p(n) az n particidinak a szama, o(r) pedig az r pozitiv osztoinak az dsszege.

utmutatas
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I1.5. fejezet

Kombinatorika a geometriaban

I1.5.1. Kidolgozott példak

5.1. Adott a sikon 17 &ltalanos helyzetd pont (vagyis semelyik harom nem esik egy egyenesbe).
Hany egyenest hataroznak meg ezek a pontok?

Megoldas:

Altalanos helyzeti pontok esetén pontosan annyi egyenes illeszthetd a pontokra, ahanyféleképpen
a pontok koziil kivalaszthato 2, a sorrendre valod tekintet nélkiil, hiszen 2 pontra egy és csak
egy egyenes illesztheté és mivel a pontok koziil semelyik 3 nem esik egy egyenesbe, ezért az
elbb generalt egyenesek paronként kiilonbozéek. Igy a pontok altal meghatéarozott egyenesek

szama:
17
2 _

Megjegyzés: Természetesen klasszikus Osszeszamlélasi problémara valé hivatkozas nélkiil is
megoldhato a feladat. Egy egyenest egyértelmiien meghataroz két pontja. Az els6 pont 17-
féleképppen valaszthato, a masodik — az els6tdl kiillonboz6 — pont valasztasédra 16 lehetGség
van. A szorzasi szabaly alapjan az Osszes lehetGségek széma 17-16. De ezzel minden egyenest
pontosan kétszer szamoltunk, hiszen példaul az A és B pontok altal meghatarozott egyenes
megegyezik a B és az A pontok altal meghatéarozottal, amit mi kiilonb6zének szamoltunk.

Igy a kiilonboz6 egyenesek szama:
17-16 (17
2 \2)

5.2. Adott 21 pont a sikon ezek koziil 10 darab biztosan egy egyenesen van. Barmely két pontot
egyenessel 0sszekotve maximalisan hany kiilonb6z6 egyenest kaphatunk?

Megoldas:

Valasszunk 2 pontot ahanyféleképpen lehet, ezek rendre meghatéroznak egy-egy egyenest.
(Természetesen lesz olyan egyenes, amit tobbszor szamoltunk, de ezeket le fogjuk vonni.)

21
A 2 pont kivalasztasara 2) lehetGségiink van. Azt az egyenest, amelyre a 10 pontunk
illeszkedik legalabb annyiszor szamitottuk bele az el6z6 Osszesitésnél, ahényféleképpen ki

10
tudunk vélasztani kett6t a tiz pont koziil (( ) )), pedig elég lett volna egyszer szamolni.
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5.3.

5.4.

5.5.

I1.5. FEJEZET. KOMBINATORIKA A GEOMETRIABAN

Igy az egyenesek szama nem lehet tébb

21 10
K= — 1
(2)-(2)
darabnal. Kénnyen lathato, hogy megadhatok tigy a pontok, hogy a rajuk illeszkedd egyenesek

szama pontosan ennyi legyen, Igy a fenti K felss korlat felvétetik, azaz az illeszthetd egyenesek
szamanak ez a maximuma.

Megjegyzés: Jeloljiik pirossal a garantaltan egy egyenesre illeszked6 10 pontot és kékkel a
tobbi pontot. Maximalis szamu egyenes illesztheté a pontrendszeriinkre, ha barmely harom
pont, melyek koziil legfeljebb kettd piros nem illeszkedik egy egyenesre.

Héany atloja van egy n oldali konvex sokszognek (n >4)7

1. Megoldas: Minden cstcsbol n—3 atlo indul ki. (Nem indul 4tlo sajat magéaba illetve
a 2 szomszédjaba, de az Gsszes tobbi csicsba megy.) Ha minden cstics esetén sszeszamoljuk
az onnan kiindulo atlok szamat (n-(n—3)), akkor minden atlot pontosan kétszer szamoltunk.
Igy az atlok szama
n-(n—3)
2
2. Megoldas: Minden atlé pontosan két csiicshoz tartozik. Ha kivalasztjuk a két csiicsot,
azzal az atlo tehat adott lesz. Ez
2= (n) _ n-(n—1)
2 2

lehetGséget jelentene. De igy az oldalakat is beleszamoltuk, vagyis az atlok szama:

(n) o _mn=h=2m_n-(n=3)

9 - 2 2

Hany pontban metszik egymést egy n oldalu konvex sokszog atléi, ha tudjuk, hogy barmely
hérom atlonak nincs kézos pontja?

Megoldas: Minden metszéspontnak megfeleltethetd az 6t megadd atlok végpontjai altal
alkotott pontnégyes. Kénnyen lathato, hogy minden csticsnégyeshez pontosan egy metszéspont
tartozik. A feladat meghatarozni, hanyféleképpenvalaszthatunk n pont kozil 4-et:

QRIS

Tekintsiik az abran lathato 5 x 7-es négyzethalot. Hany olyan téglalap rajzolhatd, melynek
csucsal racspontok, élei pedig racsvonalak?
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Megoldas: Konnyen lathato, hogy minden téglalapot meghatarozhatunk az atlojanak két
végpontjaval. A végpontok valasztésara (428) lehet&ség van.

Az igy kivalasztott pontparok esetén a kovetkezdkre kell figyelni.

e A valasztott pontok ne essenek egy racsegyenesre.

Ezt legkdnnyebben tigy tudjuk biztositani, ha az 6sszes eset koziil elhagyjuk a feltételnek
nem megfelel6 pontokat:

o Kozo6s vizszintes egyenesre esG pontokat (?) . (g) -féleképpen valaszthatunk.

o Kozos fliggbleges egyenesre esG pontokat (?) . (g)—féleképpen valaszthatunk.
Igy nem egy racs-egyenesre esé pontpar valasztasara (428) — ((15) . (g) — (?) . (g) lehetGséglink
van.

e A fenti modszerrel minden téglalapot pontosan kétszer szémoltunk, hiszen mindkét
atlojanak végpontjait kivalaszthattuk.

Igy az Osszes téglalapok szama:

()=0-60=0-0C) _

2

I1.5.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

Adott 10 altalanos helyzett pont a sikon, vagyis olyan pontok, hogy semelyik harom nincs
egy egyenesen ¢és semelyik négy nincs egy koron.

a) hany kiilonbozd egyenest hataroznak meg a pontok?

b) hany kiilonb6z6 kort hataroznak meg a pontok ?
megoldas

Adott a sikon 10 pont tgy, hogy tudjuk, hogy koziiliikk legalabb 5 egy korén van. Legfeljebb
hény kiilonb6z6 kort hataroznak meg ezek a pontok?

eredmény

A sikon 9 parhuzamos egyenes n darab ugyancsak péarhuzamos egyenest metsz, és ezek
mindegyike merdéleges az els§ 9-re. Az egyenesek Osszesen 756 darab téglalapot hataroznak
meg. Mennyi az n szam értéke?

megoldas

Tekintsiik az alabbi haromszoghélot!

a) Hany, az ABC haromszoghoz hasonlo haromszog rajzolhato, amelynek csticsai racspontok ?
Azaz hany olyan haromszog rajzolhato, melynek csticsai racspontok, élei pedig racsvonalak ?

b) Héany olyan haromszog rajzolhato, melynek cstcsai racspontok ?
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- q
oy

megoldas



I1.6. fejezet

Fibonacci-szamok

I1.6.1. Kidolgozott példak

6.1. Definialjuk az (z,,),>0 sorozatot a kévetkezéképpen: x, 11 =ax,+bx,—1 (n>1) és xo=c, x1=d,
ahol a, b, c,d adott valos szamok. Ezt masodrendi allandé egyiitthatoés lineéris rekurzionak
nevezzik.

Hatarozzuk meg a sorozat n-edik tagjat!
Megoldas

Keressiik a sorozat n-edik tagjat r"™ alakban. Behelyettesitve:
= ar™ o™ " r? —ar—b) = 0.

2

Ha r gyoke az r*—ar —b=0 egyenletnek, akkor az el6z6 egyenlGség teljesiil minden n > 1-re.

1. Tegyiik fel, hogy az r? —ar —b=0 egyenletnek (ezt karakterisztikus egyenletnek nevezziik)
két kiilonbozs valos gyoke van: m és ro. Ennek feltétele, hogy a®+4b > 0 legyen.

Akkor az el6bbiek szerint z, = r{ és z!! = r} kielégitik az adott rekurziét minden n > 1-re,
azaz
it = ar +ort ! iyt =arf+oryt (n>1).

Kovetkezik, hogy ezek tetszGleges linedris kombinacidja, azaz x, = c1r] +cory is kielégiti a
rekurziét minden n > 1-re. Valoban,
a4+ bx,—1 = aleyr? +cory) +b(erry  +eard ™) = e (arf +ort ) +eo(ary +bry ) =
_ n+1 n+1 __
=C1ry FCary T = Ty

Az xq = c és x1 = d kezdeti értékek illesztésével meghatarozhatok a c; és ¢y szémok:

$0201+C2:C, $1201T1+C2T2:d,
ahonnan
d—cro cr1—d
1= ) Coy = ) (1)
rL—re rr—re

kihasznélva, hogy ri # rs.

Forditva, lassuk be, hogy minden megoldas, tehat minden, a feladat feltételeit kielégits sorozat
ilyen alaku:
Ty = 177 +Cory (n>0), (2)
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6.2.

I11.6. FEJEZET. FIBONACCI-SZAMOK

ahol ry és ry a karakterisztikus egyenlet gyokei, ¢; és ¢y pedig alkalmasan valasztott szamok!

Legyen (x,,)n>0 egy tetszéleges megoldas és definialjuk a a ¢; és ¢y szamokat igy:

c1t+co =c, 111 +Ccore = d. (3)

Innen ¢;-re és co-re éppen a fenti (1) értékeket kapjuk. Teljes indukcioval igazoljuk, hogy (2)
teljesiil minden n > O-ra!

Ha n =0, akkor xg =c1+cy =¢, 1 =1 +care = d a (3) egyenlSségek szerint. Most tegyiik
fel, hogy (n—1)-re és n-re

-1 -1
Tp_1=0C1T7  +cory T, Ty = C177 +CoTy.

Akkor (n+1)-re

-1 -1
Tyl = aTp + bz, = a(cyr] +cory) +b(cyr] ™ 4 cory ™)

=P ary +b) dcoriH(arg +b) = et 4 cori T2 = et Feord T

2. Tegyiik fel, hogy az 7% —ar —b = 0 egyenletnek két egyenls valos gyoke van: 1y = ry = 1.
Ennek feltétele, hogy a®+4b = 0 legyen. Igazoljuk, hogy ekkor

Ty = 11" 4 conr™ = (¢ 4 con)r” (n>0),

ahol ¢ és ¢y a kezdeti értékek illesztésével hatarozhatok meg.

3. Mit mondhatunk abban az esetben, ha a karakterisztikus egyenletnek komplex gyokei
vannak ?

Alkalmazzuk az el6z6 feladat megoldasaban szereplé modszert a Fibonacci-sorozat és a Lucas-
sorozat n-edik tagjanak meghatéarozasara (lasd elméleti rész, 14. fejezet vége)!

Megoldas

Ha az el6z6 feladatban a =b=1, ¢ =0, d =1 akkor visszakapjuk a Fibonacci-sorozatot. Itt a
karakterisztikus egyenlet 72 —r —1 = 0. Ennek gyokei: r; = %5, ro = %5 Kovetkezik, hogy
F, =cir] +cor} és a kezdeti értékekre: Fy=c;+co =0, F; =cir1+cory=1. Innen ¢ = 1/\/5,
ca = —1//5 és a Binet-képletet kapjuk:

1 ((1+v5\ [1-v5\"
()

Tekintsiik az (Ly,)n>0, Lny1 = Ln+Ln-1 (n>1), Lo=2, L; =1 Lucas-sorozatot. Itt a =b=1,
c=2, d=1. A karakterisztikus egyenlet most is r?—r—1=0, ennek gyokei: r;= 1+2‘/5, ro= 1_2\/5.
Kapjuk, hogy L, = c1r] +cory és itt a kezdeti értékekre: Ly =ci4+co =2, L1 =c1r +carg = 1.

Innen c¢; = ¢y =1 és kovetkezik, hogy:

145\ [1-v5\"
)
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6.3. Tekintsiik djra az

Tpi1 =aTp+br, 1 n>1

ro=c¢, x1=d
mdsodrendi dllanddegyiitthatds linedris rekurzidt, ahol a,b,c,d € R és a®+4b > 0.

a) Igazoljuk, hogy ha k € R a
K2 —ak—b=0 (*)

egyenlet gyoke, akkor
Tpr1—k-zp,=(a—k)(x,—k-x,_1).

b) Jelolje k1 és ky a (*) egyenlet gyokeit, melyekre a feltétel alapjan ki, ks € R és ky # ko.
Igazoljuk, hogy

$n+1—k1'$n:k§'(d—k1'6), és $n+1—k2'l’n:]€?'(d—k2'c>.

c) Igazoljuk, hogy a fenti jelolésekkel

N ke (d—kec)— kY- (d—ky )
" ki — ko

n > 0.

Megoldas
a)

Bizonyitds. A (*) egyenlet atrendezésebél: k- (k—a)=k*—ak=0 & k= k%

a

b
Tpi1—k-zp=a-z,+b-x 1—k-x,=(a—Fk)- (xn+a_ka:n_1) =

1. Megoldas
Bizonyitds. Az el6z6 pontban bizonyitottak alapjan:

Tn41 —ki-x, = (a—kl)@n—]ﬁ '$n—1) = (a_kl)Q(:En—l —ky 'xn—2> ==
= (a—kl)”(xl —1{31 '$0) = (a—kl)"(d—k‘l 'C).

A Viete-formula alapjan igaz: ki +ky =a <<  ky=a—ky, amit az el6z6 Osszefliggésbe
visszairva az allitds megkaphato:

I’n+1—k1'xn:k3'<d—k1'0).



132 I11.6. FEJEZET. FIBONACCI-SZAMOK

2. Megoldas

Bizonyitds. n-szerinti teljes indukcidval:

i) n =0 esetén az allitas igaz, hiszen
1 —ki-vo=d—ki-c=ky-(d—ky-c)=d—k;-c.
ii) Tegytik fel, hogy valamely n € N esetén az allitas teljesiil, azaz
Tp—ky Ty =kt (d—ki-c).

iii) Igazoljuk n+ 1-re:

Tpr1—k1z, = a-x,+bxy 11—k -z,=(a—k) z,+b-x, 1=
b
= (a=k) - |xpt+——xp 1 | =(a—k1) (vp—Fk1-2p1) =
a— kl
—k1
= (a—k) (K (d—kic)) = ki (d—kic).
——
ko
A mésik allités igazolasa hasonldéan végezhetd. ]

1. Megoldas
Bizonyitds. Az el6z6 pont két allitasabol kifejezve x,,,1-et:

Tp+1 = kl.ﬂjn‘{‘kg(d—le)
Tn+1 = kJQZEn—f—k??(d—k’QC)

majd a két egyenlGtlenséget kivonjuk egymésbol:
0= (l{?l — k’g)l’n + k’g(d— k‘lc) — k’?(d— kQC),

ahonnan x,, kifejezhetd:
K (d—kyc) — ki (d— ki)
B k1 — ko '

n

2. Megoldas

Bizonyitds. n-szerinti teljes indukcioval:

i) n=0 és n=1 esetén az allitas igaz, hiszen

n=0:
. k‘?(d-k20)-/€3(d-k10) . d—kQC—d+k10 .
a ky — ko  ki—ke

Tog—=2~¢C

C.

kl(d_kZC) —kz(d—klc) . kld—kleC—k2d+k1k2C B
ki — ko a ki — ko B

Ilzd:

d.
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ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén az allitas teljestil, minden N 3 ng < n, azaz

k2 (d — kac) — k3 (d— ki)

Tn = by — ko

és
k?‘l (d—koc) — k:g_l(d —kic)
ki — ks

Lp—1 =

iii) Igazoljuk n+ 1-re:

K (d— ko) — k3 (d—kic) KD H(d— kye) — k2 (d— kyc)

Tpni1 = aTp+br,_1=a [ +b " =
d— k‘QC _1 d—klc 1
= (ak? + 0K — (aky +bky™) =
kl_kQ (CL1+ 1 ) kl—k'Q (a2+ 2 )
d—k d—k
- 20 j e (aky +b) — k- (aky D) =
kl - k2 T k?l — /{32 Hg_/
kl k2
B kit (d — kyc) — k3T (d — ko)
B ky — ko '
|
6.4. Irjuk fel a fenti 6sszefiiggés alapjan a Fibonacci-szamokra vonatkozé Binet-képletet !
Megoldas: a=b=d=1, ¢c=0:
1+v1+4+4
]{32—]€—1:0 = kio= 2+
h _(1+2\/5) ,(1_1 2\/5 0 _<1 2\/5> <1 145 O)_<1+2 5) _(1 : 5) B (l(/m En)
1+2\/5 _ 1—2\/5 NG V5
ahol ¥ = 1+2‘/5 6s ¥ = 1_2‘/5
6.5. Az

Lyppi=Lp+ Ly, Lo=2, L1=1
rekurzi6 altal meghatarozott sorozat elemeit Lucas-szdmoknak nevezziik. Irjunk fel a Lucas-
szamok kiszamitasara explicit formulat!
Megoldas: a=b=d=1, c=2:

1+v1+4
kQ—k—1:0 = k‘LQZT—i_
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6.6. Igazoljuk, hogy a Fibonacci-szamokra (F},) és a Lucas-szamokra (L,,) igazak a kovetkezsk:

a) F,-L,=Fy,, n>0
b) Ln:Fn+1+Fn—1a n=>1
C) Ln+1 —|—Ln_1 = 5Fn, n Z 1.

Megoldas:
a) Fn : Ln = F2n

Bizonyitas.

F,-L,

8-

(0 =")- (97 +7") =

- (192” _ 52”) — B,

8-

b) Ln = Ip41 +Fn71

Bizonyitds. n-szerinti teljes indukciéval:

i) n=1 esetén az allitas igaz, hiszen
n=1:
Li=1=F+F=1+0=1

ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az &llitas teljesiil, minden N* > n' <n, azaz
Ln’ = Fn’ +Fn’—1
iii) Igazoljuk n+ 1-re:

LnJrl:Ln—i_Lnfl:Fn+1+Fn71+Fn+Fn72:\F’n+l +F, +(Fn71 + ang):F(n—&-l)—&-l—i_F(n-i-l)—l-

Fn+2 F,
|
C) Ln+1 +L,1=5"F,
1. Megoldas
Bizonyitas.
Ln+1+Ln—1 b:) (Fn+2+Fn)+(Fn+Fn—2> d:ef (Fn+1+Fn+Fn>+(Fn+Fn_2) =
=(F+F, 1+ + )+ (E,+F,—2)=4F,+ F, 1+ F, o =5F,.
F,
|

2. Megoldas

Bizonyitds. n-szerinti teljes indukciéval:

i) n=1 esetén az allitas igaz, hiszen

LotLy=2+3=5F =5-1=5.
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ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljestil, minden N* > n’ < n, azaz
L1+ Ly 1=5 Fy
iii) Igazoljuk n+ 1-re:
5Foy1 = 5-(Fo+F,1)=5F,+bF, =L, +Ly 1+ L,+L, o=
= Lpii+ Lo+ Lo+ Ln2=Lunsnyt1+Lusn-1-

Lpya Ly,

6.7. a) Van 10 forintunk. Minden nap pontosan egyet vasarolunk az alabbi termékekbdl
perec 1Ft
cukorka 2F't
fagylalt 2Ft.
Hatarozzuk meg, hanyféleképpen kolthetjiik el a pénziinket!
b) Az el6z6 feladat helyett vizsgaljuk a problémat altalanosan. Jelolje M, azt, ahanyféleképpen
elkolthetiink n forintot. Irjuk fel az M, kiszamitasara szolgalé formulét!

Megoldas: A b) feladatot fogjuk megoldani, melynek speciélis eseteként valaszolhatunk az
a)-ban feltett kérdésre.

Jelolje M), azt ahanyféleképpen elkoltetiink k forintot. Vizsgéljuk a lehetGségeinket az elsé
napon:

e perecet vesziink, a maradék pénzt M, _,-féleképpen lehet elkolteni,

e cukrot vesziink, a maradék pénzt M,,_o-féleképpen lehet elkolteni,

o fagylaltot vesziink, a maradék pénzt M, _o-féleképpen tudjuk elkolteni.

A fentiekbdl kidertil, hogy
M, =M, 1+ 2Mn—27
azaz a keresett érték egy mésodrendd rekurzidval adott sorozat n-edik eleme. Ehhez két
kezdGelemre van sziikség:
My= M; =1.
Ahonnan a sorozat elemei szdmolhatok:

My=3, My=5, My=11, Ms=21, Mg=43, M; =85, Mg =171, My =341, M, = 683.

Irjuk fel az explicit formulat:
a=1,b=2 My=c=1, My=d=1
—ak—b=0 < kK —k-2=0

C1EVIFS k= 2

Fi2 9 by = —1

Igy az n-edik elem kézvetleniil szamolhato:
_kP(d—kge) = k5 (d—kic) 2"(141)—(-1)"(1—-2) 2" —(—1)"*' 1

Mn —_ 2n+1_ -1 n+1
key — ko 2—(—1) 3 3 (="

Igy
1 2049

W
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I1.6.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

6.8. Adjuk meg az a,.1 =5-a,—2-a,_1, ag =1, a; = 3 rekurziv sorozat explicit alakjat!
atmutatas

6.9. Adjuk meg az a,. 1 =2-a,—a,_1, ag = —2, a; = 3 rekurziv sorozat explicit alakjat!
atmutatas

6.10. Adjuk meg az a, 1 =2-a,—3-a,_1, ag =0, a; =1 rekurziv sorozat explicit alakjat!
utmutatas

6.11. Hanyféleképpen lehet felmenni n 1épcséfokon, ha egyszerre egy vagy két fokot 1éphetiink ?
megoldés

6.12. Hanyféleképpen lehet 2 x 1-es dominokkal lefedni egy 2 x 15-6s tablazatot? (A dominok nem
loghatnak ki a tablarol és nem fedhetik egymaést.)

atmutatas

6.13. Piros és kék golyokbol 10 golyd hosszusagu lancot készitiink. Hanyféleképpen tehetjiik ezt
meg, ha nem szeretnénk, hogy kék golyok keriiljenek egymés mellé?

atmutatas

6.14. Ismét lancot fdziink. Most piros, kék és sarga gyongyokbdl. Hanyféleképpen készithetiink n
hosszt lancot, ha most sem szeretnénk, hogy kék golyok keriiljenek egymaéas mellé?

atmutatas

6.15. Igazoljuk a Fibonacci-szamokra vonatkozo aldbbi allitasokat:

a) Fi+Fo+- -+ F,=F,o—1n>1,
b) Fi+Fs5+- -+ Fopq1=F, n>1,
c) Fo+Fy+- 4+ Fyy=Fop—1n>1,
d) Fi—F+Fy— 4+ (-1)""E, = (=1)"" F, +1n>1,
e) Foym=Fo 1 - Fp+F, - Fpoan,m>1,
£y FP+F2 4 4+ F2=F,-Fy1—1n>1
) Foy1-Fo 1 —F?=(=1)" (n > 1, Cassini-képlet),
Fn+1
)nﬂoo 2 =1.

g
h

megoldasok, atmutatasok

6.16. Igazoljuk, hogy az F,, Fibonacci-szamokra:

a) n | m akkor és csak akkor teljestil, ha F, | Fy, (n,m > 1),
b) (Fn, Fin) = Flam) (n,m > 1), ahol (u,v) az u és v szamok legnagyobb kozos osztoja.

megoldas
6.17. Igaz-e, hogy az F,, Fibonacci-szamokra ha F}, prim, akkor n is prim?

megoldas



I1.7. fejezet

Catalan-szamok

I1.7.1. Kidolgozott példak

7.1. Egy kor alaku asztal koriil 2n személy iil. Hanyféleképpen alkothatnak ezek parokat ugy, hogy
az egy parban levék kezet foghassanak anélkiil, hogy egy masik par keze alatt vagy felett at
kellene nyulniuk. (Az asztal felett atnyulhatnak és kiillonbozének tekintjiik az elforgatasbol
szarmazo elrendezéseket.)

Megoldas: Jelolje x,, a lehetGségek szamat.
Vizsgaljunk meg és rajzoljunk le néhény esetet:

n =1 esetén 1 lehetGség van (x; = C4):

Ha n = 3, akkor 5 lehetSség van (x5 = Cj):

137
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7.2.

11.7. FEJEZET. CATALAN-SZAMOK

/
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n =4 esetén 14 megfelels parositas van (x4 = Cy). Rajzoljuk fel ezeket!

Altalanos esetben egy megfelels part
Osszekotve a 2n-szo6g megmaradt csdcsait
két osztalyra bonthatjuk, aszerint, hogy a
berajzolt hir melyik oldalan helyezkednek el
a korben. Csak azok a parositasok lesznek
megfeleléek, melyeknél nem parositunk
kiilonboz6 osztalyba tartozo pontokat. Igy a 21 2k-2 db pont
Catalan szamokéhoz hasonl6 rekurzio irhato

fel:
n—1
Ty = § Tp Tp—f—1-
k=0

Mivel a kezdé elemek is megegyeznek, ezért
x, = C,.

2K db pont

Hényféleképpen juthatunk el a koordinatarendszerben a (0,0) pontbo6l a (2n,0) pontba tgy,
hogy lépéseink az f=(1,1) illetve az £=(1, —1) vektorok lehetnek és ne menjiink az z-tengely
ala.

1. Megoldas:

Az ilyen utakat Dyck utaknak nevezziik. Legyen az (2i,0) az els6 pont, ahol az ut visszatér
az x-tengelyre. Nyilvanvalo, hogy a (0,0) pontbol csak f 1épéssel indulhattunk, mig a (2:,0)
pontba egy ¢ 1épéssel érkezhettiink meg. Ebbdl az is lathato, hogy az (1,1) és (2¢—1,1) pontok
kozti at is egy Dyck-ut, méghozza éppen 2(i — 1) hosszia. A (2i,0) és (2n,0) pontok kozott
pedig egy 2(n—1) hosszi Dyck-ut megy:
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0 23 2n

Jeloljiik y,-nel a 2n hosszt Dyck-utak szamat. A fentiek alapjéan a kovetkezs rekurzio irhatod

fel: »
Yn = Zyi—l “Yn—i = Zyz “Yn—1-i-
i=1 i=0

Mivel 0, illetve 2 hossziisdgi Dyck-ut egyarant 1 darab van és a fenti rekurzié megegyezik a
Catalan-szamokra felirhato rekurzidval, ezért:

Yn = Ch.

2. Megoldas: A megoldas soran a fent bevezetett y, kiszamitasara direkt formulat fogunk
levezetetni, amely az el6z6 megoldas alapjan alkalmas a Catalan-szamok kozvetlen kiszamitasara
is.

A (0,0) pontbol a (2n,0) pontba 2n 1épéssel tudunk eljutni, melyek koziil n darab f- és n
darab (-tipusi. Igy az 6sszesen (2;:) féle 0t rajzolhato.

Szamoljuk Ossze a rossz utakat! FEzek azok, amelyek atlépik az z-tengelyt, azaz van k6zos
pontjuk az y = —1 egyenessel. Az elsé ilyen metszéspont legyen P. Az OP utat tiikrozziik az
y = —1 egyenesre.

Vegyiik az O'P(Q utat. Konnyen lathato, hogy az O'Q utak kolcsonosen megfeleltethetsk az
OQ) rossz utaknak. Az O" pont koordinatai (0, —2), igy az O'Q) ut soran 2n lépést tesziink,

melyek koziil n+1 darab f- és n—1 darab (-tipusua. Igy (:fl) rossz Ut van.
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7.3.

7.4.

7.5.

11.7. FEJEZET. CATALAN-SZAMOK

A jo utak szama — és igy az n-edik Catalan-szam — az alabbi médon szamolhato:

== () -(20) - ()0 - ()

Ez utobbi formuléat el6adason kdzvetlentil igazoltak.

[gazoljuk, hogy a Catalan-szamokra
2n 2n
C,= — >0).
()= o=
Megoldas:

Az el6z6 feladat két megoldasa alapjan nyilvanvalo.

Igazoljuk, hogy a Catalan szamokra fennall az
(n+2)Chi1 = (4n+2)C, (n>0)

rekurzio.
Megoldas:
Fel fogjuk hasznalni, az el6z6 feladatban kapott direkt képletet, mely szerint:

OnzL(z”).
n+1 \(n

Igy a bizonyitando allitas baloldala:

- 1 2(n+1)\ 1 2n+2\ _ (2n+2)!
<n+2>-on+1—<n+2>'m'< n+1 )_("H)'m'(nﬂ>_<n+1>!-<n+1>!

Mig a jobboldal az alabbi alakban frhaté:

(4n+2)-C, = (4n+2)~—(2§)—2.(2n+1)L. . '.:

2n+1)! n+1 (2n+2)!
“(n+D)lnl 1l (n+Dl-(nt+1)!

Ahonnan az allitas kovetkezik.

Egy mozipénztarnal 2n gyerek &ll sorba 10Ft-os jegyekért. Koziililkk n-nél 10Ft-os van, a
tobbieknek pedig 20-asa van. A kasszaban a nyitaskor nem volt valtopénz. Hany olyan
sorrendje van a gyerekeknek, amikor a sor nem akad el, azaz a pénztaros mindig tud visszaadni,

ha kell 7
Megoldas:

Ez a feladat is visszavezethets a Dyck-utak problémajara. Jeloljik f lépéssel, ha valaki 10Ft-
osssal fizet és (-1épéssel, ha 20-assal. Ekkor a pontok y-koordinatai megmutatjék, az aktualisan
a kasszaban 1év6 10 forintosok szamat. Ez azt is jelenti, hogy az ut nem mehet az x-tengely
ald és amikor mindenki megvette a jegyét a pénztarban csak 20 forintosok maradnak, azaz
valoban Dyck-tutrol van szo.
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7.6.

7.7.

7.8.

15 fia és 12 lany hanyféleképpen mehet be egy tancterembe, ha sosem lehet bent tobb lany
mint fia?

Megoldas:

Ismét az el6z6 problémakorre visszavezethets feladatrol van szo. Jeloljiik f 1épéssel, ha fit 1ép
a terembe és (-1épéssel, ha lany. Ekkor a pontok y-koordinatai megmutatja, hogy aktualisan
mennyivel van t6bb fit a teremben, mint lany. Ez azt is jelenti, hogy tgy szeretnénk a (0,0)
pontbol a (15+12, 15—12)=(27, 3) pontba eljutni, hogy kézben az it nem mehet az x-tengely
alé.

Az Osszes utak szama: (?;)

Rossz utak szama (A tiikrozéses modszer alapjan) éppen annyi, ahdny ut megy a (0, —2)

pontbol a (27, 3) pontba. Ezek szama: (ﬁ)

Igy a feladatnak megfelels utak szama: (f;) — @I)

Altalanositsuk a feladatot n lany és n+m fit esetére!
Megoldas:

Most a (0, 0) pont és a (2n+m,m) pont kozott kell olyan utakat felrajzolni, melyek nem
lépik at az z-tengelyt. Ezek szama a fentiek alapjan:

2n+m 2n+m
n+m n+m-+1

n hangya maszik egy sziik jaratban, melybdl kozépen egy zsdkutca agazik ki. A jarat és a
mellékag olyan sziikek, hogy két hangya mar nem fér el egymas mellett, azaz nem elézhetik
meg egymast. (Aki bemegy a mellékdgba, azt akdrhanyan meg tudjak el6zni, de a mellékdagban
is egyszerre legfeljebb egy hangya tartozkodhat.) Hanyféle sorrendben johetnek ki a hangyak ?

Megoldas:

Jeloljiik X,,-nel azt, hogy n darab hangya hanyféle sorrendben johet ki a jaratbol. Vizsgaljunk
meg néhany konkrét esetet:

Ha n = 0, akkor nyilvanvaldéan csak egyetlen sorrend lehetséges, mint ahogy n =1 esetén is.
Azaz X() = X1 = 1.

Ha n =2, akkor két lehetgség van (X, = 2):

N =
— Do

n =3 esetén 4 lehetGség (X3 =4):

NN = =
W = W N
W N W
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n=4: 8 lehetdség (X, =38):

NN ===
W W HF = W W
s W RN W
oW RN R W

A fentiek alapjan megfigyelhets, hogy ha a k-adik hangya az els6 aki betér a zsakutcéaba,
akkor az els6¢ k—1 hangya az eredeti sorrendben jon ki, majd a k+ 1-edik kdvetkezik, azaz
ilyenkor a sorrend elsé k helyén meghatéarozott hangyak allnak. A maradék n—k darab hangya
X,_ sorrendben johet ki.

“‘v\“\

IR PRR 1PXR

Igy az Osszes lehetségek szamat megkapjuk, ha az el6bbi eseteket Gsszegezziik, mig a k befutja
az Osszes lehetséges értéket. Noha az utols6 hangyénak nincs értelme bemenni a zsdkutcaba,
mégis érdemes az Osszegbe belevenni, mert ez azt az esetet fogja takarni, amikor a hangyak
az eredeti sorrendben jottek ki az alagutbol. Igy X, kiszamitasara az alabbi rekurzié adodik:

n n—1
Xn:ZXn_k:ZXk X, =1.
k=1 k=0

A rekurzié egyszerten feloldhato:

n—1 n—
Xp=> Xp=X,q+) Xp=2X, = =2""1X=2"""  n>1
k=0 =

Xn-1

I1.7.2. Tovabbi gyakorlé6 feladatok

7.9. Az origobdl indulva, mindig jobbra vagy felfelé lépve egyet-egyet hanyféleképpen juthatunk
el a (7,11) pontba tgy, hogy sosem lépiink olyan helyre, ahol y = —37

utmutatas

7.10. Hany olyan sorozat képezhets n darab +1 és n darab —1 felhasznélasaval, melyben minden
részletosszeg > 07

utmutatas
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7.11. Igazoljuk, hogy 2n+1 elemtd +1 tagokbol all6 sorozatok szama, melyben a teljes Osszeg 1 és

minden részletosszeg pozitiv
1 2n+1
2n+1 n )

Mikoze ezeknek a Catalan-szamokhoz?

utmutatas
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I1.8. fejezet

Stirling-szamok

I1.8.1. Kidolgozott példak

8.1. Adjuk meg az A ={1,2,3,4,5} halmaz 3 részhalmazra valo particioit.
Megoldas:

A halmazt vagy két egyelemi és egy hdromelemt halmaz unidjara, vagy egy egyelem és két
kételemt halmaz unidjara bontjuk. Az elsd fajta felbontasbol

GERECIN

mig a masodik tipusbol

000,

2
felbontas allithato els:
{1} U {2} U {3, 4, 5} {1} U {2, 3} U {45}
{1} U {3} U {2, 4, 5} {1} U {2, 4} U {35}
{1} U {4} u {2, 3, 5} {1} U {2, 5} U {34}
{1} U {5} U {2, 3, 4} {2} U {1,3} U {45}
{2} U {3} U {1, 4, 5} {2} U {1, 4} U {35}
{2} U {4} U {1, 3, 5} {2} U {1, 5} U {34}
{2} U {5} U {1, 3, 4} {3} U {2, 1} U {45}
{3t U {4} U {1, 2, 5} {3} U {2,4} U {15}
{3t U {5} U {1, 2, 4} {3} U {2,5} U {14}
{4} U {5} U {1, 2, 3} {4} U {2, 3} U {15}
{4y U {2, 1} U {35}
{4} U {2, 5} U {31}
{} U {2,3} U {41}
{5} U {2, 4} U {31}
{5} U {2, 1} U {34}

8.2. Készitsiik el a méasodfaju Stirling-szamok tablazatat és olvassuk le, hogy az el6zé feladat

sordn hany particiot kellett elGallitani: { g }

Megoldas:

145
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8.3.

I1.8. FEJEZET. STIRLING-SZAMOK

Egy n-elemt halmaz k részhalmazra valo particionélasainak szaméat mdsodfaju Stirling-szdmnak

nevezzik és S(n, k) = { Z }—Val jeloljiik. Ezek kiszamitasara az alabbi rekurzi6 irhato fel:

n | i n—1 i n—1

E | k k—1
Bizonyitds. Tekintsiik a H, ={1, 2, ...,n} halmaz k-részhalmazra valé particionalasait. Két
esetet lehet megkiilonboztetni:

e Van olyan egyelemi részhalmaz, amely az n-edik elemet tartalmazza,

e nincs ilyen részhalmaz.

Az els6 esetben az egyik részhalmaz mar rogzitett, tehat a maradék n — 1 elemet k —1

részhalmazra kell bontanunk, ami S(n—1,k—1) = { Z: !
A maésodik esetben el@szor osszuk az H,,_1={1, 2, ..., n—1} halmaz elemeit k osztélyba. Erre

S(n—1,k) = { n;l } lehetséglink van. A | félretett” n-edik elemet barmelyik osztélyhoz

}—féleképpen tehetd meg.

hozzévéve az eredeti halmaz egy-egy a feltételeknek megfelels osztalyozasat kapjuk. Igy a
H,,_; halmaz minden osztalyozasahoz hozzarendelhets a H,, halmaz k kiillonb6z6 osztéalyozasa.
|

Mivel S(1,1) =1, a fenti rekurzi6 alapjan S(n, k) szamolhato. A szémitas megkonnyitésére a
kovetkezd tablazat hasznalhato:

k
1 2 3 4 5
111
2|11 1
n 3|1 3 1
411 7 6 1
51 15 25 10 1

A téblazat n-edik soranak k-adik eleme éppen S(n,k). A fenti rekurzié a tablazatban a
kovetkezSképpen valosithatéo meg:

A tablazat minden eleme tugy szamolhato, hogy a folotte levs elemet megszorozzuk annak
oszlopindexével, majd hozzaadjuk a téle balra elhelyezkedd elemet.

Adjuk meg azokat a harmadfoki permutaciokat, melyek k=1, illetve k=2 ciklust tartalmaznak!
Megoldas:

Ha egy darab ciklust tartalmaz a permutécié, akkor a ciklus hossza hérom, azaz harom
hosszusag ciklikus permutaciok szamara vagyunk kivancsiak. (Léasd kerek asztal koriili iiltetések.)
[lyen permutaciobol %' = 2 darab van.

(123)  (132)

Ha két darab ciklus van a permutacidoban, az csak tgy lehet, hogy az egyik ciklus hossza 1,
a masiké pedig 2, azaz a permutaciénak pontosan egy fixpontja van. Most ezt ugy tudjuk
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8.4.

megtenni, ha kivalasztjuk a fixpontot. Ez mér a 2 hosszi ciklust egyértelmtien meghatarozza.
Tehéat 3 ilyen permutécié irhato fel.

(D23 @I3)  (3)(12)

Készitsiik el az els6faju Stirling-szamok téablazatat.
Megoldas:
Azoknak az n-elemt permutéicidoknak a szamat, amelyek pontosan k ciklust tartalmaznak

elséfaji Stirling-szamnak nevezziik és s(n, k)= " } -val jeloljiik. Ezek kiszamitasara az alabbi

e 222

Bizonyitds. Tekintsiik az 1, 2, ..., n elemek permutéacioit. Két esetet lehet megkiilonboztetni:

rekurzi6 irhato fel:

e Az n-edik elem fixpont, azaz (n) egy egyelemii ciklus,

e az n-edik elem nem fixpont.

Az els6 esetben az egyik ciklus méar rogzitett, tehat a maradék n—1 elemet k—1 ciklusra kell

bontanunk, ami s(n—1,k—1) = l Z:i ]—féleképpen tehet meg.
A mésodik esetben tekintsiink az 1, 2, ..., n—1 elemek egy k ciklust tartalmazo permutaciojat
Ilyen permutaci6 éppen s(n—1, k)= { n; ! } darab van. A | félretett” n-edik elemet barmelyik

elem utan a permutécio ciklusokra valo felbontasaban, ezt n—1 féleképpen tehetjiik meg. Igy
egy olyan n-edfokd permutéaciohoz jutunk, melynek n nem fixpontja. Azaz minden pontosan
k ciklust tartalmazé permutacidhoz n—1 darab olyan n-edfokt permutécio tartozik, melyben
n nem fixpont. ]

Mivel s(1,1) =1, a fenti rekurzié alapjan s(n, k) szamolhat6. A szamitas megkonnyitésére a
kovetkezs tablazat hasznalhato:

k
1 2 3 4 5
111
211 1
n 312 3 1
416 11 6 1
5124 50 35 10 1

A téablazat n-edik sordnak k-adik eleme éppen s(n,k). A fenti rekurzi6 a tablazatban a
kovetkezSképpen valosithatd meg:

A tablazat minden eleme tgy szamolhatd, hogy a folotte levs elemet megszorozzuk annak
sorindexével, majd hozzaadjuk a téle balra elhelyezkeds elemet.
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8.5. Adjuk meg azokat a negyedfoku permutaciokat, melyek k=2, illetve k=3 ciklust tartalmaznak!
Megoldas:

Ha két darab ciklus van a permutéacioban, az ugy lehet, hogy az egyik ciklus hossza 1, a masiké
pedig 3, vagy mindegyik 2 elemt. Szamoljuk ki, hany ilyen permutécié van az els esetben
a fixpont 4-féleképpen vélaszthaté. A maradék harom elembdl mondjuk a harmadik feladat
meggondolasai alapjan 2-féleképpen készithetiink 3 hosszusagu ciklust, igy az (a)(bed) tipusi
permutaciok szama 4-2 = 8. A mésodik esethez tartozé permutaciokat meghatarozhatjuk
azaltal, hogy kivalasztjuk az elsg ciklusban szerepld 2 elemet (a sorrendre valo tekintet nélkiil),
ami binom42=~6-féleképpen tehetd meg. llyenkor viszont a két ciklus sorrendje fontos lenne (pl
(ab)(cd) és (cd)(ab)eseteket kiilonbozonek tekintenénk), azaz minden permutéciot pontosan
kétszer szamoltunk. Igy a pontosan két ciklust tartalmazé 4-edfokt permutaciok szama 8 -+
+3=11.

(1)(234) (1)(243) (2)(134) (2)(143) (3)(124) (3)(142) (4)(123) (4)(132)
illetve

(12)(34)  (13)(24)  (14)(23)

I1.8.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

8.6. Igazoljuk a mésodfaju Stirling-szamokra vonatkozo alabbi rekurziot! Ha 1 < k < n, akkor

M= ()60

megoldas
8.7. Igazoljuk a Bell-szamokra vonatkozo alabbi rekurziot !
Ha n,m >0, akkor a 0° = 1 konvenci6 hasznalataval
B = jnk B(k).
L
7=0 k=0 -
megoldas
8.8. Igazoljuk, hogy a masodfaju Stirling-szamokra
n n!
{k}_ Z CKlag!-ag!
aa+...—|c-la,€>71n
B megoldas
8.9. Igazoljuk, hogy minden n > k > 1 esetén
ot T cee X n! Lkl’
L1,y T >1
ahol [Z} az els6faju Stirling-szdmok. megoldas

8.10. Igazoljuk, hogy a B(n) Bell-szamokra B(n) < n! minden n > 3-ra. utmutatés



I1.9. fejezet

Grafelméleti fogalmak

I1.9.1. Kidolgozott példak

9.1. Egy graf cstcsai reprezentaljak a természetes szamokat 1-t6l 8-ig. Két cstuces kozt fusson él,
ha a nekik megfeleltetett természetes szamok relativ primek. Rajzoljuk meg a grafot!

Megoldas:

7NN

7 \ 4

9.2. Van-e olyan egyszerd graf, amely cstucsainak fokszéma rendre

a) 1,2,2,3,3,37
b) 1,1,2,2,3,4,47
c) 8,8,8,5,5,5,3,2,27

Megoldas:

a) Igen van, példaul a kovetkezd:

149
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9.3.

9.4.

I1.9. FEJEZET. GRAFELMELETI FOGALMAK

b) Mivel a fokszamok Gsszege paros kellene, hogy legyen, ezért ilyen graf nem létezik.

c) A grafnak 9 csicsa van. Ez azt jelenti, hogy a 8-adfoku csicsok foka maximalis, azaz
minden masik cstccesal Ossze vannak kotve. A feladatban vazolt grafnak 3 ilyen csiicsa
lenne, ami azt jelenti, hogy a graf csticsai koziil a legkisebb fokszamau is legalabb 3 cstuccsal
Ossze van kotve, azaz nem lehet 2-odfoku csics.

Egy tarsasagban az ismeretségek kolcsonosek. Bizonyitsuk be, hogy van két ember, akinek
ugyanannyi ismerdse van. Azaz véges egyszeri gratban mindig van két pont, amelyek fokszama
megegyezik.

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy mindenkinek kiilonb6z6 szami ismerdse van, azaz a graf minden pontjanak
kiilonb6z6 a fokszama. Egy n csticst egyszerd graf minden csicsanak fokszama legalabb 0,
de legfeljebb n—1,azaz

0<deg(P)<n-—1 VP e (.

Ez pontosan n kiillonboz6 értéket takarna, de az eléz6 feladatban lattuk, hogy egy grafban
nem lehet egyszerre maximalis fokszamu és nulladfokii cstcs is. Hiszen a maximalis fokszamiu
csics minden masik ponttal Ossze van kotve, mig a nulladfoki egyikkel sincs, igy ezek a
feltételek egyszerre nem teljesithetdsk.

Azaz a fokszamokra egyszeri graf esetén n —1 kiilonbozd lehetséges értékiink van. A graf n
cstcsa koziil tehat a skatulya-elv alapjan biztosan lesz legalabb két olyan, melyek foka azonos.
Mi a helyzet, ha az el6z6 feladat feltételei mellett megengediink tobbszords éleket ?
Megoldas:

Ha n>3, akkor mindig konstruélhato olyan osszefiiggs, hurokélt nem tartalmazo graf, melynek
minden pontjanak kiilonbo6zé a fokszama.

Az allitast ugy bizonyitjuk, hogy n = 3-ra mutatunk egy ilyen grafot, majd megmutatjuk,
hogy ha valamely n € N esetén ismert egy a feltételeknek megfelel§ elrendezés, akkor abbol
szarmaztathato egy n+1 cstcs, Osszefiiggs, hurokélt nem tartalmazo graf, melyben minden
csucs kiilonb6z6 fokszam.

i) n =3 esetén a csiucsok mellé a fokszamukat frtuk:
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i)

iii)

Tegyiik fel, hogy valamely n € N esetén létezik egy a feltételeknek megfelels elrendezés.
Az ilyen graf csucsainak fokszamai a feltételek alapjan olyan halmazt alkotnak, melynek
n darab kiilonb6z6 eleme van és koziilliik a legkisebb is legalabb 1.

[gazoljuk n+ 1-re.

A grafhoz vegyiink hozza egy 1j csticsot és ezzel egyiitt egy olyan kort, amely az 4j
pontbol indul és minden csticsot pontosan egyszer érint, majd visszatér az tjonan felvett
pontba. (Hamilton kor, lasd késébb.) Ekkor a cstucsok fokaira a kovetkezs irhato fel:

e az Uj pont fokszama 2,

e ha valamely P pont fokszama az n-edfoktu grafban k = deg P volt, akkor az n -+ 1-
edfokt grafban deg P+ 2.

Konnyen lathato, hogy a cstucsok fokszamai most is kielégitik a feltételeket, azaz n+1
darab kiilonbo6z6 természetes szamot kaptunk, melyek kézott nem szerepel a 0.

Az n =4 eset szarmaztatasa:

2+2

342 2

1+2

9.5. Egy tarsasagban 5 hazaspér van jelen. Azok akik nem ismerik egymast bemutatkozasul kezet
fognak egymassal. ,A” ur megkérdezi minden jelenlev6tsl, hogy héany emberrel fogott kezet
és csupa kiilonbozd szamot kap valaszul. Hany emberrel fogott kezet , A” ar?

Megoldas:

Készitsiink egy gréafot. A cstucsok reprezentaljak a tarsasidg 10 tagjat, mig két cstcs kozott
akkor fusson él, ha a nekik megfeleltetett személyek kezetfogtak. Ekkor a kérdésre adott
valaszok éppen a graf megfelel6 csucsanak fokszamai. A hazastarsaval senki nem fog kezet,
ezért a kilenc megkérdezett csak tigy mondhat csupa kiilénb6z6 szamot, ha a valaszok rendre
0, 1, 2,..., 8 Aki nyolcat mond, az a hazastarsan kiviil mindenkivel kezett fogott, igy
nullat csak a héazastarsa mondhatott. Ezt a hazaspart a tarsasagbol elhagyva, azaz a két
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9.7.
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csucsot és a beldliik kiindulo éleket a grafbol | kitépve” egy az el6zével analdég probléméahoz
jutunk. Koénnytd latni, hogy minden a grafban maradé cstcs foka pontosan eggyel csokken.
Az el6z6h6z hasonldoan belathatd, hogy az eredeti graf hetedfoki és elséfoktt pontjai altal
reprezentélt személyek egy hazaspart alkotnak. Es igy tovabb...A kovetkezd Osszetartozo
parokat kaptuk: (2, 6); (3, 5). Az eljarast addig fojtatjuk, amig a grafban mar csak két
pont marad. Ezek nyilvanvaloéan egy hazaspart alkotnak és egyikiik maga ,A” ar. A két pont
természetesen nincs 6sszekotve, hiszen a nekik megfeleltetett személyek eredetileg is ismerték
egymast. Az eljaras minden lépésében ezen pontok fokszama pontosan eggyel csokkent. Az
utols6 grathoz négy 1épésben, négy par elhagyasaval jutottunk, igy az eredeti graftba mindkét
pont negyedfoki volt. Azaz ,,A” ur 4 emberrel fogott kezet, éppugy, mint a felesége.

Adjuk meg, hany 3 ponttu egyszeri graf van! Rajzoljuk fel Sket, szdmoljuk meg a nemizomorf
eseteket !

Megoldas: Harompontu graf esetén maximalisan 3 ¢l hizhato be. (Ennyi éle van a harom-
cstcsu teljes grafnak). Minden él esetében két lehetSség koziil valaszthatunk (vagy behizzuk,
vagy nem). Igy az Osszes grafok szama 23. Ezen grafok természetesen csak akkor lesznek mind
kiilénbozéek, ha cimkézet grafokrol beszéliink. Cimkézetlen grafok esetén ezek kozott vannak
izomorfak.

Azaz a 8 graf koziil 4 darab paronként nem izomorf valaszthato ki.

Mutassunk példat olyan G = (V, E¢) és H = (V, Ey) és grafokra, melyekre
da(z) =dg(z) Vr € V esetén, de G és H nem izomorfak. Megoldas:

A két graf nyilvanvaléan nem izomorf, hiszen az elséfoku pont képe csak az elséfokt pont
lehetne, de mig az els6 grafban az egyik masodfokt pont a szomszédja, addig a masik gratban
a harmadfoku ponthoz kapcsolodik.
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9.8. Legyen G egy tetszéleges egyszert graf. Igazoljuk, hogy ekkor G vagy G Osszefiiggs!
Megoldas: Az allitas igazolasdhoz elGszor a kovetkezs segédtételt igazoljuk:

Segédtétel: Egy G graf akkor és csak akkor nem-Osszefiiggs, ha pontjai két nem iires
osztalyba sorolhatok tigy, hogy a kiilonb6z6 osztalyban 1évé pontok kozétt nem fut a grafban
él.

Bizonyitds. (A segeédtételé:)

Ha GG nem 0sszefiiggs, akkor tobb sszefiiggd komponensre bomlik. Az egyik osztalyba tartozzanak
az egyik komponens pontjai, mig a masik osztalyba rakhatjuk az 6sszes tobbi pontot. Konnyen
lathato, hogy ez az osztélyozas megfelel a feltételeknek.

Ha G pontjai két osztalyba sorolhatéak tgy, hogy a kiilonb6z6 osztélyba tartozo pontok kozt
nem fut él, akkor a graf nyilvanvaléan nem 6sszefiiggd. ]

Ha a G graf Osszefiiggs, akkor kész vagyunk. Ha G nem 0Osszefliggs, akkor pontjait két
osztalyba tudjuk sorolni dgy, hogy a kiilénbo6z6 osztalybeli csicsok kozott nem fut él G-
ben. Legyen a két osztaly A és B. A G graf G komplementerében A minden pontja 6ssze van
kotve B minden pontjaval. Azaz A barmely pontjabol egy élen at el lehet jutni B barmely
pontjaba és viszont, igy G barmely pontjabol legfeljebb két élen haladva el lehet jutni a graf
barmely pontjaba.

9.9. Igazoljuk, hogy ha egy m-ponti egyszerd grafnak tobb mint ("51) éle van, akkor a graf
Osszefiiggd!

Megoldas: Tekintsiink egy n-pontt nem 6sszefiiged grafot. A graf legalabb két komponenst
tartalmaz. Belatjuk, hogy nem-osszefiiggd graf esetén akkor maximalis az élek szama, ha a
graf két komponensre bomlik.

Legyen K >2 a graf komponenseinek szama. A grafban a kiilonb6z6 komponensekhez tartozé
pontok kézott biztosan nem fut él. Vonjunk 6ssze két komponenst oly modon, hogy kivalasztunk
mindkettébdl egy egy pontot, majd a két pontot Gsszekots élt behizzuk. Ezzel egy K —1
komponenshdl allo grafhoz jutunk, amely legalabb eggyel tobb élt tartalmaz, mint aza gréaf,
amelybdl kiindultunk. A komponensek szama tetszélegesen nem csokkenthetd, hiszen nem-
Osszefiiggd graf legalabb két komponensre bomlik.

Vizsgéljuk most az olyan grafokat, amelyek pontosan két komponensre bomlanak. Kiindulasként
tekintsiik azt az esetet, amikor a két komponens egy n— 1 csticst és egy egycsucsu részgraf.
(Azaz egy n— 1 pontu Osszefliggd gréafra és egy izolalt pontra.) Ekkor a grafnak maximalisan

(";1) éle lehet, hiszen ezaltal az Osszefiiged graf-rész Osszes lehetséges élét behuztuk.

Be fogjuk latni, hogy nem-6sszefliggd graf esetén ennél tobb élt nem tudunk behtzni. Ha
egy n-ponta graf két komponensre, egy k-pontu teljes grafra és egy n— k-pontu teljes grafra
bomlik (k<n—k), akkor ha a nagyobb cstcs-szamu grafrészbél egy csicsot ,atrakunk” a masik
grafrészbe, azzal a lehetséges élek szamat nem noveljiik, hiszen ekkor az elsé grafrészben az
élek szama n — k — 1-gyel csokken, mig a masik komponensben k-val novekszik. Igy az élek
szama a legkedvez&bb esetben is csak valtozatlanul marad.

Igy két komponens esetén az élek maximalis szama (";1)
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Igazoljuk, hogy ha egy 2n-pontu graf minden pontjanak foka legalabb n, akkor a graf 6sszefiiggs!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a graf nem 0Osszefligg6. Ekkor a graf legaldbb két nem iires

komponensre bomlik. Tekintsiink egy pontot, mondjuk A-t. Mivel A fokszama legalabb n,

ezért a graf cstcsai koziil legalabb n-nel egy komponensbe tartozik. Igy a graf egyik komponense
legaldbb n +1 pontot tartalmaz. A masik komponensben legfeljebb n —1 pont tartozhat.

Ezek egyike legyen B. Mivel B fokszama legalabb n, ezért legaldbb n tovabbi pontnak

kellene a komponensben lennie, ami ellentmondéas. Az ellentmondas csak abbdl a feltevésbdl

szarmazhat, hogy a graf nem Osszefiiggd.

Tekintsiik n darab weboldalt, melyekre igaz, hogyha a oldalon hivatkozast taldlunk b oldalra,
akkor b-n is van link a-ra. Mutassuk meg, hogy ha koziiliik barmely kett§ kozott van linkekkel
torténd (kozvetett) kapcesolat, akkor a weboldalak kozott van (n— 1) kozvetlen link is.

Megoldas: A feladat gréafelméleti atfogalmazasahoz tekintsiik a kovetkezs grafot! A graf
csucsal reprezentaljak a weboldalakat. Két cstucs kozott fusson él, ha a nekik megfeleltetett
weboldalak kézott van kozvetlen kapcesolat. Ekkor a kérdés gy hangzik, hogy igazoljuk, hogy
ha a graf osszefiiggd, akkor van legalabb n—1 éle.

Az allitast n-szerinti teljes indukciéval igazoljuk.

i) n=1 esetén az allitas trivialisan igaz.

ii) Tegytik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas igaz.

iii) Igazoljuk n+1 pontu grafra.
Indirekt tegyiik fel, hogy a graf ¢sszefiiggs, de legfeljebb n+1—2=mn—1 éle van. Ekkor
a grafnak biztosan van els6foku csticsa, hiszen izolalt pontja nem lehet, ha pedig minden
csucsa legalabb 2-odfoki lenne, akkor az élek szama legalabb W =n+1 lenne, ami
ellentmondana a feltételnek. Hagyjuk el az els6foku csiicsot és a hozzatartozo élt a grafbol,
igy a graf nyilvanvaloan 0sszefliggé marad. Ekkor a graf csticsainak szama n lesz, az élek
szama is eggyel csokken, igy az indirekt feltétel alapjan legfeljebb n —2 él marad. De
az indukcios feltétel alapjan minden n-csicsu 6sszefiiged grafban legalabb n—1 él van.
Ellentmondasra jutottunk, melynek oka csak az indirekt feltétel lehet.

Irjuk fel az alabbi grafok szomszédsagi- és illeszkedési-matrixat!

a) b)
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Megoldas:

a) Szomszédsagi matrix: Illeszkedési matrix:
01010 100100
1010 1 110010
01011 011001
1010 0 001100
01100 00 0O0T1T1

b) Szomszédsagi matrix: Illeszkedési matrix:
01000 0] (1.0 0 0 0]
100010 11000
0007101 00110
001000 00100
010001 01001
| 00101 0| 000 1 1]

A szomszédsagi matrix felirdsakor ebben az esetben kihasznalhatjuk, hogy a graf paros. A
matrixbol csak azokat az elemeket irjuk le, amelyek nem sziikségszerten 0-k:

9.13. Rajzoljuk meg a 9.14.a) graf komplementerét és irjuk fel a szomszédsagi méatrixot!

Megoldas:
00101
00010
1 00 00
01001
1 0010

Vegyiik észre, hogy ha a graf szomszédsagi métrixat osszeadjuk a komplementerének szomszédsagi
matrixaval, akkor a f6atlo kivételével minden elem helyén 1-est taldlunk. (A féatloban 0-k
allnak.)
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Legyen az aldbbi graf szomszédsagi matrixa A. Végezziik el az A2 = A- A matrix-szorzast,
probaljuk megmondani a méatrix elemeinek jelentését a grafra vonatkozoan, indokoljuk is.

N

Megoldas:

A graf szomszédsagi matrixa és annak négyzete:

011101 412110
101000 121201
110100 , 213111
A=110101 0 A=l121301
000100 101010
10000 0 (001110 1)

Az A% matrix i-edik sordnak j-edik elemét a méatrixszorzas szabélya alapjan:
6
(A%)y = an-ay
k=1

Az A? matrix i-edik soranak j-edik elemének jelentése tehat az, hogy hany pontosan 2
hossztsagn it vezet a matrix i-edik pontjabol a j-edik pontba, hiszen az a;, elem jelentése,
hogy hanyféleképpen juthatunk el az i-edik pontbdl a k-adik pontba egyetlen élen, és az ay;
elem jelentése hasonlo a k-adik és j-edik pont vonatkozésaban.

Hasonl6éan lehet belétni, hogy az A* matrix i-edik sordnak j-edik eleme az i-edik és j-edik
pont kozotti pontosan k hossziisagu utak szama.

Egy klubesten a fitk és a lanyok feljegyezték, hany partnerrel tancoltak. Igaz-e, hogy a fiuk
altal felirt szamok Gsszege megegyezik a lanyok altal felirt szamokéval?

Megoldas: A problémat egy paros grafon tudjuk szemléltetni. A graf cstucsai reprezentéljak
a tanccsoport tagjait. A pontok kozott akkor és csak akkor fusson €, ha a nekik megfeleltetett
személyek tancoltak egymassal. A tanccsoport tagjait két osztélyba sorolhatjuk (lanyok illetve
fink) gy, hogy az azonos osztalyba tartozo pontok kozott nem fut él. Tekintsiik a kapott
graf egyszertisitett szomszédsagi matrixat. A sorokat rendeljiik a lanyokhoz és az oszlopokat
a fitkhoz. Azt hogy az i-edik lany hany fitval tancolt az i-edik sor elemeinek Gsszegeként
kapjuk. Hasonléan azt hogy a j-edik fia tancpartnereinek szémat a j-edik oszlop elemeinek
osszegeként kaphatjuk. Tehat a lanyok altal felirt szdmok Osszege a sorok Osszegeinek Gsszege,
mig a fiuk altal felirt szamoké az oszloposszegek Osszege. Mindkét Osszeg a métrix minden
elemét pontosan egyszer tartalmazza, igy nyilvanvaléan egyenldk.
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9.16. Készitsiik el egy hatcsapatos, egyfordulés bajnoksag mérkszésrendjét! A probléméval mar
foglalkoztunk a I1.4 fejezet 5 feladatanak megoldasa sordn. Az ott igazolt allités szerint a
mérkézések lebonyolitasdhoz legaldbb 5 forduléra van sziikség. Mutassuk meg, hogy ennyi
elég is!

Megoldas:

Grafelméleti szempontbol egy hatcsticsi teljes graf 5 darab, paronként kozos él nélkiili 1-
faktoranak megkeresése a feladat. (Egy graf 1-faktoran a graf Osszes pontjat tartalmazod
regularis els6foku részgrafjat értjiik. Az 1-faktorokat parositasoknak is nevezziik.) Kénnyen
igazolhato, hogy ezek egyesitése visszaadja a teljes gréafot.

Egy szabélyos 6tszog kozéppontja és csiicsai legyenek a graf szogpontjai. Az alabbi abran egy

parositast latunk.

4

A 0 pont korili 72°-os elforgatas a fenti parositds éleit egy mésik parositas éleibe viszi.
Konnyen lathato, hogy a két 1-faktor élidegen. Ismételt forgatasokkal az 5 darab elséfoki
faktor mindegyike elGallithato:

o
/
/
o // 2 (]
/ ey
/
4

Az alabbi abran szemléltetjiik, hogy a péarositdsok valoban élidegenek és az egyesitésiik
visszaadja a K teljes gréafot:
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9.19.

I1.9. FEJEZET. GRAFELMELETI FOGALMAK

Mikor bonthaté K, teljes graf élidegen 1-faktorokra és hogyan talalhaté meg egy ilyen
felbontéas?

Megoldas:

Ha n paros és n > 2, akkor, és csak akkor létezik a K, teljes graf élidegen 1-faktorokra vald
felbontasa.

Legyen n > 2 paros szam. Egy szabalyos (n — 1)-szog kozéppontja és csucsai legyenek a
graf szogpontjai. A kézéppontot 0-val, a csticsokat — mondjuk pozitiv koriiljarasi iranyban
—jeloljik az 1, 2, ..., n—1 szdmokkal. A csticsok szamozasat érdemes modulo n—1 érteni.
A konkrét példédhoz hasonloan induljunk ki az alabbi péarositasbol (elsg fordulo):

n n

{0, 1}, {2, n—1}, {3, n—2}, -+ {k, n—k+1}, - ,{5, §+1}

A fenti parositasbol ugy szarmaztathatunk tovabbi n — 2 parositast, hogy az éleket % Sz0g
egész tObbszoroseivel elforgatjuk. Az i-edik ilyen pérositas élei ugy kaphatok, ha a {0, 1}
él helyett a {0, i} élt vessziik, mig a tobbi él esetén mindkét végpont sorszamat i — 1-gyel
megnoveljilk. Ahol e =1,2,... ., n—1.

Készitsiik el a mérkézésrendet n = 5 csapat esetén. Az I1.4 fejezet 5 feladatdban igazoltak
szerint a lebonyolitashoz legalabb 5 forduléra van sziikség. Mutassuk meg, hogy ennyi forduloban
ez meg is oldhato.

Megoldas:
Vezessiink be egy fiktiv csapatot. Nevezziik mondjuk ,,Pihenés™ nek. Ezaltal a feladatot péaros-

csapatos bajnoksag szervezésének problémajara vezettiik vissza. Igy az n=>5 csapatos bajnoksag
forduldi az alabbi részgrafoknak feleltetheték meg:

Az egyes fordulokban a kovetkez6 mérkdzéseket kell lejatszani?
1. fordulé 2. fordulé 3. fordulé 4. fordulé 5. forduld

2 - 5 1 - 3 1 - 5 1 - 2 1 - 4

3 - 4 4 - 5 2 - 4 3 — 5 2 - 3
[gazoljuk, hogy a K, teljes graf, ha n > 2, paros, § —1 paronként élidegen Hamilton-korre és
egy ezekkel kozos él nélkiili 1-faktorra bomlik.
Megoldas:

A K, teljes graf két szomszédos” egy-faktoranak egyesitése a graf egy Hamilton-korét adja.
Az alabbi dbran n = 6 esetben az F és F, parositasok egyesitettjét szemléltettiik:
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9.20.

“

Konnyen lathato, hogy ez mindig igy van. A graf élei egyetlen kort alkotnak, mely minden
cstcson atmegy. Elegendd belatnunk, hogy ez igaz az els6 és a méasodik péarositéis egyesitésére,
mert az Osszes tObbi eset forgatassal visszavezethets ehhez az elrendezéshez. F) élei legyenek
kékek, mig F, élei pirosak. Mivel a graf minden csiucsanak fokszama paros (d; = 2), ezért a
graf biztosan tartalmaz kort.

Induljunk el a 2 pontbdl egy piros élen 4t a 0 pontba, majd onnan egy kék élen az 1-be.
A k-adik pontbol kék él fut az n — k+ 1-edikbe és piros az n — k + 3-adikba. Igy az utunk a
kovetkezd pontokon vezet at:

2,0, 1, n—=143=3 mod (n—1), n—3+1=n—2, n—(n—2)4+3=5, n—5+1=n—4, n—(n—4)+3=7, n—6,...

Lathato, hogy a fenti sorozat k > 4 paros indexid elemei egy d; = 2 kiilonbségli szamtani
sorozatot alkotnak, melynek kezd&eleme 3, mig az ¢ > 5 paratlan indexd elemek egy dy = —
—2 kiiloénbségti szamtani sorozatot alkotnak, melynek kezdéeleme n-2. Az el6bbi részsorozat
elemei mindaddig paratlanok, amig az elem nem nagyobb n—1-nél, az utébbi sorozat elemei
mindaddig pérosak, amig az elem nem negativ. Igy az elemek kozott nem fordulhat el
ismétlodés addig, amig az el6z6 két feltétel teljestiil. Vizsgaljuk meg, melyik elem ismétlgdik
el6szor !

A péaros indexti elemek sorozata elGszor a k:"T’Q index esetén lesz n—1-nél nagyobb, méghozza
n+1 amit modulo n —1 redukalva az ismétl6dé elem 2, a masik sorozat elemei koézott az
els¢ ismétlédés az ¢ = ”7_4 ekkor az elem éppen 2. Az utobbi sorozatban fordul el elGszor
ismétlgdés. Az ismétleds elem a teljes sorozat m =5+2-f =5+n—4=n+1-edik elem, igy az
ut n kiillonbo6z6 elemet tartalmaz, majd a legels§ eleme ismétlsdik, igy valdjaban egy olyan

korrél van sz6, amely minden csticson atmegy.

Igy az n—1 darab 1-faktort mivel n paros, kettesével 5 — 1 darab Hamilton-korré tudjuk
egyesiteni. Mivel az 1-faktorok szama paratlan, igy a Hamilton-kérok berajzolasa utan egy
1-faktor még megmarad. Ezzel az allitast igazoltuk.

Igazoljuk, hogy ha n pozitiv paratlan szam, akkor a K, teljes-graf "T’l darab paronként
élidegen Hamilton-koérre bomlik.
Megoldas:

ElGszor vizsgaljuk a problémét n = 7 konkrét esetben! A K, graf egy Hamilton-kore lathato
az alabbi abran:




160

9.21.

9.22.

I1.9. FEJEZET. GRAFELMELETI FOGALMAK

Konnyen lathato, hogy az éleket a:277r szoggel elforgatva az el6zével élidegen Hamilton-kérhoz
jutunk. Ismételt elforgatéasokkal tovabbi Hamilton-kordket nyerhetiink, Gsszesen 3 darabot.

A fentihez hasonldan készithetjiik el altalanos esetben a kiindulédsi Hamilton-kort:

n+3 n+1

0,1, 2, n-1, 3, n—=2, 4,...
7’7” 77/’7’ ) 9 27 27

0

Az elforgatas itt azt jelenti, hogy a 0-nal nagyobb szamokhoz rendre 1-et hozzaadunk, majd
modulo n — 1 redukalunk.

Tekintsiik az alabbi paros grafokat! Melyiknek van és melyiknek nincs 1-faktora?

Megoldas:

Az els6 grafnak van 1-faktora. A kor minden masodik élét kivalasztva egy ilyen 4-éld részgrafot
kapunk.

A masodik grafban biztosan nincs 1-faktor, mert a piros pontok szam 6, mig a feketéké csak
5.

A harmadik grafban sem lehet péarositast létesiteni, mert példaul a a jobb als6 sarok 4 piros
pontjanak Osszesen csak 3 fekete szomszédja van.

Megjegyzés: A harmadik grafban minden pont foka legaldbb ketts, de vannak harmad és
negyedfokt pontok is.

Kovetkezmény: Ha egy tancteremben minden fiii pontosan két lanyt ismer és minden lany
pontosan két fiit ismer akkor a tarsasig tagjai tudnak tgy tancolni, hogy mindenki olyan
partnerrel tancoljon akit ismer, de ha minden fit legalabb két lanyt ismer, de vannak olyan
fitk akik ketténél tobb lanyt ismernek és minden lany legalabb két fiut ismer, de vannak
olyan lanyok is, akik tobb fiut ismernek, akkor a fenti parbaéllitdst nem lehet garantalni.

Hall-Rado-Kinig-Ore tétel: Egy paros grafnak pontosan akkor van elséfoku faktora, ha mindkét
pontosztilya ugyanannyi elemet tartalmaz és az egyik osztily barmely k& darab pontjat

kivalasztva az ezekkel szomszédos pontok szama legalabb k. (Bizonyitas: Hetyei Gabor:

Kombinatorika és grafelmélet 102.0.)

A 11.4 fejezet 10 feladatédban targyalt ,a-tipusi” dominokészletiink koveivel jatszunk. A készlet
pontosan egyszer tartalmaz minden olyan dominét amelyek mindkét felén 0 és 8 kozotti a
pontok szama. Az emlitett feladatban belattuk, hogy a készletben 45 darab domind van.
Kérdés, hogy korberakhatjuk-e tigy a koveket, hogy egymas mellett azonos szamok legyenek.

Megoldas:

Szemléltessiik graffal a problémét a kovetkezé modon: A graf csicsait feleltessiik meg a 0
és 8 kozotti természetes szdmoknak. Fusson él a és b kozott, ha nekik megfeleld szamokkal
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létezik domino. A graf egy hurokélekkel kiegészitett 9-csuicsu teljesgraf. Ekkor a dominok
korberendezése a fenti graf egy Euler-korét adja.

Mivel minden pont fokszama paros d; =10 és a graf osszefiiggd, ezért a grafban létezik Euler-
kor.

9.23. Az 1,2,3,4,5,6,7, 8,9 szamokat el lehet-e helyezni egy kéron gy, hogy barmely két egymas
melletti szam Osszege ne legyen oszthato se harommal, se 6ttel, se héttel ?

Megoldas:

Készitsiink egy 9-csticsu grafot. A csticsai feleljenek meg a természetes szamoknak 1 és 9
kozott. Két csiics kozott fusson él, ha a két cstics szerepelhet egymasmellett a koron, azaz ha
az Osszegiik sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7-tel nem oszthato. Igy az alabbi grafhoz jutunk. A
feladatnak megfelels elrendezésekhez a graf egy-egy Hamilton-kore.

A fenti grafban ha van Hamilton-kor, akkor a masodfokta pontokhoztartozé élek mindegyike
benne kell, hogy legyen a korben. (Ezeket pirossal abrazoltuk az also abran.) Igy a3, 1, 7, 4, 9, 2, 6
ut része a Hamilton-kérnek. (Mar ha van ilyen a grafban). Probaljuk folytatni a kort. A 6-os
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pontnak egyetlen olyan szomszédja van, amely még nem szerepel a fenti utban. Igy a kor csak
az H-0s ponttal folytathatd. Hasonlé meggondolasok miatt a kdvetkezs elem csak a 8-as lehet.
Igy végezetiil a 3-assal bezarhatjuk a kort. A jobboldali abréan a kapott elrendezés lathato.

Legyen k > 1 egész szam. Ha egy véges egyszert grafban minden pont foka legalabb k, akkor
a grafban van legalabb k41 hossza kor és legalabb k hossza at (vagyis legalabb k+1 pontot
tartalmazo kor és tut).

Bizonyitas: Induljunk ki a graf egy tetszéleges P, pontjabol és alkalmazzuk a kovetkezd
eljarast: ha méar eljutottunk egy P; ponthoz, s ennek a pontnak van még olyan szomszédja a
grafban, amely nem szerepel a kivéalasztott pontok kozott, akkor legyen ez a (vagy az egyik
ilyen) szomszédja P,y 1. Ekkor Py, Ps, ..., P;y1 tovabbra is it a grafban. Ez az eljaras el6bb-
utobb megakad, hiszen elfogynak a graf pontjai. Tegyiik fel, hogy P,,-nél akadunk el. Ekkor
P,,-nek minden szomszédja szerepel mér a pontok kozott. Keressiik meg a legkisebb indextit
koziliik, legyen ez P;. Ekkor P;, Psyq, Psyo, ..., Py, kor és tartalmazza P,,-et, valamint P,
minden szomszédjat. Mivel P,,-nek legalabb k szomszédja van a feladat feltétele szerint, ezért
ennek a kornek legalabb k+1 pontja van. Masrészt nyilvan m > k41, tehat a talalt Gt hossza
legalabb k.

Rajzoljuk le az n pontu fagrafokat. Mennyi a szamuk? Mennyi a nem-izomorfak szama?
(n=1,2,3,4)

Megoldas:

n =1 illetve n = 2 esetén egy-egy fa rajzolhato:

n = 3 esetén 3 cimkézett fa graf van,a cimkézetlen fak izomorfak:
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A
\

n = 4 esetén 16 cimkézett fa graf van, a cimkézetlen fak izomorfia alapjan két osztélyba
sorolhatok:

LN

NV L
XN TN
XX
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9.26. Hany n-pontu cimkézett csillag létezik? (Lasd elméleti rész, 1.9.3.8.)
Megoldas:

Konnyen lathato, hogy két cimkézett csillag pontosan akkor izomorf, ha grafok (n—1)-edfoku
pontjaira azonos cimke keriilt. Igy éppen annyi cimkézett csillag készithets, ahanyféleképpen
a ,kozéppont” kivalaszthato, ez pedig n-féleképpen tehets meg.

9.27. Hany n-pontu cimkézett ut van? (Lasd elméleti rész, 1.9.3.8.)

Megoldas: Az 1t els6 eleme n-féleképpen valaszthatd, a masodik (n — 1)-féleképppen és

igy tovabb, az tt utols6 pontja mar egyértelmten meghatarozott. Igy nl-féle elrendezést
készitettiink. Ezek izomorfia alapjan parba rendezhetjiik, hiszen minden ut izomorf a megforditasaval
és csak ezzel az uttal lesz izomorf. Igy a kiilonboz6 cimkézett utak szama:

n!

5"

9.28. Bizonyitsuk be, hogy egy legalabb 2-pontu fagrafban legalabb kettével nagyobb az elsGfoku
pontok szama, mint a legalabb harmadfokiaké!

Bizonyitds. jelolje a fagraf pontjainak szamét n, az els6foki pontokét e és a legalabb harmadfoku
pontokét h. Ekkor a masodfoku pontok szama: n—e— h.

Ekkor a graf pontjainak fokszamosszegére igaz az aldbbi becslés:
Zdi >1-e+2-(n—e—h)+3-h=2n—e+h.

Masrészt mivel minden él pontosan két csiicshoz tartozik, ezért igaz, hogy a csticsok fokszamainak
Osszege éppen az élek szaméanak kétszerese. Tovabba, mivel fagrafrol van szo az élek szama
pontosan n— 1. Ezt a fenti relacioba visszahelyettesitve éppen az allitast kapjuk:

2-(n—=1)>2n—e+h < 2+h<e.

9.29. Adjuk meg az alédbbi fa Priifer-kodjat!

Megoldas:

A graf legkisebb elséfokt pontja az 1-es, aki a 4-es csticshoz kapesolodik. Igy a kod elsé eleme a
4-es. Az 1-es szamu els6foku csucsot (a hozzatartozo éllel egyiitt) eltavolitva a grafbol szintén
fahoz jutunk:
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Az igy kapott grafban elséfoktak a 3-as, 7-es, 9-es és 10 -es pontok. Most a 3-ast kell
valasztanunk, amely aa 2-es cstucshoz kapcesolodik. Igy a kod kovetkezs eleme a 2-es. (Az
eddigi kod: 4, 2). A vizsgélt els6foka pontot ,kitépve” a grafbol az alabbi fahoz jutunk:

8 9 10

Most a kovetkezd pontok elsGfokuak: 2, 7, 9, 10. A 2-es pont szomszédja a grafban az 5-0s,
igy a kodba az 5-0s keriil be, mig az els6foku pontot a grafhbol eltavolitva az alabbi fat kapjuk:

Elssfoku: 7, 9, 10. A hetest tépjiik ki a grafbol, a szomszédja (6) bekeriil a kodba. (4, 2, 5, 6).
Az uj fa:

4 5 6
8: :9 "0

Most két elséfoku csiics van (9, 10). A kilencest tavolitjuk el, mig a szomszédja (8) bekeriil
a kodba: 4, 2, 5, 6, 8.

A tovabbiakban az aktuélis fagrafok megrajzolasatol eltekintiink, csak azt irjuk fel, mikor
melyik csticsot tavolitottuk el a grafbol és azt, melyik elemmel béviilt a Priifer-kod:

A 8-as csucs eltavolitasa utan a szomszédjat (4) irjuk a kodba: (4, 2, 5, 6, 8, 4).
A 4-es cstcs eltavolitdsa utan a szomszédjat (5) irjuk a kodba: (4, 2, 5, 6, 8, 4, 5).
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Az 5-6s csics eltavolitasa utan a szomszédjat (6) irjuk a kodba: (4, 2, 5, 6, 8, 4, 6).
Ezek utan a graf két elséfoka pontbol allo fa (sulyzo), tehat a Priifer-kod elkésziilt.

Allitsuk el azt a fat, amelynek a Priifer-kodja:

1, 1,7, 7,8, 8.

Megoldas:
1. Mivel a koéd 6 elemi, a grafunknak 642 = 8 szégpontja van.

2. Felsoroljuk egymas alé a graf pontjait, a kodot és az els6foka pontokat.

6 7 8
8

N — =
W = N
NS <)
(G2 BN TSN
o o

Vegylik észre, hogy a harmadik sorba pontosan azok az elemek keriilnek, akik szerepelnek
az elsé sorban, de nem szerepelnek a masodikban.

3. A fenti tablazatbol kiolvashato, hogy az els elem akit letéptiink a 2. sorszamu pont volt
(6 a legkisebb indext elsfoki) és a szomszédja az 1. sorszamu volt (Ez a kod els6 eleme.)

Ezt a két pontot Gsszekothetjiik.

2 3
o
1/ 4
8 5
Q
7 6

Huizzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

5 6 7 8
8 8

= =R
Ot 0 W
S N =~

1
!
3

4. Az 1j tablazatbol lathato, hogy az kovetkezd elem akit letéptiink a 3. sorszamu pont volt
(6 a legkisebb indext elséfoki) és a szomszédja az 1. sorszami volt (Ez a megmaradt kod
elss eleme.)

Ezt a két pontot Gsszekothetjiik.
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Huzzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

12345678
1177838
1456

5. A kitépett elem az 1. sorszami pont volt (6 a legkisebb index( els6fok) és a szomszédja
az 7. sorszamu volt (Ez a megmaradt kod elsé eleme.)

Ezt a két pontot Gsszekothetjiik.

Huzzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

12345678

I 1 7788
4 5 6

6. A kitépett elem az 4. sorszamu pont volt (6 a legkisebb indexii elssfoki) és a szomszédja
az 7. sorszamu volt (Ez a megmaradt kod elsé eleme.)
Ezt a két pontot Gsszekothetjiik.

7 6

Huzzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

1 23 456 78

18
56 7

7. A kitépett elem az 5. sorszami pont volt (6 a legkisebb index( els6fok) és a szomszédja
az 8. sorszamu volt (Ez a megmaradt kod elsé eleme.) Ezt a két pontot sszekothetjiik.
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Huizzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

L 23 45678
Lrrrg s
6 7

8. A kitépett elem az 6. sorszamu pont volt (6 a legkisebb indexii elssfoki) és a szomszédja
az 8. sorszamu volt (Ez a megmaradt kod elss eleme.) Ezt a két pontot sszekothetjiik.

Huzzuk ki a kodbol és a pontok halmazabdl a felhasznélt elemeket :

P 23450678
prarrg s
78

9. Mar csak két elsé-foku pontunk maradt (6k alkotjak a sulyzot) kossiik Ossze Gket. Ezzel
kész a fank. Ellendrzésként el lehet késziteni a Priifer-koédot.

2 3
1 4
7 6

9.31. Oldjuk meg az el6z6 feladatot a masik, kézi abrazolashoz alkalmasabb modszerrel is.
Megoldas:

Mivel a Priifer-koéd 6 elemt, ezért a fagrafnak 8 csiicsa van. Melyek a t1, to,...,ts pontok
melyek torlésével ehhez a kodhoz jutottunk? Ehhez a megoldasi modhoz jeldljiik a fa gyokerét
0-val (az a pont, amelyet az el6bb 8-cal jeloltiink.)

Tt b t5 ty t5 tg
K1 17700

Vizsgaljuk a kod els6 elemét. Mivel 2 a legkisebb természetes szam, aki nem szerepel az also
sorban a vizsgalt pozicioétol jobbra és a fels§ sorban a vizsgalt poziciotol balra, ezért ¢t = 2.
Hasonl6 meggondolasok alapjan a fenti tablazat elsé sora kitolthetd:

1 456
77 00
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A tablazat els6 sorabol egyetlen szamitasbajohetd pozitiv érték hidnyzik, méghozza a hetes.
Ez azt jelenti, hogy a Priifer-kod elkészitése soran a grafrol nem téptiik le a 7-es cstcsot,
vagyis az eljaras végén a 7 —0 sulyz6 maradt. Ezzel az éllel inditjuk a rajzolast, majd a
fenti tablazat oszlopai a graf egy-egy élét adjak meg. Jobbrol balra haladva a tablazatban
mindig olyan élt kell behtiznunk, melynek egyik csticsa korabban mar szerepelt a grafban. Az
abrazolas tehat n—1 =7 lépésben megoldhato:

GI 6 4 6
7@ 'o 7 0 7 0 7 0
5 5

4 6 4 6 4 6
7 0 7 0 7 0
1 5 1 5 1 5
2
3 3

9.32. Ot falu elhatérozza, hogy regionalis vizmiivet hoznak létre. Az egyik faluban kutat farnak,
majd a falvak kozott vizvezetékesoveket fektetnek le. Az abran lathato az elkésziilt terv.
Az egyes vezetékek épitési koltségét is felirva kideriilt, hogy nincs elég pénz a teljes halozat
megépitésére. ElsG korben egy olyan vezetékrendszert szeretnének épiteni, amellyel mindenkihez
eljut a viz, de a koltség minimalis. Melyik vezetékeket épitsék meg?

15
10 9

A feladatot Kruskal-algoritmusa alapjan oldjuk meg. A célunk a fenti graf egy feszitofajat
meghatarozni. Az adott graf minden élének koltsége kiilonbozs, igy a minimalis koltségi
élt valasztjuk el6szor. Ezutan a ki nem vélasztott élek koziil mindig a legolcsobb olyan élt
valasztjuk, mely nem hoz létre kort a grafban:
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15

Tehéat a minimalis koltség feszitéfa a pirosan jeldlt élekbdl all. Koltsége: 15.

9.33. Adjuk meg az aldbbi graf minimaélis koltségii feszitG-grafjat!

Ha a harmadik 1épésnél a zolddel jelolt élt valasztanank, akkor a grafban kor alakulna ki,
ami nem megengedett. [gy az eljarast a kovetkezs legkisebb koltségt él valasztasaval tudjuk

10

folytatni:

4

1

1
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3
’ 8
s 4
10 9
6
3
K 8
5 4
10 9
6

15

10
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Tehéat a minimalis koltségi feszitdgraf koltsége: 42.

9.34. Adjuk meg az aldbbi graf minimalis koltségii feszitG-grafjat!

Mivel a graf élei kozott vannak azonos koltségtiek, ezért a feladat megoldésa el6tt a graf
éleinek koltségét ideiglenesen megvaltoztatjuk. Méghozza oly moédon, hogy ha a k koltség r
darabb élen szerepel, akkor a vizsgalt r darab élhez rendre az alabbi koltségeket rendeljiik:

k, k+e, k4+2e,..., k+(r—1)-¢

ahol £ > 0 konstanst olyannak valasztjuk, hogy az utolsé ilyen élre irt k+ (r—1)-e érték se
legyen nagyobb a legkisebb k-nal nagyobb élkdltségnél:
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Most méar paronként kiilonbozé élkoltségekkel van dolgunk:

A koltség szamitasanél természetesen az élek eredeti koltségeit kell figyelembe venni, igy a
fenti feszitofa koltsége: 20
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11.9.2. Tovabbi gyakorl6 feladatok

9.35. Egy graf cstcsai reprezentaljak a természetes szamokat 1-t61 8-ig. A csticsbol B cstcsba fusson
irdnyitott él, ha az A-nak megfeleltetett természetes szam osztoja a B-nek megfeleltetett

természetes szamnak. Rajzoljuk meg a grafot! megoldas

9.36. Adjuk meg, hany 4 pontu egyszerti graf van! Rajzoljuk fel a nemizomorf eseteket. (Ezek szama
11, lasd elméleti rész, 1.9.2.5.)

megoldas
9.37. Rajzoljuk meg az alabbi szomszédsagi matrixhoz tartozo grafot!
01100
100 11
100 00
01001
01010
megoldas
9.38. Rajzoljuk meg az alabbi illeszkedési méatrixhoz tartozo grafot!
(1 100 0 1]
001000
00 0O0T11
000110
011100
| 1.0 00 0 0|
megoldas

9.39. Hany kor van a teljes négyszogben? Hany 6t hosszu kor van a teljes 6tosben, hany hat hosszi
kor van a teljes hatosban? Hény n hosszu kor van a teljes n-esben? (Az utolsod kérdés igy is

fogalmazhat6: hany Hamilton-kore van a teljes n-esnek?) megoldas
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Harmadik rész

Megoldasok, itmutatasok, eredmények
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Permutacidk, variaciok, kombinaciok

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

1.35.

Egy fut6 versenyen nyolc futo keriilt a dontébe. A déntében hény kiilonb6z6 befutési sorrend
lehetséges, ha feltételezziik, hogy nem volt holtverseny ?

Megoldads :
8!

vissza a feladathoz

Hany olyan 6tjegyd szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl, amelyben az 1-e és a 3-as
jegy egymas mellett helyezkedik el és minden szamjegyet pontosan egyszer hasznalhatunk
fel? Es ha a 2-es szamjegyet O-ra cseréljiik 7

Megoldads :
2-4! illetve 2-4!—2-3!

vissza a feladathoz

Hany otjegyid paros szdm képezhets a 0, 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha minden szamjegy csak
egyszer szerepelhet?

Megoldas :
414-2-3-3!

vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kilencszemélyes hosszu padra?

Megoldads :
9!

vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iilhet le 4 n6 és 5 férfi egy kilencszemélyes hosszu padra, Ggy hogy azonos
nemtiek ne keriiljenek egymas mellé?

Megoldds :
5!-4!

vissza a feladathoz

177
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1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

II1.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK

Hanyféleképpen iilhet le 4 né és 5 férfi egy kilencszemélyes hosszu padra, gy hogy azonos
nemitiek ne keriiljenek egymas mellé, ha csak az szamit, férfir6l vagy nérél van-e sz67?

Megoldds :

vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van?

Megoldads :
8!

vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iilhet le 9 ember egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van, tgy hogy koziiliik
két kitiintetett (A és B) egymas mellé kertiljon?

Megoldds :
27!

vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iilhet le 4 né és 5 férfi egy kerekasztal koriil, ahol kilenc szék van tgy hogy
azonos nemiiek ne keriiljenek egymas mellé?

Megoldads :

vissza a feladathoz

Héanyféle képpen olvashato ki a kivetkezs abrabol KOMBINATORIKA szo, ha a tablazat bal
felsé sarkabol indulunk és minden lépésben csak jobbra vagy lefelé haladhatunk:

K O M B I N A

O M B I N A T
M B I N A T O

B I N A T O R

I N A T O R I

N A T O R I K

A T O R I K A

Megoldads :
12!
6!-6! vissza a feladathoz

Hényféleképpen lehet eljutni az origobol a (4, 7, 3) pontba, tgy, hogy csak egységnyi hosszi
jobbra, fel és el6re 1épések lehetségesek ?

Megoldds :
14!

41.7!- 3! vissza a feladathoz
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1.42. Adott n kiilonb6z6 elem. Ha az elemekhez hozzévesziink két, az utolsdéval megegyezs elemet,

1.43.

1.44.

akkor az elemek 6sszes kiilonboz6 sorbarendezéseinek szama 22-szerese lesz, mint az eredeti
n elem sorbarendezéseinek a szama.

Megoldds :
A feladat allitasa alapjan:

22-P, = P},

|
29 = (nF2)

3!
132:n! = (n+2)-(n+1)-n!

132 = n’+3n+2
0 = (n—10)-(n+13)

ny = 10
ne = —13 hamis gyok (¢ N)

vissza a feladathoz

Hany permutéciéja van az ASZTALLAP, és a KUTYAFUTTATO szavaknak ?
Megoldas :

asztallap: kutyafuttato:
9! 12!
3!-2! 41.21.2!

vissza a feladathoz

A0, 1,1, 1, 2, 2, 5 szdmjegyek permutélasaval hany

a
b

)

) paratlan

c) néggyel oszthato,
)
)

d

e

ottel oszthato,

12-vel oszthatd

szam képezhets, ha a szamok nem kezd6dhetnek 0-val?
Megoldas :

a) Ha a szam péaros, akkor az utolso jegy vagy 0, vagy 2. Ezt a két lehetGséget kezeljiik is
kiilon.

i) O-ra végz6ds szam P63 2 darab van, hiszen, ha az utolsé helyre rogzitem a 0-t, a
maradék 6 helyre az 1, 1, 1, 2, 2, 5 jegyek barmely sorbarendezése jo és ezekbdl
pont ennyi van.

ii) Ha 2-esre végzédik a szam, akkor feladat ekvivalens azzal a kérdéssel, hogy hany
hatjegyt szamot képezhetiink a 0, 1, 1, 1, 2, 5 jegyekbdl, ha az els6 helyen nem allhat
0. Ha az 1-eseket megkiilonboztethetének tekinteném (mondjuk beszineznénk Gket),
akkor a megfelel§ elrendezések szama 5-5! lenne. Ha most a szinezéstdl eltekintiink,
akkor azokat az eseteket amelyek az 1-esek cseréjével kaphatok, nem tudjuk egymastol
megkiilonboztetni. Ez azt jelenti, hogy minden esetet 3!-szor szdmoltunk dssze. (Ennyi

kiilonb6z6 sorrendben frhaté a harom kiilénbézé 1-es.) Igy a lehetdségek szama 53?
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Ez két egymast kizaro eset, igy az Osszes lehetGség az ezekhez tartozo lehetGségek Gsszege:

6 5.5 85
3!-2!Jr 31 3l

b) paratlan, A paratlan szamok szdma megkaphato gy, hogy az 6sszes hétjegy szam szamabol
kivonjuk a parosak szamat. (Lasd késsbb logikai szita-formula), vagy kozvetleniil az alabbi
okfejtés alapjan.

A fenti szamjegyek felhasznalasaval képzett szam pontosan akkor paratlan, ha az utolsé
jegye 1 vagy 5.
Ha az utolsé jegy 1, a feladatot visszavezettiik az eredetivel anal6g problémara, nevezetesen
arra, hogy a 0, 1, 1, 2, 2, 5 szamjegyek permutaladsaval hany hatjegyt szam képezhetd,
ha a 0 nem allhat az elsé helyen.

5-5!

21217
Ha az utolso jegy 5, az alapfeladat, amire a feladatot visszavezettiik, A 0, 1, 1, 1, 2, 2
szamjegyek permutalasaval hany hatjegytd szdm képezhets, ha a 0 nem &llhat az elsé
helyen.

5-5!

3127
Az Osszes eset szama ezen, egymaést kizaro esetekhez tartozo darabszamok Gsszege.

c) néggyel oszthato, A fenti szamjegyek felhasznéalasaval képzett szam pontosan akkor oszthato
4-gyel, ha az utols6 két jegyébdl alkotott szam 20 vagy 12 vagy 52. Ez harom egymést
paronként kizaré eset, alkalmazhato az 6sszeadasi szabély. A tovabbi részletes magyarazattol
eltekintenénk és csak a végeredményt kozoljiik:

5! 4-4] 4-4!
3. T 2 T3
~—~— ~ ~—~
20-ra végz6dS  12-re végz6dd  52-re végzbds
d) ottel oszthato, Az 5-tel oszthato szamok az alabbi két egymast kizaro esetbe sorolhatok :

5:51
312!

i) illetve O-ra végzGd6 (Py® mint az a) részben)

i) b-re végz6ds (52 darab, mint a b) részben.)

Alkalmazhat6 az Osszeadési szabély.

e) 12-vel oszthato Egy szam pontosan akkor oszthato 12-vel, ha 3-mal és 4-gyel is oszthato.
A fenti modon képzett szamok jegyeinek Osszege minden esetben:

O+1+14+1+24245=12,

vagyis az Osszes elGallithatd szam oszthaté harommal, igy minden 4-gyel oszthat6 oszthatod

12-vel is, ezeket pedig mar a c) részben Gsszeszamoltuk. )
vissza a feladathoz

1.45. Hanyféleképpen oszthatunk szét 25 kiillonb6zs targyat 5 személy kozott egyenld aranyban ?
Megoldads :
25!

ol-51-51-51- 5! vissza a feladathoz
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1.46. Tizenkét tanuld kozott hanyféleképpen lehet kiosztani 6t kiillonbozs targyat, ha egy tanulo

a) legfeljebb egy targyat kaphat ?
b) tobb targyat is kaphat?

Megoldads :

Feleltessiink meg az egyes targyaknak egy-egy "helyiértéket" egy otjegyi szam felirasdban.

A tanulokat jelképezziik rendre a {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B} szamjegyekkel. Ekkor minden
kiosztasnak megfeleltethets egy 12-es szamrendszerbeli 6tjegyd szam, a megfeleltetés kolcsonosen
egyértelmi. (A feladat megoldéasa soran nem csak a valodi 6tjegyd szamokat tekintjiik, hanem
megengedjiik, hogy a szamok 0-val, a b feladat esetében akar tobb 0-val is kezd6djenek.)

a) Minden szamjegy legfeljebb egyszer hasznalhato. V{5 =12-11-10-9-8

b) A szamjegyek tobbszoris felhasznalhatok. V?Q =125 vissza a feladathoz

1.47. Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9 szamjegyekkel hany paros, otjegyi szamot képezhetiink, ha
barmely két szomszédos jegy kiilonboz6 paritasi és
a) minden jegyet legfeljebb egyszer hasznalunk?
b) Ugyanaz a jegy tobbszor is felhasznalhato?

Megoldas :

a) 4-5-3-4-2
b) 43.57

vissza a feladathoz

1.48. Tizes-szamrendszerbeli hatjegyi szamokat képeziink.

a) Hany ilyen szam van?

b) Hany paros illetve hany paratlan szam van?
c) Hany 4-gyel oszthatd szam van?

d) Hany 5-tel oszthat6 szam van?

e) Hany 3-mal oszthato szam van?
Megoldds :
a) 9-10°

b) 45-10* paros és ugyanennyi paratlan szam van.

c) % mivel minden 4. szidm oszthato 4-gyel, vagy méas megkozelitéssel: az utolsd két

szdmjegy az alabbi 25 kétjegyt szam koziil valaszthato

00 04 08 22 56
12 16 60 64 68
20 24 28 72 76
32 36 80 84 88
40 44 48 92 96,

az els6 harom jegybdl allo szam pedig az a) feladathoz hasonléan generalhato. Igy dsszesen
9-10%-20 szdmot tudunk elsallitani.
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1.49.

1.50.

II1.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK

d) % mivel minden 5. szam oszthato 5-tel, vagy masként: az utolsé szamjegy kétféle lehet
(0, 5), az elsé 6t jegybdl allo szam pedig az a) feladathoz hasonloan generalhato. Igy
osszesen 9-10%-2 szamot tudunk elsallitani.

e) % mivel minden 3. szam oszthaté 3-mal. A masik megkozelités lényegesen problémésabb.

Csak az alapotletet vazoljuk. Egy szam pontosan akkor oszthaté harommal, ha a szamjegyeinek

Osszege is oszthato. Igy ezt a tulajdonsagot csak az hatarozza meg, mely jegyek alkotjak a
szamot. Erdemes ez alapjan osztalyozni a szdmainkat, majd az egyes osztalyokba tartozo

szamokat kiilon-kiilon 6sszeszamlélni. _
vissza a feladathoz

Kettes-szamrendszerbeli hatjegyt szamokat képeziink.

a) Hany ilyen szam van?
b) Héany paros illetve hény péaratlan szam van?
c) Hény 4-gyel oszthatd szam van?

d) Hany 8-cal oszthato szam van?
Megoldads :

a) 2°

b) 2% paros és ugyanennyi péaratlan szam. (A péaros szamok mind O-ra, a paratlanok 1-re
végz6dnek. )

c) 23 4-gyel oszthat6 szdm van, hiszen az ilyen szamok utols6 két jegye 0.

d) 2% 8-cal oszthat6 szdm van, hiszen az ilyen szamok utolsé harom jegye 0.
vissza a feladathoz

Tizenhatos-szamrendszerbeli hatjegyi szdmokat képeziink.

(A szamjegyek: 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8, 9; A; B; C; D; E; F)
a) Hany ilyen szam van?

b) Hany paros illetve hany paratlan szam van?

c) Héany 4-gyel oszthatd szam van?

d) Héany 32-vel oszthato szam van?
Megoldds :

a) 15-16°

b) 15-16%-8 péros és ugyanennyi paratlan szam. (A paros szamok O-ra, 2-re, 4-re, 6-ra, 8-ra,
A-ra, C-re, vagy E-re végz6dnek. Hasonloan 8 kiilonb6z6 utolsd jegye lehet a paratlan
szamoknak is. Természetesen miikodne az a megkozelités is, hogy az a) feladatban general
szamok fele paros és fele paratlan.)

c) 15-16*-4 4-gyel oszthaté szam van, hiszen az ilyen szamok 0O-ra, 4-re, 8-ra, vagy C-re
végzGdnek.

d) 15-163-8 32-vel oszthaté szam van, hiszen az ilyen szamok utols6 jegye 0, az els6 5 jegybol

all szam pedig egy paros 5-jegyi szam..
vissza a feladathoz
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1.52.
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Tekintstik az alabbi abran lathato hianyos méatrixokot. (Tridiagonalis matrix ,értékes” elemeket
tartalmazo mezdi. Ha gy tetszik, akkor egy széttorott sakktébla.) Hanyféleképpen juthatunk
el a bal fels§ mezGbdl a jobb alsdé mezdbe, tigy hogy minden 1épésnél egy mezst jobbra, vagy
egy mezGt lefelé 1éplink és a kijelolt teriiletet nem hagyhatjuk el?

Altalanositsuk a problémat és 8 x 8-as matrix helyett vizsgaljunk n x n-es matrixot!
Megoldas :

Barmilyen bejarast is tekintiink, a matrix f6atlojanak mezdire ra kell 1épniink. Két szomszédos
diagonalis mez6 kozotti két 1épés hosszi it megtételére mindig pontosan két lehetségilink van.
(Vagy az atlo felett haladunk, jobbra-le lépésekkkel, vagy az atlo alatt megytink, le-jobbra
sorrenddel.) Ezen lehet6ségeket jelolhetjiik mondjuk F(ent) és L(ent) szimbolumokkal. Ekkor
minden bejarasnak megfeleltethetd (kolesonosen egyértelmd modon) egy hétjegyt (&ltalanos
esetben n — 1-jegyti) karaktersorozat, melynek jegyei az {F, L} halmazbdl valok. Igy

8 x 8-as matrix esetén 27 kiilénbozs ut valaszthato,

2 : 2 n—1 .
n X n-es matrix esetén 2" . vissza a feladathoz

Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 elemek hény negyedosztalyu ismétlésnélkiili kombinacioja
tartalmazza az 1; 2 elemeket?

Megoldas:

vissza a feladathoz

Hény olyan 6tjegyi szam van, melynek jegyei

a) novekvs sorrendben

b) nem csokkend sorrendben

kovetkeznek egymas utan?

Megoldas:
0 () 0 ("3 -()

vissza a feladathoz
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1.54. Az 6t6s, vagy a hatos lotton lehet kevesebb szelvénnyel biztosan telitalalatot elérni. (Az 6t6s
lotto esetén 90 szam koziil kell 6t6t eltalalni, a hatoson 45-bdl 6-ot.)

Megoldas:
Otos lotto esetén (950) szelvényre, hatos lottonal pedig (465) szelvényre van sziikség. Vizsgaljuk

a (950) — (465) kiilonbség elGjelét :

5 6 5! 6!

1
= a-(6-90-89-88-87-86—45-44-43-42-41-40) =

1
= a-45'44~43-(6~2~89~2-87~2—42-41-40):

(90) _ (45) _90-89-88-87-86 45-44-43-42-41-40

1
= 77454443 (48-89-87 —42-41.40) > 0
. >0 ;6

Azaz az 6t0s lotto esetén tobb szelvényt kell kitolteni. vissza a feladathoz

1.55. Hényféle lehet a lotto-huzas eredménye, ha tudjuk, hogy csupa egymasutani szamot huztak
ki. (A lottohuzas soran 90 szam koziil huznak ki 5-6t ugy, hogy a kihuzott elemek sorrendje
érdektelen.)

Megoldas:

Az ilyen huzasokat kolcsonosen egyértelmt moédon azonosithatjuk a legkisebb kihtizott szammal.
Ez a szam tetszolegesen valaszthato az 1,2,...,86 szamok koziil. Igy 86 kiilonbozs huzas
lehetseges. vissza a feladathoz

1.56. Héanyféle lehet a lotté-htuzas eredménye, ha tudjuk, hogy kihtztak két péar egymasutani
szamot, de nem huztak hdrom egymas utanit?

Megoldas:
Jelolje a kihtizott szamokat: nqy < no < ng < nyg < ns. Aszerint, hogy a kihtzott szamok koziil

melyik a ,kiilonallo” harom esetet lehet megkiilonboztetni (nq, n3, ns). Kénnyen lathato, hogy
az elsd illetve az utolso eset szimetrikus.

Ha n; a kiilonallo, akkor nq,ny—1 és ny—3 harom kiilonboz6 szamot jelol az {1, 2, ..., 86}
halmazbol. Ha ay < ay < az harom szam {1, 2, ..., 86}-bsl, akkor a feltételeknek megfelels

szamok az alabbi médon generalhatok:
ny =am, n2:a2—|—1, n3:a2—|—2, n4:a3+3, n5:a3+4.

Igy az ilyen huzasoknak kolcsénosen egyértelmiien megfeleltethetGek a O3 ismétlés nélkiili
kombinéciok, azaz (836) a feltételeknek megfelels lottohuzas lehetséges. (Ugyanennyi esetet
jelent, ha ny a kiilonallo szam.)

Ha nj a kiilonallo, akkor a; = nqy, as = ny —2 és ngy— 3 jelol harom kiilénb6z6 szamot az
{1, 2, ..., 86} halmazbol. Igy a feltételnek megfelel htizasok és a 86 elemt halmaz 3 elemti
részhalmazai k6zott most is kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés létesithetd.

Az Osszes lehetGségek szama tehat 3- (836). vissza a feladathoy
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1.57. Egy évfolyam 50 lany és 30 fiu hallgatdja ottagi kiilldottséget valaszt, éspedig 3 lanyt és 2

1.58.

1.59.

fint. Hanyféleképpen teheteik ezt meg? Hanyféleképpen valaszthatnak kiildottséget akkor, ha
Ancsa és Berci éppen haragban vannak, ezért nem akarnak egyiitt bekeriilni.

Megoldas:

Osszesen (530) . (320) -féle bizottsag allithato Ossze.

Ha iigyeliink arra, hogy A és B ne keriiljon egyszerre a bizottsédgba:

50 (30Y  [49) (29
3 2 2 1
vagy més megkozelitésben
49 29 N 49 29 N 49 29
3 2 2 2 3 1

TV TV TV
egyik sem csak A csak B

vissza a feladathoz

Egy postahivatalban 10-féle képeslapot drulnak. Hanyféleképpen véasarolhatunk
a) 8 kiilénboz6 képeslapot ?

b) 8 képeslapot?

c) 12 képeslapot?

Megoldas:

1) () oG

Hany szotart kell kiadnunk, hogy kozvetleniil tudjunk forditani 10 kiilonb6z6 nyelv koziil
barmelyikrsl barmelyik méasikra?

Megoldas: (10)

2

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz



186 I11.1. FEJEZET. PERMUTACIOK, VARIACIOK, KOMBINACIOK



I11.2. fejezet
A binomialis és a polinomialis tétel
2.9. Igazoljuk, hogy

(0)+0)-)-—

Otlet: Gondoljuk meg, hogy hanyféleképpen vélaszthato ki n targy koziil paratlan szamu.

vissza a feladathoz

()

vissza a feladathoz

2.10. Igazoljuk, hogy ha 0 <r <n, akkor

B0 G =) 6)

Otlet: A Vandermonde-azonossagban legyen m = n.

2.11. Igazoljuk, hogy minden n > 2-re

;"; k(k=1) (Z) — n(n—1)2""2.

Adjunk kombinatorikus bizonyitast is.

Otlet : Kombinatorikusan : gondoljuk meg, hogy hanyféleképpen lehet n személy koziil kivalasztani

egy legalabb 2 f6bdl allo bizottsagot, majd ennek kijeldlni egy elnokét és egy alelnckét.

vissza a feladathoz

2.12. Igazoljuk, hogy minden n > 2-re

(Z) +2<§> +3(Z> +...+(n—1)<z> —(n—2)- 2" 41,

Otlet: Az igazolando allitas mindkét oldaldhoz adjunk 2" —1-et! A baloldalon ezt ugy tegyiik
meg, hogy hozza a kovetkez§ atirdst hasznaljuk:

= () )

187

vissza a feladathoz
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2.13.

2.14.

II1.2. FEJEZET. A BINOMIALIS ES A POLINOMIALIS TETEL

Szamitsuk ki az Z (n) (;) (—1)""* bsszeget, ahol 1 <k < n.
i

i=k

Otlet: Jelolje S az adott dsszeget. Ha k = n, akkor S = (Z) (Z) = 1. Legyen k < n, akkor a
trinomialis alakot hasznélva

SR ()= (B () -E (5 -

J=

Masképp, 2" = (z—1+1)" = i (?) (z—1) = i (T;) Z <;> (—1)~Fz*, tehat

i=0 =0 k=0
" = Z ( <7Z) (;) (—1)“’“) z¥, és hasonlitsuk ssze = egyiitthatoit.
k=0 \i=k

vissza a feladathoz

Legyen . . .

an:T+T+---+T, n > 0.
G () ()
n+2

[gazoljuk, hogy a, 1 = a,+1, n >0, és a, — 2 mikor n — oo.

2(n+1)
Megoldas. Itt ag=1/1=1, a;=1/14+1/1=2, a;=1/14+1/24+1/1=5/2=2.5, as=1/1+1/3+
H1/341/1=8/3=2,66..., ay=1/1+1/4+1/6+1/4+1/1=8/3=2.66..., as=1/1+1/5+1/10+

" k!l (n—k)!
+1/10+1/5+1/1=13/5=2,6, ag = 151/60 = 2,51... . Minden n > 0-ra a,, = ZL

k=0

n! ’

ami nem hozhaté egyszertibb alakra, de

n+1 n n
K (1-k) 1 Kl (n—k)! B 1 ekl (n—k)
B =D (n+1)! _n+1z (nH1=R)tl=an = > 1=

| |
— — n! n+1 — n!

1 = (k+1=Dk! (n—k)! 1 =~ (k+D(n—=kK)! 1 =Kk (n=Fk)
PR U o (20 R U TS W (A ViU B o U (P
n-+ Pt n! n-+ Pt n! n-+ P n!

n+2
= Up — Un -1 — - Un 1:—n_ n 2,
an = (ant1 )+n+1a+ (n+1)a A1+

ahonnan megvan a rekurzi6. Tovabbéa a, >2, ha n>3, s6t a,, > 2+%, han>4 (az (71‘) = (nfl) =n
binomialis egyiitthatok figyelembevételével). Innen

apy1  n+2 1 n+2 n

o 2+ D) @ S2mel) 2t 0 "7

Y

tehat az (a,,) sorozat szigoruan csokkend, ha n > 4. Kovetkezik, hogy (a,) konvergens, legyen
a = lim a,. A rekurziobol azonnali, hogy a = 2.

n—oo

vissza a feladathoz
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2.15. Szémitsuk ki a > (7)(})(—1)""* &sszeget, ahol 1 <k <n.
i—k

n kN (n n—m
(1) ()= () =0)
Osszefiiggést, amelyet kombinatorikus meggondolasok alapjan igazolhatunk. Egy n-tagt tarsasaghol
egy k-tagu bizottsagot és annak egy m-tagu albizottsagat szeretnénk megvalasztani. A baloldali
kifejezés azon valasztasokat irja le, melyek soran kivalasztjuk a k-tagi bizottsidgot, majd a
bizottsag tagjai koziil valasztjuk ki azokat, akik az albizottsagnak is tagjai. A masik modszer,

hogy el6szor az albizottsag m tagjat valasztjuk, majd a ,maradék” n —m személy koziil
kivalasztjuk azokat akik a bizottsagnak ugyan tagjai, de az albizottsagban nincsenek benne,

6k k—me-en vannak. Igy
n—=k ,
, —1)’=0
( J >( )

> ()2 (=R (e =) ()

i= j=

Megoldas:

Felhasznéljuk az

-~

=0

vissza a feladathoz

k—1
2.16. Igazoljuk, hogy az <:> = (n—i— i ) ismétléses kombinaciokra vonatkozoan:

<Z>—<n;1>+<kﬁl> (n,k>1).

Megoldas:
Algebrai megoldas:

<n;1>+<kﬁ1>:((n—1)k+k:—1)+(n+(Z:i)—1>:<n—|—llz‘—2)+(anIQ):(n+:—1>:<Z>

Kombinatorikai megoldas:

n elem koziil valasztunk visszatevéssel, a sorrendre vald tekintet nélkiil £ darabot. Ez az
ismétléses kombinécio alapfeladata, igy <Z>—féleképpen tehetd meg. Most osztalyozzuk ezeket
a kivalasztasokat aszerint, hogy a kivaasztott elemek kozott szerepelt-e egy kitiintetett elem.

Ha szerepel, akkor a maradék k—1 helyre < 1 >—féleképpen valaszthatunk elemeket. Ha nem
n—1

f > kivalasztas lehetséges.

szerepel a kivalasztottak kozt, akkor <

vissza a feladathoz
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I11.3. fejezet

Szitaképletek

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Adott egy X alaphalmaz és annak A;, A, ..., A, részhalmazai. Hany elem tartozik az A;-k
koziil pontosan 3-ba?

Megoldas:
¥ 1AnA;N AR = (3)- X [AinA;NARNAL+(5) S [AiNA;NARNAN Ay | = (=1)" 1 () [ A1NA2N..N A, |
vissza a feladathoz

Hanyféleképpen iiltethetiink le egy kerekasztal koriil hdrom angolt harom franciat és harom
torokot gy, hogy hédrom azonos nemzetiségi ne iiljon egymas mellé?

Megoldas:

Logikai-szitaformulaval :

Osszes iiltetési lehetGségek: 8!

Ha (legalabb) egy nép blokkban iil: (i’) -6!-3!
Ha (legalabb) két nép blokkban iil: (3)-4!-3!-3!
Ha mind a 3 csapat blokkban iil: 2!-3!-3!-3!

Igy a helyes iiltetések szama:
8! — (:1))) -6!-3!4 <;> -41.31.31—2!1.3!.3!.3!

Hény olyan részhalmaza van az {1,2...,10} halmaznak, amely tartalmaz legalabb egy paratlan
szamot ?

vissza a feladathoz

210 _ 95, _
vissza a feladathoz

Hény olyan részhalmaza van az {1,2...,10} halmaznak, amely tartalmaz legalabb hérom
paratlan szamot ?

210 _95_95. (5) —925. <5>
1 2 vissza a feladathoz
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3.15.

3.16.

I11.3. FEJEZET. SZITAKEPLETEK

Hanyféleképpen vélaszthato ki az augusztus hénap 5 napja tgy, hogy ne legyenek koztiik
egymasutani napok?
Megoldas. Ha az adott honap 6t tetszdleges napjat kellene kivalasztani, akkor a lehetségek

szama, (351). Jelolje most aq, as, as, as, as a kivalasztandd napok sorszamat, ahol a feltételnek

megfelelden 1 < a; <as—1<az3—2<as—3 <az—4<27. A valasz: (7).

vissza a feladathoz
Az 1,2,...n szamoknak hany olyan permutaciéja van, hogy 1,2,... k nem allnak egymés
utan

i) ebben a sorrendben,

ii) valamilyen sorrendben.

Megoldas.

i) Ha 1,2,...,k egymés utéan &allnak, akkor 1,2,...  k egy blokknak tekintends, (n—k+1)!
ilyen permutacio van, és a valasz: n!—(n—k+1).

ii) Hal,2,...k egymés utan allnak valamilyen sorrendben, akkor k! (n—k+1)! ilyen permutécio
van, és a valasz: n!—k! (n—k+1)L

vissza a feladathoz



I11.4. fejezet

Osszeszamlalasi feladatok

4.10. Egy vilagbajnoki selejtezében Eurépabol 5 csapat indult, Azsiabol 10 résztvevs van, Eszak-
Amerikabol, Dél-Amerikabol és Afrikabol egyarant 7-en neveztek. A vildgbajnoki dénté 5
csapatos mezénye ugy all Gssze, hogy minden kontinensrél pontosan egy csapat jut be. A
kontinenseken lejatszott selejtezék utan hanyféle lehet a donts Osszeallitasa?

Megoldds :

3
5-10-7°. vissza a feladathoz

4.11. Melyik dominé készletben van tébb elem:

a) amelynek elemein 0-t6l 8-ig vannak pontok és tartalmaz ,dupla” domindkat, vagy

b) amelynek elemein 0-t6l 9-ig vannak pontok, de nem tartalmaz ,dupla” dominokat ?

Megoldas:

Az a-tipust készletben (g) +9= % +9 =45 domin6 van, a b-tipusiiban (10) = % =45. Azaz

2
a két készlet ugyanannyi dominét tartalmasz. vissza a feladathoz

4.12. Ot hazasparbol, hat hajadonbol és hét agglegénybél hanyféleképpen tudunk 10 embert kivalasztani
gy, hogy hazaspar ne legyen kozottiik, de legyen koztiik két asszony két nds férfi harom
agglegény és harom hajadon?

Megoldas:

D 3
(2) . (2) 173-63 vissza a feladathoz

4.13. Az EB-selejtezén 7 csoportban 50 csapat szerepel (egy 8 csapatos és hat 7 csapatos csoport
van). A csoportokban oda-visszavagos rendszerben kormérkézéseket jatszanak. (Mindenki
jatszik mindenkivel egyszer idegenben és egyszer otthon.) Hany mérkdzést jatszanak osszesen ?
Hanyféle lehet a donté 16-os mezdénye, ha minden csoportbol az elsd két helyezett jut tovabb
(a két hazigazda nem vesz részt a selejtezén automatikusan tagjai a dontének).

Megoldas:

Mérkézések szama: 2- (g) +6-2- (;)

5 vissza a feladathoz

2) . (;) 6—féleképpen allhat Ossze.
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4.14.

4.15.

[I1.4. FEJEZET. OSSZESZAMLALASI FELADATOK

2n kiilonb6z6 magassagu ember hanyféleképpen tud két n-hosszuséga sorbaallni tgy, hogy az
els6 sorban mindenki alacsonyabb legyen, a hatsé sorban a megfelel§ helyen allonéal?

Megoldas:

1. Megoldas: Minden helyes sorbarendezés kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd a
2n személy egy parositasanak, hiszen ha a parokat kialakitjuk, akkor azzal egyértelmiien
meghataroztuk azt is, hogy egy-egy parbol ki all az elsé és ki a hatso sorba.

A pérositasok szama:

(2n).<2n—2>.“.(2) C2n-(2n—-1) (2n—2)-(2n—3)  2-1_ (2n)!

9 9 9 ' Ty T

5 5 on

2. Megoldas: A 2n személy a rendelkezésre allo 2n helyen (2n)!-féleképpen helyezkedhet el,
ha nem figyeliink a megkotésre. Minden, a feltételeknek megfelel elrendezés szérmaztathatod
gy, hogy a fent Osszeszamolt elhelyezkedések koziil egy tetszélegest kivalasztunk és abban

a rossz sorrendben allo parokat (ahol a magasabb személy all elol) feleseréljiikk. Az n-par
mindegyikében egy ,,jo” elrendezéshez tartozik egy ,rossz” elrendezés. Igy minden ,,j6” sorrendhez
2" elrendezést szamoltunk. Igy a helyes elrendezések szama: %

vissza a feladathoz

Mennyi azoknak a tizjegyd szamoknak az Osszege, melyek a 0, 1, 2, ..., 9 szamjegyek
ismétlésnélkiili permutécioiként kaphatok. (Figyelem 0-val nem kezdddhet szam!)

Megoldads :

Elgszor vegyiik az Osszes ismétlésnélkiili permutacio Osszegét. (Ne foglalkozzunk azzal a
feltétellel, hogy az els6 helyen nem &llhat 0.) Ekkor a kévetkezs megfigyeléseket tehetjiik:

1) A permutéciok szama (beleértve a 0-val kezdéddket is): 10!

2) Az egyes helyiértékeknél képezve az Osszeget ugyanazokat a szamokat kell sszeadni,
csak méas sorrendben. Kovetkezésképpen Az egyesek a tizesek stb alakiértékének Osszege
megegyezik.

3) Az igy alkotott tizjegyd szamokat egymasfolé irva az egyesek helyén minden szémjegy
ugyanannyiszor szerepel. (Természetesen hasonlo megallapitas tehets az dsszes helyiértékre.)

10!

Vagyis minden szadmjegy minden helyiértéken 1%‘ = 9! alkalommal fordul elG.

A fentiek alapjan az egyesek Osszege:

9-10
§= 91 (0414243 +4+546+7+8+9) =91 — = = 45-9]

Mivel minden helyiértéken az alakiértékek Osszege S az orai indoklassal analég modon az
0sszeg:
Y =5-(1+10+100+---41000000000) = 1111111111-9!-45.

Ebben az 6sszegben azonban bennevannak azok a nemkivant szamok is amelyek 0-val kezd6dnek.
Ezek Osszegét az elz6ekhez hasonléan szamolhatjuk ki. Mivel a legnagyobb helyiértéken 0
all, ezek valojaban az 1, 2, ..., 9 szamjegyekbdl alkotott kilencjegyti szamok.

Az Osszegiik a fentiekhez hasonl6an

o =(81-45)-111111111



4.16.

4.17.

4.18.
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A kérdéses Osszeg pedig

Y—o = 1111111111-9!-45—(8!-45)-111111111 =8!-45-(9999999999 — 111111111) =
8!-45-9888888888.

vissza a feladathoz

Mennyi azoknak a hatjegyl szamoknak az Osszege, melyek a 0, 1, 1, 1, 2, 2 szamjegyek
permutalasaval képezhetsk?

Megoldads :
70-111111—14-11111.

vissza a feladathoz
Jelolje pg(n) az n szam k részre valo particidinak a szaméat. Mennyi p;(n), pa(n) és ps(n) az
n fliggvényében?
Utmutatas: A definicié alapjan azonnali, hogy p;(n) = 1 minden n > 1 estén.

Legyen most n =a+b, ahol a > b > 1. Hanyféleképpen valaszthatd meg a és b? Vizsgaljuk az
n paros és n paratlan eseteket! Vélasz: po(n) = [n/2] minden n > 1-re.

p3(n)-re mar nehezebb képletet adni. Hasznalva a py(n) = pr(n—k)+pr_1(n—1) (n >k >2)
rekurziot, lasd 6.2. Tétel, igazoljuk, hogy

p3(n) =p3(n—3)+pa(n—3)+1 (n>3).

Vizsgaljuk az n==6q+r, 0 <r <5 eseteket. Mutassuk meg, hogy ha n=6q alaka (¢ >1), akkor
p3(n) =n?/12, ha n =6qg+1 alaku, akkor p3(n) = (n*—1)/12. Mennyi p3(n) a tobbi esetben?

vissza a feladathoz

[gazoljuk, hogy minden n > 1 szamra

n [n/m]
nepm) =3 m S pln—km),
n-p(n) = Z o(r)p(n—r),

ahol p(n) az n particidinak a szama, o(r) pedig az r pozitiv osztoinak az Gsszege.

Utmutatas: Tekintsiik az n 6sszes n = a;+as+...+a, particiojat és adjuk Ossze ezeket az
egyenlgségeket. Akkor a bal oldal éppen np(n). A jobb oldalon csoportositsunk a felleps m
(1 <m < n) tagokok szerint. Ha m f(m)-szer fordul el6, akkor kapjuk, hogy

n

n-p(n) =S mf(m).

m=1

Mennyi az f(m)?

A masodik képlet levezetéséhez rendezziik at az elsé képlet jobb oldalanak tagjait a km =1r
értékek szerint csoportositva.

vissza a feladathoz
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IT1.5. fejezet

Kombinatorika a geometriaban

5.6.

5.7.

5.8.

Adott 10 altalanos helyzetd pont a sikon, vagyis olyan pontok, hogy semelyik harom nincs
egy egyenesen ¢és semelyik négy nincs egy koron.

a) hany kiilonb6zd egyenest hataroznak meg a pontok?

b) hany kiilonb6z6 kort hataroznak meg a pontok ?
Megoldas:

a) Minden egyenest egyértelmten meghataroz két pontja, mivel semelyik harom pont nem
esik egy egyenesre, ezért pontosan annyi egyenest hataroznak meg a pontok, ahanyféleképpen

kivalaszthatunk kozilik kettst a sorrendre valo tekintet nélkiil: (120)

b) Minden kort egyértelmiien meghataroz harom pontja, mivel semelyik négy pont nincs egy
koron, ezért pontosan annyi kort hataroznak meg a pontok, ahédnyféleképpen kivalaszthatunk

koziliik harmat a sorrendre valé tekintet nélkil: (130) vissza a feladathoz

Adott a sikon 10 pont ugy, hogy tudjuk, hogy koziiliik legalabb 5 egy koron van. Legfeljebb
hany kiilonboz6 kort hataroznak meg ezek a pontok?

Megoldas:
10 5
3/ \3 +1 vissza a feladathoz

A sikon 9 parhuzamos egyenes n darab ugyancsak parhuzamos egyenest metsz, és ezek
mindegyike merdleges az elsé 9-re. Az egyenesek Osszesen 756 darab téglalapot hataroznak
meg. Mennyi az n szam értéke?

Megoldas:

Nevezziik a megadott 9 egyenesiinket fiiggélegeseknek és a rajuk merdleges n darab egyenest
vizszintesnek. (Fliggetleniil a valosagos iranyuktol.) Minden téglalapot kolesonosen egyértelmiien
meghatéroz a négy oldala. Ezek koziil kett6t a 9  fliggbleges” egyenes koziil kell valasztanunk,
méghozzé a sorrendre valo tekintet nélkiil, a mésik kettét pedig az n darab ,yizszintes” egyenes
koziil valasztunk. Igy osszesen (g) . (g) téglalap generalhato. A feltétellel 6sszevetve az alabbi
egyenlethez jutunk:

9 n 9
756—(2>~(2) < 0=n“—n-—42.

Ahonnan n =7 vagy n = —6. Ez ut6bbi nyilvanvaléan hamisgyok. vissza a feladathoz
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5.9. Tekintsiik az aldbbi haromszoghalot !

a) Hany, az ABC haromszogh6z hasonlé haromszog rajzolhato, amelynek cstcsai racspontok ?
Azaz hany olyan hdromszog rajzolhatd, melynek csicsai racspontok, élei pedig racsvonalak ?

b) Hany olyan haromszog rajzolhato, melynek cstucsai racspontok ?

-
oy

Megoldas:

a) Minden, a feltételeknek megfelel6 haromszognek van egy vizszintes éle. Az alapjan, hogy
a harmadik csiics a vizszintes él alatt vagy folott helyezkedik el, kiilonboztessiink meg fel-
és le-tipusu haromszogeket. Ezeket szamoljuk kiilon.

o fel-tipust” haromszogek:
Végezziink tovabbi eset-szétvalasztast a haromszogek oldalhossza alapjan:
o Egység-éli haromszogek:
A héaromszoget egyértelmiien meghatérozza a harmadik (a vizszintes él folotti)
csucs valasztasa. Ez a pirossal jelolt cstiicsok koziil tetszés szerint véalaszthato,
azaz 15 ilyen haromszog rajzolhato.

o két egység élhosszisagu haromszogek:
A haromszoget most is egyértelmiien meghatérozza a harmadik cstiics valasztasa.
Ez a pirossal jelolt cstcsok koziil tetszés szerint valaszthato, azaz 10 ilyen haromszog
rajzolhato.
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o héarom egység élhossztisagti haromszoghdl a fentiekhez hasonlé megondolasok alapjan
6 darab van.

o négy egység élhossziisdgi haromszogbdl 3 darab van.

o Ot egység ¢élhosszusagi haromszoghdl egyetlen darab rajzolhato.

e le-tipusd” haromszogek:
Itt is az élhossz alapjan osztalyozunk:

o Egység-éli haromszogek:
A héaromszoget most is egyértelmiien meghatarozza a harmadik (a vizszintes él
alatti) cstes valasztéasa. Ez a pirossal jelolt cstucsok koziil tetszés szerint valaszthato,
azaz 6 ilyen haromszog rajzolhato.

o két egység élhosszusagi haromszogek:
A haromszoget harmadik csticsa a pirossal jelolt cstucsok koziil valaszthato, azaz
3 ilyen haromszog van.

o nagyobb élhosszusagu haromszog nem fér el a racson.
Azaz 6sszesen 35 ,fel-tipust” és 13 ,le-tipust” haromszog rajzolhat6. Ez 48 az ABC-
hez hasonl6 haromszoget jelent.
b) A haromszoget egyértelmiien meghatérozza a 3 cstucspont kivalasztéasa, amely (231) lehet&séget
jelentene. Vigyaznunk kell azonban, hogy a csticsok ne essenek egy egyenesre.
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Szamoljuk Ossze tehéat a hibas” valasztasokat. Ehhez tekintsiik az alabbi dbrat:

o ® ®

Mindharom pont a piros egyenesre esik (g) esetben, a zoldre (g), a feketére (3) esetben. A
sarga a szlirke és a pink egyenesek esetén egy-egy kivalasztas van. Vegyiik észre, hogy az
abrat 120°-kal a haromszog stulypontja koriil akar pozitiv, akar negativ iranyba forgatva, a
racspontok fedésbe keriilnek, de az el6bb felrajtolt problémés egyenesek tjabb egyenesekbe
mennek at.

Igy a ,hibas” kivalasztasok szama 3- ((g) + (g) + (;1) +3)

A valédi haromszogek szédma tehat (231) -3 ((g) + (g) + (g) —1—3) =1219.

vissza a feladathoz



I11.6. fejezet

Fibonacci-szamok

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

Alkalmazzuk a 6.1-es feladatban levezetett altalanos képletet!

vissza a feladathoz
Alkalmazzuk a 6.1-es feladatban levezetett altalanos képletet !

vissza a feladathoz
Alkalmazzuk a 6.1-es feladatban levezetett altaldnos képletet !

vissza a feladathoz

//////

1 vagy két lépesofokot lépiink a tovabbi lehetSségek szama S,_; illetve S,_o. Igy az alabbi
mésodfaji rektrzio irhato fel:

Sn = Sn—l + Sn—2-

A kezdGelemek egyszerii leszamlalassal meghatarozhatok: Sy =1 és S; = 1. Igy (S,, n € N)
épp a Fibonacci szamok sorozata.

vissza a feladathoz

Otlet: tekintsiik az alabbi tablat:

Az els6 dominé elhelyezésére két lehetGségiink van.

Ha az els6 domindt allitva helyezziik el, a tovabbiakban egy 2x14-es tablat kell lefedniink:
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A maésik lehetGség, hogy az els¢ dominot fektetve helyezziik el. A méasodikat ekkor csak
parhuzamosan folé helyezhetjiik, s ezutan a maradék 2x13-as tablat kell lefedniink.

Igy a Fibonacci-szamokéhoz hasonlé masodrendd rekurzié irhato.
vissza a feladathoz
6.13. Az el6z6ekhez hasonléan irjunk fel mésodrendii rekirziot!
vissza a feladathoz
6.14. Az el6z6ekhez hasonléan irjunk fel mésodrendii rekirziot!
vissza a feladathoz

6.15. Igazoljuk a Fibonacci-szamokra vonatkozo6 alabbi allitasokat:

a) Fi+F+ 4+ F,=F,—1n>1,

b) F1+F3+-~-+F2n,1:F2nn21,
C) Fo+Fy+- -+ Fop=Fopp1—1n>1,
d) FI_F2+F3_"'+(_1)n+1'Fn:(_1)n+1'Fn—1+1nzla
e) Fner: nfl'Fm+Fn'Fm+1 n>m217
£y FE+Fy+ 4+ F=F, - F,,yu—1n>1
g) Fop1-Fo 1 —F?=(-1)" (n > 1, Cassini-képlet),
E
h) lim 2 — .
Megoldas:

a) Az allitas igazolhato n-szerinti teljes indukcioval, vagy igy:

F2 — F1—|—F0
F3=F+F
Fy=F5+F

Osszeadva a fenti egyenléségeket kapjuk, hogy Fiio =1+ +Fo+ ...+ F),.
b) Az allitas n-szerinti teljes indukcioval igazolhato.

c) Az allitas n-szerinti teljes indukcioval igazolhato.
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Bizonyitds.
Az allitas igazolhaté n-szerinit teljes indukcioval, vagy a b) és c) allitas felhasznalaséaval
eset szétvalasztassal:

Ha n paros (n=2m):

ZE‘(_l)iH = ZF%fl - Zin =F,-Fn+l=
i—1 i—1 i—1

Fom=F, F2m+1*1:Fn+1*1

- Fn— (Fn—Fn,1)+1 - — n71+1 - (—1)n+1Fn,1+1
Ha n paratlan (n =2m+1):

ZFi'(—l)iH = ZF%—l - ZFQi +F, =
i=1 i=1 i=1

S—— ~——
FQm:Fn—l F2m+1*]-:Fn*]-

= Fo1 - F+1+F,=F, 1 +1=F, 1+1=(-1)""F,_;+1.

|
d) Bizonyitds. m-szerinti teljes indukcidval:
i) m =1 esetén az allitas igaz, hiszen
Fn—i—l =F, 1 F1+F, - Fy=F, 1+ F,.
ii) Tegyiik fel, hogy valamely m € N* esetén az allitas teljesiil, azaz
Fn+m: n—l'Fm+Fn'Fm+1 VneN
iii) Igazoljuk m+ 1-re:
Fn+(m+1) = Fn+1+m = n+1—1'Fm+Fn+1'Fm+1 = FnFm+(Fn+Fn—1)Fm+1 ==
== Fn'(Fm+Fm+1)+Fn71'Fm+1 = Fn'Fm+2+Fn71'Fm+1
|
e) Bizonyitds. n-szerinti teljes indukcioval:
i) n =1 esetén az allitas teljesiil, hiszen
1=F=F -F=1-1
ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az allitas teljestil, azaz
FP4+Fj+ -+ F2=F, F, 11
item Igazoljuk n+ 1-re:
F12+F22+"-+F3+F3+1 :FnFn+1+F3+1 :Fn+1<Fn+1+Fn) = Fo1 Fya.

f) Bizonyitds. n-szerinti teljes indukcioval:
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i) n =1 esetén az allitas teljesiil, hiszen
Fy Fy—Fl=0-1-1>= 1.
ii) Tegyiik fel, hogy valamely n € N* esetén az &llitas teljesiil, azaz
Pt Fooa—F2 = (<1)"
iii) Igazoljuk n+ 1-re:

Fn+2'Fn_F3+1:(Fn+1+F) I, Fn+1 Fn—&-l'Fn"i‘qu_Fra—l:Fs_Fn—H'(Fn-&-l_Fn):
= FT%_FnJrl 'anl = _(_1)n == (_1)n+1'

]
g)
1 n+l:1im’l9 ﬁn_i'lﬁzhmﬁ 5 V5 -
n—o0 n—o0 R n—0o0 LA 1 n_yg"
3 F, o .E-Q9—ﬁ)
n+1 n
9
= lim 9| 1— 1= = =0
(-5 ) (- ()
_ —\ n+1 —\ "
Mivel ¥ = 5555 65 § = 1505, entrt 0< § =108 < 1. Tgy Tim () = 1im (3) =0,

vissza a feladathoz

6.16. Igazoljuk, hogy az F),, Fibonacci-szamokra:

a) n | m akkor és csak akkor teljesiil, ha F), | F},, (n,m > 1),
b) (F,, Fn) = Finm) (n,m > 1), ahol (u,v) az u és v szamok legnagyobb kézds osztoja.
Bizonyitas.
a) = Tegyiik fel, hogy n | m. Ekkor legyen m = kn, ahol k > 1. Igazoljuk az &llitast k-szerinti
teljes indukcioval !
i) k=1 esetén F, = F,, | F,, nyilvanvaloan teljestil.
ii) Tegyiik fel, hogy a tulajdonsag igaz valamely k € N* esetén, azaz Fy,, = (- F,.
iii) Igazoljuk az allitast k+ 1-re:

7.13.¢ i)

F(kJrl) _Fkn+n - Fkn 1F +Fk’nFn+1 Fkn 1F +€F Fn+1 Fn(Fkn—l—i_an—i-l)a

azaz I, valoban osztoja F{;1),-nek.

A « irany igazolasatol itt eltekintiink, mivel az az (F,,, F},,)=F (s, ) egyenldségbdl kovetkezik.
Legyen F), | F,,, ekkor Fi,, ;) = (Fy, Fin) = F,,, ahonnan (n,m) = n, azaz n | m.

b) Az allitast harom lépésben fogjuk igazolni:
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i) (Fn, Fry1) =1
Valoban, a legnagyobb kozos oszté tulajdonsigai alapjan

(Fn,Fn+1>:(Fn,Fn"i‘anl):(Fnaanl):"':<FlaF2):1~

ii) Legyen a=0b-q+r, ekkor (F,, Fy) = (F}, F}.):

(Fu, By) = (Fygir, Fy) "= (Fyqr Fy + FyyFo1, Fy) = (Fyyr Fy, Fy) = (Fo, F).

Az el6z6 levezetés soran kihasznaltuk, hogy Fy, | Fy, és hogy (Fpg, Frg—1) = 1.

iii) Alkalmazzuk az euklideszi algoritmust az n, m szamokra:

n=mq+r;, 0<ri<m,
m=rigx+re, 0<ry<ry,

1 = T2Q3+ 73, 0<’I"3<T‘2,

Ts—2 =Ts_1qs+Ts, 0< T <Ts_1,

To—1=Tsqss1, Tsp1 =0,

ahol (n,m) =rs. Innen ii) szerint

(F Frs—l)': (FTS—17 FTS)?

Ts—29

ahol 7 | re—y miatt F,_ | F, _, és kapjuk, hogy (F,, F,) = (Fr,_,,F.,) =Fr, = Foumm

vissza a feladathoz

6.17. Igaz-e, hogy az F,, Fibonacci-szamokra ha F,, prim, akkor n is prim?

Megoldas. F; = 3 prim, de 4 nem prim, tehéat az allitds nem igaz. De ha n # 4 és F,, prim,
akkor n prim. Valoban, tegyiik fel, hogy F,, prim és n>4 6sszetett. Akkor létezik d|n, 2<d<n
és kapjuk, hogy Fy | F,, ahol 2 < F; < F,,, tehat F,, Osszetett, ami ellentmondas .

Megjegyzés. Forditva nem igaz. Ha n prim, akkor nem biztos, hogy F,, is prim. A legkisebb
ellenpélda: Fig = 4181 = 113-37. Nem tudjuk, hogy van-e végtelen sok Fibonacci-prim.

vissza a feladathoz
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I11.7. fejezet

Catalan-szamok

7.9.

7.10.

7.11.

Az origobol indulva, mindig jobbra vagy felfelé 1épve egyet-egyet hanyféleképpen juthatunk
el a (7,11) pontba gy, hogy sosem lépiink olyan helyre, ahol y = . —37

Otlet: A 1.7.7-es feladatban latottakhoz hasonléan jarhatunk el, csak most a titkrozést az
y = x — 3 egyenesre végezziik. Figyeljlink arra is, hogy most a ,,j6” utak haladnak az egyenes
felett és a ,rossz” utak alatta.

vissza a feladathoz
Hany olyan sorozat képezheté n darab 41 és n darab —1 felhasznalaséval, melyben minden
részletosszeg > 07
Otlet: Induljunk az origobol. Abrazoljuk f-tipusu lépéssel, ha a sorozat aktualis eleme +1
és (-tipusu lépéssel, ha —1. Ekkor egy Dyck-utat keresiink az origo és a (2n;0) pont kozott.

vissza a feladathoz

[gazoljuk, hogy 2n+1 elemd £1 tagokbol allo sorozatok szama, melyben a teljes Gsszeg 1 és

minden részletosszeg pozitiv
1 2n+1
2n+1\ n /)

Mikoze ezeknek a Catalan-szamokhoz?

Otlet: Egészitsiik ki a sorozatot egy n+ l-edik —1-es taggal. Legyen ez a sorozat utolso
eleme. Az ilyen sorozatok elGallitasaval foglalkoztunk eddig, tehat a (0;0) és a (2n+2;0)
pontok kozotti Dyck utak szamara vagyunk kivancsiak.

vissza a feladathoz
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I11.8. fejezet

Stirling-szamok

8.6.

8.7.

Igazoljuk a masodfaju Stirling-szamokra vonatkozé alabbi rekurziot! Ha 1 < k <n, akkor
n n—k+1 n—1 n _]
{k} - ; <j—1) {k—l}'

Megoldas.

Tekintsiik az {1,2, ..., n} halmaz k részre val6 particioit. Ezek szama {7 }. Masrészt csoportositsuk
ezeket aszerint, hogy hany elembdl all az n-et tartalmazé részhalmaz. Ha j elembdl all, ahol
1<j<n—k+1 (mert j+k—1<n kell legyen), akkor a tobbi 'j —1 elemet (’;j)-féleképpen
lehet megvélasztani, a fennmarado k—1 részhalmazt pedig {7 }-féleképpen. Ezek szorzatait
kell Gsszegezni és készen is vagyunk.

vissza a feladathoz

Igazoljuk a Bell-szamokra vonatkozo alabbi rekurziot! (Lasd [16])

Ha n,m > 0, akkor a 0° = 1 konvenci6 hasznalatéval

Megoldas.

Ha n =0, illetve ha m = 1, akkor innen a kovetkezd ismert képleteket kapjuk vissza:

(+) B(m):i{?}, (%) B(n—l—l):i(Z)B(k).

§=0 k=0

Ha n=0, akkor a fenti (*) képletet kapjuk. Ha m=0, akkor B(n)=B(n) adédik, mert {7 }=1.

Legyenek A és B olyan diszjunkt halmazok, amelyekre |A| =m > 1, |B| =n > 1. Akkor |AU
U B| = m+n, és nézziik, hogy hanyféleképpen lehet particionalni az AU B halmazt. Ez a
szam egyrészt B(n-+m). Masrészt, az A halmazt osszuk j részhalmazra. Ez {?}—féleképpen
lehetséges. Tovabbé, B-nek valasszuk ki k elemét, ezt (Z) -féleképpen lehet, és ezt a k elemet
{; }-féleképpen lehet particionalni. A B halmaz t6bbi n—k elemét vegyiik hozza az el6bbi j
részhalmazhoz, erre 7% lehetéség van.

209
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Tehat j"* {T}(Z)B(k:) olyan partici6 van, hogy az A halmazt j részhalmazra particionaltuk

és B-nek k eleme alkot 0j részhalmazokat. Osszegezve j és k szerint megkpjuk az AUB halmaz
particidinak a szamaét.

vissza a feladathoz

8.8. Igazoljuk, hogy a méasodfaji Stirling-szamokra

- Y s

ai+...+ap=n
at,...,ag>1

Megoldas. {Z} megadja, hogy hanyféleképpen lehet particionalni egy n elemd halmazt k
részhalmazra.

Ha ay,...,ar > 1 adottak ugy, hogy a; +...+a; = n, akkor hany olyan particié van, hogy az
els6 halmazba (dobozba) a; elem keriil,..., a k-adik halmazba (dobozba) a elem keriil? Erre
a valasz M,L'ak,, lasd 4.1. Feladat, de most a hamazok (dobozok) sorrendje nem szamit, ezért

. , e, . | 2 2
az ilyen particiok széma ——r—. Osszegezve kész.
—ag!

klai!

vissza a feladathoz

8.9. Igazoljuk, hogy minden n > k > 1 esetén

> =l

T
T1+...+txp=n

T15e, T 21

ahol [}] az els6faja Stirling-szamok.

Megoldas. Legyenek xq,...,x, > 1 rogzitettek gy, hogy =1+ ...+ 2, = n. Hany olyan n-

edfokd permutécié van, amelyben a ciklusok szama k és ezeknek a hossza rendre zq,...,x;

n!

ugy, hogy a ciklusok sorrendjére nem vagyunk tekintettel? Ez a szdm , mert egy

Klaog---xy

x; hosszusagu ciklus x;-féleképpen irhato, a ciklusok pedig k!-féleképpen permutalhatok.

Osszegezve megkapjuk az 6sszes k ciklus alkotta permutéciok szaméat, ami mésrészt pontosan
n

[+]-

vissza a feladathoz

8.10. Igazoljuk, hogy a B(n) Bell-szamokra B(n) < n! minden n > 3-ra.
Utmutatas: Végezziink n szerinti indukciét hasznélva a B(n+1)=3",_ (7) B(k) rekurzi6t.

Masképp: Az {1,2,...,n} halmaz minden partici6jahoz rendeljiik hozza az 1,2, . .., n szamoknak

c stz

alkotjak. Vizsgaljuk ezt a megfeleltetést!

vissza a feladathoz
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Grafelméleti fogalmak

9.35. Egy graf cstcsai reprezentaljak a természetes szamokat 1-t61 8-ig. A csticsbol B cstcsba fusson
iranyitott él, ha az A-nak megfeleltetett természetes szam osztdja a B-nek megfeleltetett
természetes szamnak. Rajzoljuk meg a grafot!

Megoldas:

vissza a feladathoz

9.36. Adjuk meg, hany 4 pontt egyszert graf van! Rajzoljuk fel a nemizomorf eseteket. (Ezek szama
11, lasd TL: Kombinatorika 37.0.)

Megoldas:

Az sszes élt behtizva egy teljesgrafhoz jutunk, melynek 6 éle van. Igy 26 = 64 kiilonboz6
szamozott graf rajzolhatd. A nemizomorfak a kévetkezok:

0-éld graf (tiresgraf) egyetlen egy darab van:

1-éli graf hat darab van, de ezek mind izomorfak egymassal:

211
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2-éld graf (g) = 15 darab van, de ezek az alabbi két graf valamelyikével izomorfak:

3-éld graf (g) = 20 darab van, de ezek az aldbbi harom graf valamelyikével izomorfak:

RV

4-¢li graf () = 15 darab van, de ezek az alabbi két graf valamelyikével izomorfak:
4

5-éld graf (g) = 6 darab van, de ezek mind izomorfak:

6-¢ld graf egyetlen egy darab van:

vissza a feladathoz



9.37. Rajzoljuk meg az alabbi szomszédsagi méatrixhoz tartozo grafot!

Megoldas:

9.38. Rajzoljuk meg az alabbi illeszkedési matrixhoz tartozéd grafot!

Megoldas:

_ o O O o

OO = = O

SO, OO O

—_ -0 O

SO = O O = O

S o oo -

O = = O OO

_ o O = O

OO~ kOO

O =R O = O

S OO~ O

213

vissza a feladathoz

vissza a feladathoz

9.39. Hany kor van a teljes négyszogben? Hany 6t hossza kor van a teljes 6tosben, hany hat hosszu
kor van a teljes hatosban? Hény n hosszu kor van a teljes n-esben? (Az utolsé kérdés igy is

fogalmazhat6: hany Hamilton-kore van a teljes n-esnek ?)

Megoldas:

A teljes négyesben négy haromszog van és harom négyszog. Azért harom, mert minden

négyszog komplementere egy-egy parhuzamos élpar, és ilyen harom van.
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A teljes 6tosben 12 6tszog van. Ezt az alabbi moédon bizonyithatjuk: Kivalasztunk egy pontot,

ennek a két szomszédja (;‘) = 6-féleképpen valaszthato ki, a maradék két pont pedig kétféle

sorrendben illeszthets be a korbe. Ez 6-2 = 12 kor.

A fenti meggondolas n pont esetére is atvihetd, igy a teljes n-sz6g Hamilton-koreinek szama

(n;l) (3= (n;l)!'

vissza a feladathoz
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